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Ueber eine neue Interpretation der Fundamentalgleichungen 
der Dynamik.*) 


Von 


Jutius Kénie in Budapest. 


Die Fundamentalgleichungen der Dynamik sind ihrem Wesen nach 
Erfahrungssiitze , oder eigentlich — da ihr Inhalt durch die Erfahrung 
nie erschépft werden kann — Axiome. Sie enthalten die Definitionen 
der Kraft und des Zwanges. Die Kraft ist aber nichts anderes, als 
ein behufs Beschreibung und Ordnung der Erscheinungen eingefiihrter 
naturwissenschaftlicher oder erkenntnisstheoretischer Hiilfsbegriff; auch 
der Zwang hat, wenn diess auch gewodhnlich weniger betont wird, nur 
diese Bedeutung. Durch welche Vorrichtung immer auch jene Modifi- 
cation der Bewegung hervorgerufen wird, die wir unter Zwang ver- 
stehen, — es treten nicht bloss die Zwangskrifte der Theorie auf, 
sondern es ist auch noch die Annahme anderer hindernd wirkender 
Kriifte (Reibung u. s. w.) zur genauen Beschreibung der Bewegung 
nothwendig. Die Trennung der Zwangskrifte und der hindernden 
Kriifte ist also auch nur ein Hiilfsmittel der Theorie. 

Die wissenschaftliche Mechanik strebt seit langer Zeit danach, 
den Inhalt der dynamischen Fundamentalgleichungen durch andere 
einfachere Gesetze, die sogenannten Principe der Mechanik zu ersetzen, 
die eine nicht nur rein mathematische, sondern auch physikalische oder 
erkenntnisstheoretische Interpretation gestatten. Allerdings sind auch 
die Lagrange’schen Gleichungen selbst in ihrer Gesammtheit als ein 
solches Gesetz oder Princip zu betrachten. Wiahrend jedoch diese im 
Allgemeinen 3” von einander unabhingige Behauptungen in sich 
vereinigen, ist — auch a priori — die Méglichkeit nicht ausgeschlossen, 
ihre Stelle durch ein Princip zu ersetzen, das weniger von einander 
unabhiingige Behauptungen in sich schliesst und daher — wenigstens 


*) Der ung. Akademie der Wissenschaften vorgelegt in der Sitzung vom 
18. April 1887. 
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in gewisser Beziehung — die Bewegung des zu untersuchenden Punkt- 
systems in einfacherer Weise charakterisirt. Natiirlicherweise miissen 
aus diesem Principe die Fundamentalgleichungen der Dynamik selbst 
abgeleitet werden kénnen. Als Methode zur Verminderung der Anzahl 
der von einander unabhingigen Behauptungen steht uns die Einfthrung 
von Maximum-Minimumsbedingungen zu Gebote. Die gesammten 
Gleichungen kénnen natirlich auch aus einer einzigen solchen Bedingung 
hergeleitet werden, wenn wir z. B. eine solche Bestimmung der Func- 
tionen 2;’, y;", 2° fordern, dass die Summe 


P * ((mjae” — X;)? + (miy,” — ¥;)? + (miei” — 2?) 


ein Minimum werde. Wenn man von den Lagrange’schen Gleichungen 
als durch die Erfahrung gegebenen Thatsachen ausgeht, ist diese 
Minimumsforderung — grade so wie das d’Alembert’sche Princip, oder 
dessen von Gibbs*) angegebene modificirte Form — in erster Reihe 
nur als eine formale Vereinigung der gegebenen Gleichungen anzusehn. 

Wenn man aber auch die erwihnten Sitze zuerst als rein analytische 
Transformationen der Bewegungsgleichungen auffasst, so geben sie 
doch zugleich jedesmal — um mich eines in der Geometrie tiblichen 
Ausdrucks zu bedienen — eine neue Erzeugung jener Gleichungen an, 
die zugleich ihren Inhalt in einer der gewohnten physikalischen Auf- 
fassung niher stehenden Interpretation wiedergiebt. So gelangt man 
grade zu der friiher erwihnten Minimumsforderung, wenn man die 
Gesetze der freien Bewegung eines Punktes mit dem Gauss’schen Principe 
des kleinsten Zwanges zusammenstellt, das in seiner urspriinglichen 
Form die Modification der Bewegung angiebt, die in Folge irgend 
welcher dem Systeme auferlegten Beschriinkungen entsteht. (Es wird 


darum auch vielfach jener Minimumssatz als analytischer Ausdruck des . 


Gauss’schen Princips bezeichnet, wenngleich dieselben sich begrifflich 
nicht vollstiindig decken. Denn einerseits enthilt die Minimums- 
forderung auch die Gesetze der freien Bewegung; andrerseits wiirde 
das Gauss’sche Princip auch dann anwendbar bleiben, wenn die Gesetze 
der freien Bewegung andere als die gewéhnlich angenommenen wiren.) 
Aehnlich werden auch beim d’Alembert’schen Principe zuerst den 
Gesetzen der freien Bewegung entsprechende Festsetzungen eingefiihrt 
und dann erst durch eine neue Behauptung der Schlusssatz erhalten. 
(Reactionskriifte, Uebergang zum Gleichgewichtsproblem, u. s. w.). 
Dem gegeniiber kann die Aufgabe, die ich mir eigentlich in den 


folgenden Untersuchungen gestellt habe, folgendermassen charakterisirt 
werden. 


*) American Journal of Mathematics, Vol. II, pag, 49. 
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Fir die einfachste aller Bewegungserscheinungen, die freie Be- 
wegung eines einzelnen Punktes von der Masse m unter der Einwirkung 
einer Kraft P hat man die folgenden beiden Siitze: 


1) Die Grésse der Beschleunigung (oder auch der in die Richtung 


der Kraft fallenden Beschleunigungscomponente) ist =. 


2) Beschleunigung und Kraft sind gleichgerichtet. 


Wenn es nun auch im Allgemeinen mehr oder minder Geschmacks- 
sache bleibt, ob man einer bestimmten Formulirung eine unmittelbarere 
physikalische Bedeutung beimessen will, diirfte eine solche Bedeutung 
grade diesen beiden Siitzen ohne Widerspruch zuerkannt werden. 

Es hat daher ein unbestreitbares Interesse ein solches allgemeines. 
Grundgesetz der Mechanik aufzustellen, das fir die Bewegung eines 
unter dem Einfluss ganz beliebiger Krifte stehenden Punktsystems bei 
der Annahme irgend welcher auch die Zeit und die Geschwindigkeiten 
enthaltenden Bedingungsgleichungen giiltig ist, diese Bewegung voll- 
stindig bestimmt und dabei nur aus der Verallgemeinerung jener beiden 
friiher angefiihrten Sitze besteht. Da der erste jener Sitze eine 
Gleichung, der zweite ein System von gleichberechtigten Gleichungen 
vertritt, die wieder in einem Maximums- oder Minimumssatze vereinigt 
werden kénnen, wird dieses Grundgesetz sich dementsprechend aus 
zwei Theilen zusammensetzen. 

Wie nun die folgenden Untersuchungen darlegen, existirt in der 
That ein solches Grundgesetz und zwar in zwei von einander unab- 
hingigen, aber formell gleichberechtigten Formen, die dem Wesen der 
Sache nach, den zwei verschiedenen Formen des im einfachsten Falle 
fiir die Grésse der Beschleunigung giiltigen Satzes entsprechen. Das 
eine dieser Grundgesetze ist in Art. 15—17 ausfiihrlich entwickelt; 
auch das andere in Art. 18 angedeutet. Aus den dort angegebenen 
Griinden beschriinke ich mich beziiglich dieser zweiten Form auf eine 
kiirzere Fassung und behandle (Art. 19) genauer nur den zweiten Theil 
dieses Gesetzes, der sich hier als Maximumsforderung darstellt, allein 
aber nur eine nothwendige Eigenschaft jeder Bewegung darstellt, die 
fiir sich zur Ableitung der Bewegungsgleichungen nicht geniigt. 

Die formale Begriffsbildung, die der Darlegung der erwihnten 
Gesetze vorangehn muss, entfernt sich eigentlich nirgends von den 
gewohnten Anschauungen der Dynamik, Der ausfiihrlichen Darlegung 
voraneilend, sollen hier jedoch nur ,, Beschleunigungsenergie“ und 
,»Beschleunigungsarbeit“ als neu einzufiihrende Begriffe erwihnt werden, 
die aus den gewéhnlichen Ausdriicken fiir Energie und Arbeit dadurch 
entstehn, dass in diesen an Stelle der Geschwindigkeiten die Be- 
schleunigungen treten. Die Hinfiihrung dieser Ausdriicke giebt nimlich 
den zu entwickelnden Grundgesetzen eine merkwiirdige, naturphilo- 
1* 
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sophische Firbung, auf die hinzuweisen mir an dieser Stelle ge- 
stattet sei. 

Das erste jener Gesetze bestimmt dann in seinem ersten Theile 
die Beschleunigungsarbeit, welche das Kriiftesystem in irgend einem 
Zeitintervall leistet, waihrend der zweite die Bewegung weiter durch 


die Forderung vollstiindig bestimmt, dass die zu jener Arbeitsleistung 


verwendete Beschleunigungsenergie in jedem Zeitpunkte ein Minimum sei. 

Bei der zweiten Form des mitzutheilenden Grundgesetzes ver- 
tauschen sich die Rollen der Beschleunigungsarbeit und Beschleunigungs- 
energie. Der erste Theil dieses Gesetzes bestimmt die Beschleunigungs- 
energie des Systems fiir jeden Zeitpunkt, wihrend der zweite Theil 
dann wieder die Bewegung durch die Forderung vollstindig bestimmt, 
dass die mit jener Energie geleistete Beschleunigungsarbeit in jedem 
Zeitintervall ein Maximum sei.*) 


I. 
Einleitende Festsetzungen. 


1. Wir charakterisiren den Bewegungszustand eines aus » Massen- 
punkten bestehenden Systems, wenn wir dem Werthe der Zeitcoordinate 
(¢) entsprechend, die Werthe der Coordinaten der Punkte**) (2;, y;, 2), 
ihrer Geschwindigkeitscomponenten (x;, y;, 2), sowie endlich ihrer 
Massen (m;) angeben. Sind die Massen constant, so ist ihre Aufzihlung 
unter den Charakteristiken des Bewegungszustandes iiberfliissig; es ist 
jedoch, wenn auch die bisher beobachteten Erscheinungen eine solche 
Annahme nicht fordern, durchaus die Méglichkeit nicht ausgeschlossen, 
dass die Massen sich nach einem bestimmten Gesetz mit der Zeit, 
oder noch allgemeiner mit dem Bewegungszustande des Systems ‘ndern. 
Es sei daher — ohne besonderes Gewicht darauf zu legen — sogleich 
hier ein fiir allemal bemerkt, dass die folgenden Untersuchungen sich 
ohne jede Aenderung auch auf jene allgemeine Hypothese beziehen, 
nach welcher die Massen (m;) beliebige, aber bestimmte (positiv- 
werthige) Functionen der Gréssen ..., 2%, Yi, 2, Li, Yir By ~ +0, t 
wiren. 


*) Ich habe in dieser einleitenden Uebersicht das Hamilton’sche Princip 
und ahnliche nicht besonders erwihnt, da ihre Anwendbarkeit an die Existenz 
einer Kriftefunction und an Bedingungsgleichungen, welche die Geschwindigkeiten 
nicht enthalten, gebunden erscheint. Eine weitere Verallgemeinerung (wie bei 
Kirchhoff) reducirt ihren Inhalt auf eine symbolische Darstellung der Bewegungs- 
gleichungen. 

**) Der Einfachheit wegen benutze ich durchweg cartesische Coordinaten; 
doch mége sogleich bemerkt werden, dass die folgenden Entwicklungen von der 
Art der Ortsbestimmung durchaus unabhingig sind. 
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Ueber die Fundamentalgleichungen der Dynamik. 5 


Irgend eine Grosse heisse kurz Function des Bewegungszustands, 
wenn ihr Werth von den Gréssen ¢, .. ., Uj) Yi, 2iy +. +) Lip Yes Big ees 
abhiingt; die Erwahnung der Massen ist hier iiberfliissig, da diese 
constant oder doch Functionen der eben aufgezihlten Gréssen sind. 

Sind nun die Componenten der Beschleunigung fir jeden einzelnen 
Punkt als Functionen des Bewegungszustandes gegeben, etwa: 


” 


y= g(t, sey Vy Yi, Bipeesy xi, Yi» Bip ee Me 

Yi = v(t, we ey Vis Yay Big ee ey Xi, Yi, Zi ee de 

Bi” Hil, oy Vig Yay Bay oy Vis Yip Sines s)y 
und ist ausserdem noch ein Bewegungszustand des Systems bekannt, 
so kann (durch Integration der Differentialgleichungen) hieraus der 
Bewegungszustand des Systems fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢ be- 
rechnet werden, und die Ortsveriinderung des Systems ist vom Stand- 
punkte der Kinematik vollstindig beschrieben, In dieser Weise geschieht 
eine erste Zusammenfassung der Bewegungserscheinungen unter allge- 
meinere Gesichtspunkte, insofern wir alle jene Bewegungen gleichsam 
als in eine Classe gehérig betrachten, die denselben Differentialglei- 
chungen gemiiss verlaufen, wihrend ihre Unterschiede nur Folgen des 
einen besonders gegebenen Bewegungszustandes, des Anfangszustandes 
sind. 

Die Dynamik erhebt sich zu viel allgemeineren Gesichtspunkten, 
indem sie die Veriinderung des Bewegungszustandes nicht mehr direct 
in der eben angegebenen Weise beschreibt, sondern dazu auf die ein- 
zelnen Punkte wirkende Krdfte benutzt, d. h. Richtungsgréssen, die 
gleichfalls durch ihre Componenten (..., Xi, ¥;, Z;, . . .) charakterisirt 
werden kénnen, und wo jede Componente abermals Function des 
Bewegungszustands, d. h. der Groéssen ¢,..., Li, Yiy Siy ++) Li Yir Big oes 
ist, Mége das Auftreten und Wirken dieser Krafte naturwissenschaft- 
lich wie immer erklart werden — dass diese Kriifte die Ursachen der 
Verinderung des Bewegungszustands, oder dass sie — wie man ge- 
wohnlich zu sagen pflegt, — Ursachen der Beschleunigung sind, be- 
deutet in mathematischer Fassung nichts anderes, als dass zwischen 
Kriften und Beschleunigungen ein gewisser gesetzmiissiger Zusammen- 
hang besteht, dem entsprechend aus den Werthen von ..., X;, Y;, Z,... 
die Werthe von ..., 2’, yi’, :’,... berechnet werden kénnen und um- 
gekehrt, so dass z. B. im allgemeinen: 

Hy mm f(b, .. oy Ley Yay Biy Ae Xx, Y:,Zi;.. , 
und so fort. 

Die Art dieses Zusammenhanges zwischen den Componenten der 
Beschleunigungen und der Kriifte wird in den Fundamentalgleichungen 
der Dynamik, den Lagrange’schen Gleichungen als Axiom gegeben. 
Es ist beinahe selbstverstiindlich, dass die Entwicklung der Wissenschaft 
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sich mit dieser rein mathematischen Fassung der Grundgesetze der 
Dynamik nicht zufrieden geben konnte, umsoweniger als aus dieser 
Fassung in den verwickelteren Fillen kaum mehr das, was wir physi- 
kalische Bedeutung zu nennen pflegen, abgelesen werden kann. Die 
Dynamik suchte sogenannte allgemeine Principe, deren Aufgabe un- 
gefihr in folgender Weise festgestellt werden kann: 

Wenn wir alle jene Bewegungen, fiir welche die Componenten der 
Beschleunigungen irgend welche bestimmte Functionen des Bewegungs- 
zustandes und der Kréftecomponenten sind, vorliufig als mégliche Be- 
wegungen in Betracht ziehen, so soll ein allgemeines Princip oder 
Grundgesetz der Bewegung eine solche charakteristische Eigenschaft der 
wirklich stattfindenden Bewegung angeben, die gerade nothwendig und 
hinreichend ist, wm aus der Reihe aller méglichen Bewegungen die eine 
wirklich stattfindende Bewegung auszuscheiden. 

3. Bei der Analyse eines allgemeinen Grundgesetzes der Bewegung 
im vorhin festgestellten Sinn, richtet sich die erste Fragestellung natur- 
gemiiss dahin, ob die zu beschreibende Bewegung invariante Kigen- 
schaften besitzt, d. h. in mathematischer Fassung, ob es Functionen 
des augenblicklichen Bewegungszustandes giebt, die ihren Werth 
wiihrend der Bewegung nicht findern. Ist gm das fiir diese Function 
gewahlte Zeichen, und sind 2°, ..., 2°, yi, 4°, ..., 21°, yi, 1%, ..- 
die Coordinaten eines bestimmten Bewegungszustandes (Anfangszu- 
standes), so muss fiir diese Function: 

p(t,. oy Vey YE re Yi, %) = g (b, eee » te, y:°, £°,.. ° 5%, °, yi °, a, a -) 
sein. 

Dass fiir ein gegebenes Grundgesetz und fir gegebene Kriifte solche 
invariante Functionen immer existiren; dass sogar, sobald diese bekannt 
sind, auch die ganze Bewegung bestimmt ist, ist unmittelbar einzusehn. 
Denn sobald gm = Const. ein erstes Integral der Differentialgleichungen 
der Bewegung ist, wird die Function m der angegebenen Bedingung 
geniigen und umgekehrt. Ebensowenig braucht niher auseinander- 
gesetzt zu werden, dass es fiir ein gegebenes Grundgesetz auch Func- 
tionen m geben kann, die jene Invarianteneigenschaft nicht nur fiir 
ein einzelnes gegebenes Kriiftesystem, sondern fir alle Kriiftesysteme 
besitzen, die einer gewissen, allgemeineren Bedingung geniigen. Ist 
z. B. das Grundgesetz dasjenige der sogenannten freien Bewegung, 
und sind die Kriifte sogenannte innere Krifte, so driickt das Princip 
der Flichen oder das Princip des Schwerpunkts nichts anderes als 
solche Invarianteneigenschaften der Bewegung aus. 

Hier soll jedoch zunichst gefragt werden, ob fiir ein gegebenes 
Grundgesetz die Bewegung iiberhaupt solche Invarianteneigenschaften 
besitzt, die also von Grisse und Richtung der wirkenden Kriifte durchaus 
unabhdngig sind? 
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Ueber die Fundamentalgleichungen der Dynamik. 7 


Das bewegte System bestehe zum Beispiel nur aus einem Punkte, 
und der Zusammenhang zwischen den Componenten der Krifte und 
Beschleunigungen sei durch die Gleichungen: 

mau =X, my’ =—Y, me” =Z 


gegeben. Wire nun p(t, x, y, 2, x, y’, #), ohne identisch constant zu 
sein, vom Bewegungszustande unabhiingig, so miisste auch 


A(R X4+ 55 V4 Ge Zt r+ y+ Sr + 2 


sein, wie immer auch X, Y, Z als Functionen des Bewegungszustandes 
bestimmt seien. Es miissen also, da X, Y, Z auch zusammen oder 
einzeln Null werden kénnen, einzeln 


é a 
(a) oe @ + — yy +4 e+ = 
' op _ oo? _ Po _ 
(b) an 0 oy 0, 4 


sein. Es miisste also m nur von 2, y, 2, ¢ abhiingen: dann kénnte 
aber Pine (a) wieder nur so identisch befriedigt werden, dass 


oe ‘ x, % @ verschwinden, und es wiire p der Annahme 
entgegen identisch constant. 

Bei gewissen speciellen Annahmen fiir das Grundgesetz kénnen 
jedoch im angegebenen Sinne invariante Functionen existiren. Sei 
jetzt der Zusammenhang zwischen den Componenten der Kraft und 


der Beschleunigung durch folgende Gleichungen gegeben: 


sk tet +e tee tet - 


auch 








mx = X — Bayete 
y x Y Z 2 2 2 
my” = Y — aX+y) 5 te fy’? 2"*) be 
— eX +y¥ + eZ + ma? +y*+e) , 
Me =Z— eee 


Wenn man diese Gleichungen der Reihe nach mit x, y, 2 multiplicirt 
und addirt, so ergiebt sich, dass unabhingig von den X, Y, Z bei- 
gelegten Werthen immer 


va’ yy’ +e patty? +e/?=—0 
ist, dass also jetzt 
ae + yy + ee 


immer eine Invariante des Bewegungszustandes ist. Wie die Differen- 
tiation unmittelbar zeigt, hat auch die Function 


= @+y +e) — (wa'+yy +ee')t 
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diese Invarianteneigenschaft. Bezeichnet man die constanten Werthe 


; ‘ «2 1 : - 
dieser Functionen mit 7 A und = B, so ist demnach immer 


a? + y? +o? = At + B; 

d. h. bei der durch jene Differentialgleichungen charakterisirten Be- 
wegung dndert sich das Quadrat der Entfernung zwischen dem bewegten 
Punkte und dem Anfangspunkte der Coordinaten proportional der Zeit, 
Es mége mir gestattet sein, noch hinzuzufiigen, dass es ein wenigstens 
nicht praciser Ausdruck ist, wenn jene Differentialgleichungen — wie 
es oft geschieht — als die Bewegungsgleichungen eines Punktes be- 
zeichnet werden, der gezwungen ist, auf einer bestimmten Kugelfliche 
zu verbleiben. Denn diess wird nur dann der Fall sein, wenn noch 
fiir einen bestimmten Bewegungszustand xa’ + yy’ + 22 = 0 ge- 
geben ist. 

Eine weitere Bemerkung, die ich an die angefiihrten Gleichungen 
anschliessen will, ist noch folgende. Diese Gleichungen werden un- 
brauchbar (die rechten Seiten verlieren jede Bedeutung), wenn man 
von einem Bewegungszustand ausgehen soll, fiir welchen « = 0, y= 0, 
g==(. Wenn man jedoch die Invarianteneigenschaften der Bewegung, 
und nicht jene Differentialgleichungen als in erster Reihe gegeben 
betrachtet, so folgt dann, dass auch #?-+ y?-+ 2? und also auch 
az? + y*-+ 2 immer gleich Null ist, dass der Punkt also seine Lage 
iiberhaupt nicht andert. 

4. Auch diese letzte Bemerkung weist darauf zuriick, dass bei 
Ermittlung des Grundgesetzes der Bewegung in erster Reihe die In- 
varianteneigenschaften der Bewegung zu fixiren sind. Der Erfahrung 
nach kann Bewegung nach verschiedenen Gesetzen erfolgen. Besitzt 
die betreffende Bewegung iiberhaupt keine Invarianteneigenschaften, 
so soll sie freie Bewegung heissen; die betreffende Bewegung heisse 
eine Zwangsbewegung in allen jenen Fiillen, wo es Functionen des 
Bewegungszustandes von invariantem Charakter giebt. 

Sind g, und g, solche invariante Functionen, so wird bei jeder 
Wahl des F auch F'(g,, ,) eine solche invariante Function sein. Die 
simmtlichen Invarianteneigenschaften einer bestimmten Classe von 
Bewegungen werden daher durch Aufzihlung einer bestimmten Zahl 
von invarianten Functionen 


Pir Pore ++ Px 


erschépft, die von einander unabhiingig sind, d. h. zwischen denen 
kein Zusammenhang von der Form 


F(Q,, Po, - +) Px) =O 


besteht. Es ist auch unmittelbar klar, dass die Zah] der von einander 
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algebraisch unabhiingigen Functionen g, wenn das bewegte System aus 
m Massenpunkten besteht, unter keiner Bedingung grésser als 6n 
sein kann. 

Zur Aufstellung eines allgemein giiltigen Grundgesetzes der Be- 
wegung werden wir also von der Annahme ausgehen miissen, dass eine 
Zwangsbewegung stattfindet, fiir welche die gesammten von einander 
invarianten Functionen g,, Po... +, pe sind. Der Fall der freien Be- 
wegung ist hierin als specieller Fall inbegriffen, wenn entweder die Anzahl 
der unabhingigen, invarianten Functionen, k gleich Null gesetet wird, 
oder auch stimmtliche  identisch als Constanten gegeben angenommen 
werden. 

Die einigermassen unbequeme Charakteristik des Zwanges, nach 
welcher die Functionen g fiir jeden Bewegungszustand denselben Werth 
behalten, kann noch dahin abgeiindert werden, dass der vollstindige 
Differentialquotient der m nach der Zeit immer verschwindet. Dieser 
Differentialquotient ist — mit Ausnahme des einen sogleich niiher zu 
besprechenden Falles, wo die invariante Function bloss von der Zeit 
und den Coordinaten der bewegten Punkte abhiingt — eine lineare 
Function der Beschleunigungscomponenten, deren Coefficienten vom 
Bewegungszustande abhiingen. Die so entstehenden Gleichungen, die 
kurz als Gleichungen des Zwanges bezeichnet werden sollen, haben 
demnach die Form: 


Ay, my Pa a Fen wl “afees doi tBax FGua +: — 


per + Bay,’ 40.28," +:: ee 4 Bay’ + Cnei” aia ail 


oder kurz zusammengefasst : 


PT + Buy’ + G2") = 
(j=1,2,...,&). 
Hierin ist 
” oa an 
wrens. 8 um ae 


Se LD (a+ = Ly! +5 a 1’): 


Gewohnlich wird nur jener Fall des Zwanges betrachtet, wo 
zwischen den Coordinaten der bewegten Punkte und der Zeit Glei- 
chungen von der Form: 


D(. . ., Liy Ye, By. 2, t) = O 


bestehn. Diess ist ein specieller Fall der hier auseinandergesetzten 


Og; 
’ 3 
Ci; _ ? 


02; 
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Annahmen; die Bewegung ist, wie unmittelbar zu sehn, eine solche, 


fiir welche 
1/280 _., a@.,, 2 .,.\ , a 
Qi (ia, 2+ ay + G5) te 
und i. 


1/9@ ,, 3... 8. , a 
(ents ti —| (SS + 3, ¥ - $i) + 3 | 


s=1 


invariante Functionen sind. Es tritt hier noch der bemerkenswerthe 
Umstand auf, dass die beiden, einem bestimmten ® entsprechenden 
invarianten Functionen nur eine Zwangsgleichung geben, nimlich: 


1/20 » » a. , 8 ow 
> (Se% +58 +558) +¥=0, 


i=1 


wo der ausfiihrliche Ausdruck fiir ¥ unmittelbar hingeschrieben werden 
kann. 


Il. 
Ueber einige neue mechanische Begriffe. 
5. In der Reihe der neuen mechanischen Begriffe, die im Folgen- 
den eingefiihrt werden sollen, sei zuerst die Beschleunigungsenergie 


des gegebenen Punktsystems (die Energie der Geschwindigkeitsinderung) 
erwahnt. Diese Benennung mége dem Ausdruck 


>m (x;"? + y;"? a a » 
i=1 
beigelegt werden, wenn das System aus m Massenpunkten besteht, und 
m:, x;", yi’, % die Masse, resp. die Beschleunigungscomponenten des 
i-ten Punktes bezeichnen. 
Wenn den gewohnlichen Festsetzungen gemiss der Ausdruck 


>) mia? + ¥? + 4%?) 


é=1 


(oder was auf dasselbe hinausliuft, die Hilfte dieses Ausdrucks) als 
Mass der Bewegungsenergie, d. h. der Energie der Ortsverinderung 
angesehen wird, braucht es wohl kaum einer besonderen Motivirung, 
wenn wir obigen Ausdruck als Mass derjenigen ,,Energie“ benutzen, 
mit welcher die Aenderung der Geschwindigkeit, also die Beschleunigung 
erfolgt. Uebrigens kann auch diese Beschleunigungsenergie des Punkt- 
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systems gradezu als gewohnliche Energie eines zweiten Punktsystems 
dargestellt werden. Behufs dieser Darstellung haben wir nur ein 
Punktsystem zu bilden, in welchem die Coordinaten des i-ten Punktes 
gleich den Geschwindigkeitscomponenten des i-ten Punktes im ersten 
Systeme sind, wihrend die Massen dieselben bleiben; dann entspricht 
einer bestimmten Bewegung des ersten Systems auch eine bestimmte Be- 
wegung des zweiten Systems, und die (gewéhnliche) Bewegungsenergie 
des zweiten Punktsystems ist in jedem Zeitpunkte gleich der Be- 
schleunigungsenergie des ersten Punktsystems. 

6. Auf demselben Wege, der von der Bewegungsenergie zur 
Beschleunigungsenergie fiihrt, entstammt auch dem Begriff der Arbeit 
ein neuer Begriff. Insofern jedoch die Definition der Arbeit fiir ver- 
iinderliche Krifte in den gewdhnlichen Darstellungen nicht immer 
vollig priicis gegeben wird, muss ich auch in Bezug auf diese einige 
Bemerkungen vorausschicken. Im Falle veriinderlicher Krafte kann 
urspriinglich die im Zeitraume Aé geleistete Arbeit nur annihernd 
gegeben werden, und wir befreien uns von dem Fehler dieser An- 
niiherung erst dann, wenn wir diese Zeitriume A¢ unbegrenzt abnehmen 
lassen, und die Arbeit entsprechend in der Form einer Summe, d. i, 
eines bestimmten Integrals darstellen. Wenn auch nicht immer in dieser 
Weise ausgedrickt, ist die Definition der im Zeitraum Aé geleisteten 
Arbeit eigentlich folgende: 

Wenn zu Beginn des Zeitraums A?¢ auf den i-ten Punkt die Kriifte 
X;, ¥;, Z wirken und die Coordinaten dieses Punktes sich wihrend 
des Zeitraums At um Az;, Ay;, As; iindern, so ist die durchschnitt- 
liche Arbeit der Kriifte wiihrend der Zeit At um so genauer gleich 


Ai D> (Kiba: + Yidy + ZAxi) > Zeiteinheit, 

je kleiner der Zeitraum A? ist. Dabei soll unter durchschnittlicher 
Arbeit die in der Zeiteinheit geleistete Arbeit verstanden werden, wenn 
die Leistung der der Zeiteinheit entsprechenden ganzen Arbeit der 
Zeit proportional vertheilt wire, d. h. gleichen Zeiten auch immer 
gleiche Arbeitsleistungen entsprechen wiirden. Dabei ist als Propor- 
tionalitiatsfactor jene Grésse zu nehmen, fiir welche im Zeitraum At 
dieselbe Arbeitsleistung resultirt, wie sie in der That stattgefunden. 
Hiemit ist der genaue Sinn dafir fixirt, wenn wir sagen, dass dem 
Zeitdifferential dt das Arbeitselement 


> (Kida, + Yidy; + 2d) 


i=1 


entspricht. Die Behauptung, dass die im Zeitpunkt ¢ geleistete 
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Arbeit (genauer die im Zeitpunkt ¢ geleistete durchschnittliche Arbeit*)) 
gleich 


> (Kini + Yiys + 22’) >< Zeiteinheit 
i=l 
wird, ist demnach nur ein kurzgefasster Ausdruck dafiir, dass diese 
Grésse die in dem von ¢ bis ¢ + A? verflossenen Zeitraume geleistete 
durchschnittliche Arbeit um so genauer ausdriickt, je kleiner Ad ist; 
denn 
= Ag; Ay; Az; = 2 ¥ 
D(X Et + Gt) — Dl heed + Yay + Zia) 
i=1 i=l 
wird 0, wenn lim At = 0 ist. 
Aus dieser Definition der im Zeitpunkt ¢ geleisteten Arbeit, folgt 
dann unmittelbar, dass die in der von ¢, bis ¢ verflossenen Zeit 
geleistete Arbeit gleich 


t 
. 


> (Xia a Yiyi + Zi%: ) dt, 
t=1 
to 


Es geschieht hier genau dasselbe, wie wenn wir den Begriff des 
Geschwindigkeitsmasses (in der Zeiteinheit durchlaufenen Weges) auf 
den Zeitpunkt iibertragen; die Geschwindigkeit im Zeitpunkte ¢ giebt 
wieder um so genauer den im Zeitraum ¢ bis ¢ + Aé¢ durchlaufenen 
durchschnittlichen (d. h. auf die Zeiteinheit reducirten) Weg an, je 
kleiner At ist. 

Dem entsprechend wird es auch passend sein, fiir den Ausdruck 


Ps (Xai + Yiyi + Z;8;) 

t=1 
einen besonderen Namen einzufiihren, und diesen als Geschwindigkeits- 
virial der wirkenden Krifte zu bezeichnen. In Bezug auf die Wahl 


dieses Namens sei nur daran erinnert, dass (von einem constanten 
Factor abgesehn) Clausius den fabnlich gebildeten Ausdruck 


2 (X; 4; + Yiyi + Z;2i) 


als Virial bezeichnet. Demnach ist das Geschwindigkeitsvirial der Kriifte 


*) Die ausdriickliche Bezeichnung als ,,durchschnittliche‘‘ Arbeit kann 
schliesslich wegbleiben, da bei der auf einen Zeitpunkt ¢ bezogenen Arbeit kein 
Missverstaindniss méglich ist. 
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im Zeitpunkte ¢t nichts anderes als der nach der Zeit genommene 
Differentialquotient der bis zum Zeitpunkt t geleisteten Arbeit; oder wie 
man diess wohl auch ausdriicken kann, die Geschwindigkeit der Arbeits- 
leistung. 

Die Arbeit jeder einzelnen Kraft besteht eigentlich in der Ver- 
riickung ihres Angriffspunktes lings ihrer eignen Richtung; diese Arbeit 
ist demnach genauer ausgedriickt eine ortsveriindernde Arbeit. 

Es scheint demnach wieder ganz natiirlich, jene Wirkung der 
Kraft, durch welche sie die Geschwindigkeit ihres Angriffspunktes, 
des bewegten Punktes, in ihrer eigenen Richtung iandert, indem sie 
zu dieser eine mit der Kraft gleichgerichtete Geschwindigkeitscomponente 
hinzufiigt, gleichfalls als Arbeit zu bezeichnen, und zwar, um sie von 
der gewohnlichen Arbeit zu unterscheiden, als geschwindigkeitsdndernde 
oder Beschleunigungsarbeit. Dementsprechend nennen wir wieder 


a (Xiai” + Yiyi’ + Z2;’) 

i=1 
das Beschleunigungsvirial des gegebenen Kriftesystems im Zeitpunkte ¢, 
und die in dem von ¢, bis ¢ verstrichenem Zeitraume geleistete Be- 
schleunigungsarbeit wird 


J 4 (Xj2;" + Yiyi’ -|- Ziti") dt; 


demnach ist — analog, wie friiher — das Beschleunigungsvirial der 
nach der Zeit genommene Differentialquotient der bis zum Zeitpunkt ¢ 
geleisteten Beschleunigungsarbeit, oder auch die Geschwindigkeit, mit 
welcher die Bildung der Beschleunigungsarbeit vor sich geht. 

7. Endlich ist noch ein Begriff einzufiihren, der jedoch nicht 
mehr aus bekannten Begriffen durch Vertauschung der Geschwindig- 
keiten mit den Beschleunigungen entsteht, Es ist diess der folgende. 
Sei abermals in einem System von m Massenpunkten die Masse des 
¢-ten Punktes m;, die Componenten der auf diesen Punkt wirkenden 
Kriifte X;, Y;, Z;; dann bilden wir den Ausdruck 





Sy Xe+ ¥e+Z? 
é m,; : 


der als Energem des Kriiftesystems (in Bezug auf das gegebene Punkt- 
system) bezeichnet werden soll. Dieser neue Namen, der mir von 
meinem Freunde C. von Szily vorgeschlagen wurde, scheint besonders 
passend, da jener Ausdruck in der That jene Eigenschaft des wirkenden 
(Kriifte-) Systems charakterisirt, welcher im bewegten Systeme die 
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Energie entspricht. Wenigstens in gewisser Beziehung giebt jener 
Ausdruck die Wirkungsfihigkeit des Kriiftesystems in Bezug auf das 
Punktsystem; und die EKinfiihrung eines neuen Wortes schien um so 
eher angezeigt, als die verwandten Bezeichnungen, wie Wirkung, 
Action, Intensitit schon vielfach in verschiedenem Sinne gebraucht 
werden. 

Denken wir uns nun einen Punkt, dessen Masse (M) gleich der 
Summe der Massen der in dem betrachteten Punktsysteme enthaltenen 
n Punkte, 

M=m, +m, +----+m,, 


dann kann man immer eine Kraft von der Grésse R so bestimmen, 
dass das Energem dieser Kraft in Bezug auf den Punkt von der Masse 
M ebenso gross, wie das Energem des gegebenen Kriiftesystems in 
Bezug auf das gegebene Punktsystem. Dazu muss nur R so bestimmt 
werden, dass 

A X?+¥3+2Z; 


? 
m; 





R? 
=_— 
é=1 


also 





R= V> M (xe + YP 420, 


wo der Werth der Quadratwurzel immer positiv zu nehmen ist. 
Besteht das System nur aus einem Punkte, so ist R die Grosse 
der Resultante; es wird angezeigt sein, auch im allgemeinen Falle R 
als (absolute) Grésse des Kriiftesystems zu bezeichnen. 
Mit Hiilfe von R lassen sich die Componenten des Kriftesystems 
folgendermassen ausdriicken: 


X:;= Re, Y= RB, i= Ry;, 


wo sodann: 
x, Y, Z; 
a toe Ml B= =; 7i= R; 
und noch 


p> ua? + B? + y?)=1, 


wenn wir die hiiufiger vorkommenden Verhiltnisszahlen = mit pu; 


bezeichnen. 

Die Gesammtheit der Coefficienten «;, B;, y;, die der eben er- 
wihnten Relation geniigt, driickt eine zweite Eigenschaft des Krifte- 
systems aus, welche im Falle eines Punktes in die Richtung der auf 
den Punkt wirkenden Kraft iibergeht, und die im allgemeinen Fall 
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als Disposition des Krdftesystems bezeichnet werden soll. Man erhbilt 
aus diesen Coefficienten das Verhiiltniss der auf die einzelnen Punkte 
wirkenden Krifte zur Grésse des ganzen Kriftesystems: 





XP Yee a 
eee et aE TH, 





und die Richtungscosinusse der auf den i-ten Punkt wirkenden Kraft: 


a; B; i 
Vaart 6? +7? y Va? +8b2+y4? . V«? + B? +7? 


Die Zahlen ..., a, B:, y:, ..- sollen kurz als Dispositionscoeffi- 
cienten bezeichnet werden. Mit Riicksicht auf die zwischen diesen be- 
stehende Relation ist es unmittelbar einzusehen, dass es nur zwei 
Dispositionen giebt, fiir welche die gegebenen Zahlen ... a;, bi, ¢i,... 
den Dispositionscoefficienten proportional sind, d. h. fiir welche 








202 Ber pers eee sc aber agie ess 
dazu muss sein: 
w= % a; = ka;, B; = kb;, ¥i=ke;, ee 


und also 


k = + eS eee a en ° 


> mi(at + db? + 6?) 


(1 





Zwei Dispositionen, deren Coefficienten sich immer nur im Vorzeichen 
unterscheiden, haben gleichen Typus, aber den entgegengeseteten Sinn. 
(Im Falle einer Kraft entgegengesetate Richtung.) 

Jedes Kriiftesystem erscheint nach dem Vorhergehenden durch 
seine Grésse und Disposition gegeben. - 

8. Irgend ein Kriftesystem, ..., Xi, ¥;, Z;, ... in dem bisher 
gebrauchten Sinne, das kurz als S bezeichnet werde, kann in k par- 
tielle Systeme (Componenten im weiteren Sinne des Wortes) zerlegt 
werden, wenn wir k Kriftesysteme 


a... Ke Mm B-« 


S;) ... XM, ¥,%,Z,... 


bestimmen, so dass: 


X= Xi +--- + XM, 
Y¥,=Yj+---+ Y, 
Zi a= Zi tee + ZM, 
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Dann sind S,, ..., S, durch Zerlegung aus S entstanden, und 
umgekehrt ist S das bei Zusammensetzung von S,, . . ., Sy resultirende 
Kriftesystem. 

Welche immer auch die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
des Punktsystems sind, auf welches jene Kriftesysteme wirken, so 
wird doch, wie unmittelbar zu sehen, die Summe der Geschwindigkeits- 
oder Beschleunigungsviriale der partiellen Systeme gleich dem Ge- 
schwindigkeits- oder Beschleunigungsvirial des resultirenden Systems. 
Und derselbe Satz gilt auch fir die gewdhnliche, wie fiir die Be- 
schleunigungsarbeit. 

Hingegen wird im Allgemeinen die Summe der Energeme der par- 
tiellen Systeme nicht gleich dem Energem des resultirenden Systems sein. 

Jedes Kriiftesystem kann jedoch in einer und nur einer Weise so 
in swei partielle Systeme zerlegt werden, dass das eine dieser Systeme 
eine gegebene*) Disposition besitet und die Summe der Energeme der 
beiden partiellen Systeme gleich dem Energeme des gegebenen Systems 
ist. Aus dieser Bedingung folgt nimlich immer auch die Grosse des 
ersten partiellen Systems. Das so bestimmte partielle System nennen 
wir die Componente des gegebenen Systems in der gegebenen Disposition. 
Hier ist die Bezeichnung als Componente schon in dem gewoéhnlichen 
engern Sinne des Wortes gebraucht, so dass unsre Definition im Falle 
einer Kraft wieder die Componente dieser Kraft in gegebener Richtung 
bezeichnet. 

Wenn die Disposition des ersten Systems gegeben ist, kann nur 
mehr dessen Grésse und Sinn der Disposition frei gewiihlt werden. 
Sei die Grésse R’; dann ist: 


Xi = R'a’, Yi=R'pi, 7 = RP’ yi, 





ee nd 


und also: 
Xi = X;—R'a/, Y; = Y¥;,— RB, Zi =Z,— Ry. 


Die auf das Energem beziigliche Bedingung ist also erfiillt, wenn: 











——— ? 
m; m; i 


> X/?4 Y/24+Z;2 +> ae Xi+¥e+Z? 
= i=1 it = 


oder wenn man mit M=—m,-+m,+----+ m, multiplicirt: 
R?+ > w(K — Re? + YP? + Z— PY) 
s=1 


=> ui(X? + Y¥? + Z?), 


*) Unter gegebener Disposition verstehen wir immer eine Disposition von 
gegebenem Typus, deren Sinn also noch entsprechend gewiihlt werden kann. 
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und demnach endlich: 
2R’? —2R’ > wi (Xai + ViBi + Ziyi) =0. 
é=1 


Wenn wir also von der formellen Léisung R’ = 0 absehen, die 
keine wirkliche Zerlegung giebt, da dann auch jedes Xj, Y/, Z; ver- 
schwindet, so wird endlich: 


R= P wi (Xiog + YB + Ziyi). 
t=1 

Ist R’ positiv, so sind demnach die Dispositionscoefficienten fiir 
das gesuchte System ... a, 8’, y/,..., seine Grésse R’; ist hingegen 
R’ negativ, so wird die Disposition von eutgegengesetztem Sinne zu 
wihlen sein, deren Coefficienten: ---—a;, — Bi, — yi,-+- und 
die Grésse des Systems wird dann gleich — R’. Ist R’ =O, so sagen 
wir, dass das Kriiftesystem in der gegebenen Disposition keine Com- 
ponente besitzt, was so viel bedeutet, dass ihre Grésse, also auch die 
Grosse jeder in ihr enthaltenen einzelnen Kraft gleich Null ist. 

9. Der Begriff der Componente in gegebener Disposition kann 
jedoch auch ohne Einfiihrung des Energems mit Hiilfe der (gewéhn- 
lichen oder Beschleunigungs-) Arbeit entwickelt werden. 

Die Componente des Kriiftesystems in der Disposition, deren Typus 
durch die Coefficienten ..., a, Bi, yi, ..- gegeben ist, ist nichts 
anderes als jenes Kriftesystem, dessen Disposition in dieser Weise ge- 
geben, und dessen Geschwindigkeitsvirial gleich dem des urspriinglichen 
Kriftesystems wird, wenn die Geschwindigkeitscomponenten der be- 
wegten Punkte 

ha; h®; hy 


t 








, 


m, ? wm, ? -m, ? 


sind, wo h einen beliebigen Proportionalitiitsfactor bedeutet. 


Sei die Grésse der gesuchten Componente R’; so muss, um die 
jetzt angegebene Bedingung zu erfiillen, 





RY np, & 2+8,2+ 7,2 RY h(X,a; + ¥;6; + Z,7;") 


sein. Wenn man also mit h kirzt und mit M multiplicirt, wird 
wieder, wie friiher: 


> Ri (ai? + Be? + yi?) = R’ “2 Mi( Xray + YiBi + Z;7/). 


t=1 ‘= 


Mathematische Annalen. XXXI. o 
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Bei in angegebener Weise gerichteten Geschwindigkeiten, wird das 
durch die Zerlegung entstehende zweite partielle System ... X;", Y;", Z;’,... 
in dem betreffenden Zeitpunkte iiberhaupt keine Arbeit leisten; die 
Bewegung geschieht, wie wenn nur die erste Componente Arbeit leisten 
wiirde; diese Componente ist auch in der hier betrachteten Verall- 
gemeinerung die arbeitsleistende oder effective Componente. 

Es braucht nicht weiter ausgefiihrt zu werden, dass man abermals 
zu dieser Componente gelangt, wenn man in den vorhergehenden Be- 
trachtungen die Geschwindigkeiten und das Geschwindigkeitsvirial mit 
den Beschleunigungen und dem Beschleunigungsvirial vertauscht. 

10. Wenn die Componenten eines Kriiftesystems in jenen Dispo- 
sitionen bekannt sind, deren Typus durch folgende Coefficienten 
charakterisirt wird: 


D;) oe ey Ci, Ba, Vilyp erry 


Dy) «+ +) Giz, Bin, Vik» «+ 4 


so ist auch jede Componente bekannt, deren Disposition durch die 
Coefficienten 


sey 1, eis + ia + I, etx , 1, Bis + sails + Bix, Lyat wii + Le Vir, 0 
dem Typus nach gegeben ist. Bezeichnet man die Grésse jener Com- 
ponenten mit R,,..., Re, der letztern mit R, so ist 


Emi k, +--- +R. 


Damit die angegebenen Ausdriicke Dispositionscoefficienten seien, 
miissen die Zahlen 1,, ..., der folgenden Gleichung geniigen: 


a: wi (Uy ea ob lectin) + Bir + + + + Bin)? 
i=l 
+ (ya to ++ + heyn)) = 1 

Da die links stehende Summe immer positiv ist, so kann man 
immer aus einem beliebigen System von Zahlen w,,. . ., w% durch 
Bestimmung eines entsprechenden U zu einem der Gleichung der 
Dispositionscoefficienten geniigenden Systeme: 

u 
es ae = 
gelangen. 

Wenn die Coefficienten der in Rede stehenden Dispositionen 
D,, D,,..., Dy so beschaffen sind, dass wenigstens fiir ein bestimmtes 
System der Zahlen u,,..., ug diese nicht siimmtlich gleich Null sind 
und den Gleichungen 
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Uy Oi +++ + hee =O, 

Bi ++ -++ mba = 0, 

WY t+ + uy =O, 
(¢@=1,2,---+,m) 


geniigen, so sagen wir, dass die Dispositionen D,, D,, ..., Dy von 
einander nicht unabhingig sind. Dann sind némlich auch fiir ein be- 
liebiges Kriftesystem die in die Dispositionen D,, D,,..., Dy fallenden 
Componenten nicht von einander unabhingig; sondern es wird, wenn 
wir die Grosse dieser Componenten mit R,, R,,..., Ry beseichnen, 


immer 
‘ wR, + mR, +--+ + uR = 0 
sein. 

Wenn hingegen den vorhin angeschriebenen Gleichungen nur durch 
die Werthe u, = 0, u,=0, +--+ +, m=O geniigt wird, so sind die 
Dispositionen D,, D,,..., Dy von einander unabhdngig; dann giebt es 
niimlich immer Krdftesysteme, fiir welche die in die Dispositionen 
D,, Dy, ... Dy fallenden Componenten von der beliebig gewidhlien 
Grosse R,, Ry, .. 5 Re sind. 

Zum Beweise dieser Behauptung ist es nur nothwendig anzufiihren, 
dass die Dispositionen D,,...,.D, von einander unabhingig oder nicht 
unabhingig sind, je nachdem unter den simmtlichen Determinanten 
k-ten Grades, die der aus & Zeilen und 3m” Colonnen bestehenden 
Matrix: 


O11» Bi; , Vito °° *» &nty Bai, Yai 


O1k, Bix, Vik» ** "> &nk) Bar, Ynk 


entnommen werden kénnen, wenigstens eine enthalten ist, die nicht 

gleich Null ist, oder aber diese Determinanten siimmtlich verschwinden. 
Im ersten Falle erhalten wir zur Bestimmung der Kriiftecom- 

ponenten ..., X;, Y;, Z;, ... das folgende Gleichungssystem : 


= (Xe + Yi By + A714) + + tn(XnGni+ Yn Bui + ZaYn1), 


Rineiiie ont ¥, ee eet eon — oil ins 


das in der That fiir jeden Werth der Gréssen R,,..., Ry lésbar und 
immer 3” — k-fach unbestimmt ist. 

Man ersieht hieraus, dass es mehr als 3n von einander unab- 
hingige Dispositionen iiberhaupt nicht giebt, wihrend 3n von einander 
Q* 
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unabhiingige Dispositionen auf unendlich viele Weisen gegeben werden 
kinnen. Ferner: 

Wenn fiir irgend ein Krdftesystem die Grosse der in 3n gegebene, 
von einander unabhingige Dispositionen fallenden Componenten gegeben it 
ist, so ist das Krdftesystem dadurch vollstindig bestimmt. v 

Dieser zuletzt angefiihrte Satz ist nur ein specieller Fall des 
folgenden allgemeinen Satzes, der spiiter mehrfach zur Anwendung 
gelangt: 

11. Wenn die Dispositionen der Kriiftesysteme S,,..., Sr, die 
durch D,,..., Dy bezeichnet werden sollen, von einander unabhiingig 
sind, giebt es immer ein und nur ein Krdftesystem S, dessen Disposition 
D von den Dispositionen D,,..., Dy nicht wnabhiingig ist und dessen 
in die Dispositionen D,, ..., Dy fallenden Componenten gerade die 
Krdftesysteme S,, ..., Sy sind. 

Die Grésse und Disposition der Systeme S,, ..., S, midge wie 
bisher bezeichnet werden; es sei ferner I? die Grosse des S, und seine 
Dispositionscoefficienten : 


ey haate then, YBate-s +B, yates bar, -- 
wo dann noch: 
(1) z= Hi (Lea be + + + lei)? + (Bis + +» + Bix)? 
7a + (vit: + + &vx)) = 1. 
Dann erhiilt man zur Bestimmung von R, 1,,..., 4 neben dieser 


letzten Gleichung noch: 


a wi (RL, air + + + lee) «iy + RU Ba +--+ + Bix) By 
e + Rly +--+ + lev) 115) = B 


j= 1, 2, oa k), 
oder auch: 


(2) l, a H(i ij + Bir Bis + Yi Vis) + °° 
" R 
+ “> Wi (ein i; + Bie Bis + Yin Vis) = 3 ‘ 


(j= 1, 2, -++yk), 
Das System (2) bestimmt nun /,,..., als lineare, homogene 


; R, eee 
Functionen der Gréssen 3 potty ‘x fiihrt man endlich diese Werthe 


von J,,..., % in (1) ein, so erhalt man einen und nur einen positiven 
Werth fiir R. 








di 





“ 
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Es muss hierzu noch bemerkt werden, dass die Determinante des 
Systems (2) niemals verschwindet, wenn die Dispositionen D,, .. ., Dy 
von einander unabhingig sind. Denn diese Determinante entsteht, 
wenn wir die friiher angeschriebene Matrix mit sich selbst componiren; 
die so entstandene Determinante kann aber nach bekannten Sitzen 
(siehe Baltzer, Determinanten, § 6, 2) nur dann verschwinden, wenn 
simmtliche in der Matrix enthaltenen Determinanten k-ten Grades 
verschwinden, also die Dispositionen D,,..., D, nicht von einander 
unabhiingig sind. 

12. Wenn wir ein Krdftesystem S in der Weise in zwei partielle 
Systeme, S, und S,, zerlegen, dass das erste partielle System (im 
engeren Sinne des Wortes) eine Componente von S ist, so wird auch 
das zweite partielle System, S,, (im selben Sinne) eine Componente 
von S sein; und man hat, wenn 


D,) eee a; B;, Vis ery 
Dy) «+ Oi", Bi, Yi") 0 


die Dispositionscoefficienten von S, und S, sind, immer die Relation: 


| D) wil ai” + Bi Bi + rin") — 0. 
Zwei Dispositionen, zwischen deren Coefficienten diese Relation statt- 
findet, sollen als orthogonale Dispositionen bezeichnet werden. (Fiir 
n= 1, wo die Dispositionen einfach Richtungen bezeichnen, sind die 
betreffenden Krifte in der That senkrecht auf einander gerichtet.) 
Sei uiimlich die Grésse der in die Disposition D, fallenden Com- 
ponente von S gleich R,, dann wird 


X; =. R’ 0; + X;; 
Y¥;= RB + Yi’, 
Z; = Ry -+ Zi. 


Wenn nun die Grésse des Kriiftesystems S,, ausfiihrlicher 
wey Ai’, Yi", Zi, ... geschrieben, gleich R” und die Dispositions- 


coefficienten dieses Systems ..., a’, Bi’, yi’, ... sind, so erhilt 
man, wenn man die letzten Gleichungen mit u,a/, a: Bi, wy; multi- 


plicirt, und dann siimmtliche Gleichungen (i = 1, - - -, m) addirt: 
wi( Xie’ + YiBi + Ziyi) 


= R’+ R” 4 wis (00, oe,” ++ Bi Bi” + yi vi’) = 0. 


s=1 
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Da aber R’ nichts anderes, als der links stehende Ausdruck, und 
wenn eine wirkliche Zerlegung statigefunden hat, also S und S, nicht 
gleich sind, auch R” nicht Null sein kann, so muss in der That 


D> mila! a” + Bi Bi” + r:7/") = 0 


i=1 


sein. Wenn wir nun die Gleichungen fiir X;, Y;, 2; wieder mit 
u;o;", w:B;’, wy: multipliciren und addiren, so wird 


n 
a wi( Xia” + YiBi + Ziyi") = RK", 
i=1 
d. h. S, ist wirklich die in die Disposition D, fallende Componente 
von S. 

13. Wir kehren nun zum urspriinglichen Probleme zuriick. Alle 
Kriiftesysteme S,, ..., Sx, welche die von einander unabhingigen Dispo- 
sitionen D,,..., Dy und die Grissen R,,..., Ry besitzen, lassen sich 
durch Zusammensetzung zweier Componenten darstellen. Die erste ist 
nichts anderes als jenes Kréftesystem, dessen Disposition von D,, ..., Dx 
nicht unabhingig ist und dessen in die Dispositionen D,,.. ., Di 
fallende Componenten die Grisse R,,..., Ry besitzen. Dieses System 
ist nach dem Vorhergehenden vollstindig bestimmt. Die Grisse der 
zweiten Componente kann beliebig gewdhlt werden; ihre Disposition muss 
aber orthogonal zu den Dispositionen D,,..., Dy sein. 

Diess bedeutet so viel, dass wenn 


sey Qi, Vi, Yin + 
die Dispositionscoefficienten der zweiten Componente sind, folgende 
Gleichungen bestehen miissen: 

Ms i (ee; Di + Bis Vi + Vis Mi) =, 
i=1 

(j = 1,2,---+, k). 

Wenn wir die Grésse der in bekannter Weise zu bestimmenden 
ersten Componente mit R, die Coefficienten ihrer Disposition mit 
sey hai pee + Kein, UL Bir +--+ + Ue Bix, yates thy, 
bezeichnen, so kann iiberhaupt jedes Kriiftesystem in der Form: 

XxX; = Ril, it + “es + I, Ox) + X;’; 
¥; = B(,Ba +--+ + Bu) + ¥/, 
Z = Rhy +--+ + hv) + Zi 
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geschrieben werden. Ist nun die Grésse des Systems ..., X;", Y;", Z;’,... 
gleich g und seine Disposition durch die Coefficienten 


© «9 Dir Wer Bay oo 
gegeben, so muss, damit die in die Dispositionen D,, ..., D, fallenden 
Componenten des Systems ..., X;, ¥i, Z;,... die Grisse R,,..., Re 
besitzen, wenn man noch die Werthe der Coefficienten J,,...,& 
beriicksichtigt, 
wi( Xi" os + Yi" Bis + Zi’ 7:5) = 0, 
(j= 1,--+, k) 


sein. Beachtet man noch, dass 


_— 


X"=en, Yi evi, Zi = on 
ist, so folgt hieraus der vorausgeschickten Behauptung gemiiss, dass 


2 Hi (Pitti; + ViBis + UP) = 9, 
(j= 1,--, k) 


ist, mit Ausnahme des Falles @ =0, der schon mehrfach erwihnt 
dem Verschwinden der zweiten Componente entspricht. 

Ist e nicht Null, so erhiilt man weiter, indem man die Gleichungen 
fir X;, Y;, Z noch mit w;g;, wii, wi% multiplicirt und addirt 


Q -> wi(Xipi + Vivi + Zim), 
t=1 
womit der Nachweis geliefert ist, dass ..., X;", Y;", Z;",... im der 
That jene Componente des Systems ..., X;, Y;, Z;, ... ist, welche 
in die, durch die Coefficienten ..., pi, Wi, Yi, ... charakterisirte Dis- 
position fillt. e 

Geht man von einem bestimmten System ..., X;, Y:, Z;,... und 
den gegebenen Dispositionen D,,...,.D, aus, so kann man zuerst 
R,,..., Rx, sodann die Coefficienten J,,...,) und R bestimmen. 
Hieraus ergiebt sich dann auch das System .. ., Xi’, Yi’, Z, . 
durch die Werthe von 9,..., Pi, Vi; Miss 

Diese Resultate lassen sich endlich in folgendem Satze zusammen- 
fassen : 

Ein gegebenes Kriiftesystem liisst sich nur in einer Weise derart 
in zwei Componenten zerlegen, dass die in die beliebig gewdhlten und 
von einander unabhiingigen Dispositionen D,,..., Dx fallenden Com- 
ponenten der ersteren gleich den entsprechenden Componenten des ge- 
gebenen Kriftesystems seien, wihrend die Disposition dieser Componente 
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von D,, ..., Dy nicht unabhingig ist, und ferner so, dass die Dis- 
position der zweiten Componente orthogonal zu D,,..., Dy sei. 

Um diesen Bedingungen zu geniigen, miissen die in die Dispo- 
sitionen D,,..., D, fallenden Componenten der zweiten Componente 
verschwinden; die Disposition dieser Componente muss also orthogonal 
zu D,, ..., Dy sein. Die erste Componente muss demnach jenes 
Kraftesystem sein, das wir in Art. 11 bestimmten, und mit welchem 
auch das zweite vollstiindig bestimmt ist. 


III. 
Die Grundgesetze der Bewegung. 


14. Es sei nun wieder fiir das zu untersuchende Punktsystem die 
Masse des i-ten Punktes m;, die Componenten der auf diesen Punkt 
wirkenden Kraft X;, Y;,Z;. Die Bewegung des Systems erleidet einen 
gewissen Zwang. Die Gleichungen des Zwanges seien: 


> (Aj a," + Bi yi’ ~ Ci1 2i') = U; ’ 
s=1 


(Ais ai” + Ais yi” + Ci; 2i") = U, 


ssl 


a (Aix x," + Bix yi + Cx Zi) = U,, 
t=1 
welche Gleichungen wir selbstverstiindlich schon als von einander unab- 
hingig betrachten. 
Mit Hiilfe der vorher eingefiihrten Begriffe wird sich die Bedeutung 
dieser Gleichungen sehr einfach ausdriicken lassen. Wenn wir in der 
j-ten Gleichung mit dem positiven Werthe von 


VS nlagt 33+ 03 
s=1 
dividiren, und kurz 


A;; B;; C 


————— — <i; y= = B;;, — = Vij» 


V>0 (A; 4B? $+ 0,3) 
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setzen, so gehen die Gleichungen in folgende Form iiber: 


Po (@aai’ + Bay! +e) =—g%, 


s>1 


Ps (aij + Bisys’ + 715%) =H, 
¢si 


P (a4 0) + Bin yi” + yin ei) = ge 
t=al 


Die in diesen Gleichungen neben den Beschleunigungen auf- 
tretenden Coefficienten sind zugleich Coefficienten einer bestimmten 
Disposition; denn, wie aus dem Werthe der eingefiihrten Divisoren un- 
mittelbar hervorgeht, hat man: 


a wi(ers + Bij + Bij) = 1. 


Die den Coefficienten der einzelnen Gleichungen entsprechenden 
Dispositionen sollen wieder mit D,, D,,..., Dx bezeichnet werden, 
Diese Dispositionen sind von einander unabhiingig, da ja sonst auch 
die Zwangsgleichungen nicht von einander unabhingig wiiren. 

Wenn die in die Dispositionen D,, ..., D, fallenden Componenten 
des auf das Punktsystem wirkenden Kriiftesystems die Grésse R,,..., Ry 
hesitzen, so multipliciren wir die Gleichungen der Reihe nach mit 
R,,..., Ry und hierdurch wird allgemein die j-te Gleichung: 


(Bj ai jai" + B; Bis yi” + By 2") = BH, 
deren Bedeutung einfach die folgende ist: Das Beschleunigungsvirial 
der in die Disposition D; fallenden Componente des Kriiftesystems ist 
in Folge des Zwanges eine fiir jeden Zeitpunkt bestimmte Function des 
Bewegungszustandes. 

(Die betreffende Zwangsgleichung iibt nur in einem Falle keinen 
Einfluss auf das betreffende Resultat aus, wenn niimlich die fragliche 
Componente verschwindet; dann wissen wir jedoch ohnediess, dass 
das Beschleunigungsvirial dieser Componente gleich Null ist.) 

Ebenso kennen wir nun das Beschleunigungsvirial fiir jede Com- 
ponente, die in eine von D,,..., D, nicht unabhiingige Disposition 
fallt. Multiplicirt man niimlich die umgeformten Zwangsgleichungen 
mit den entsprechenden Coefficienten J,, ..., i, und setzt man 
wieder 
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R=1R, +---+hR, 


so wird: 


Zz (R(i, Git: -+ kaj) x,” + R(l, Bit --++ GBix) yi” 


> | 


+ Riya +--+ + hye) 2”) = Rg, +--- +4), 


welche Gleichung das Beschleunigungsvirial fiir jede Componente des 
auf das Punktsystem.wirkenden Kriiftesystems ergiebt, deren Dispo- 
sition von D,,..., Dy nicht unabhiingig ist. 

Man kann demnach siimmtliche Componenten des Kriiftesystems, 
deren Dispositionen von D,,..., D, nicht unabhiingig sind, als dem 
Zwange unterworfene Componenten bezeichnen. 

Hingegen wird jede andere Componente des Kriiftesystems dem 
Zwange nur theilweise unterworfen sein, insofern jede in die Dispo- 
sitionen*) (D,,..., D,) fallende Untercomponente derselben ein durch 
den Zwang bestimmtes Beschleunigungsvirial besitzt. Eine Ausnahme 
hiervon bildet nur jener Fall, wo die Disposition der betreffenden 
Componente zu den Dispositionen (D,,..., Dx) orthogonal ist, also 
jede in die Dispositionen D,,..., D,; fallende Untercomponente ver- 
schwindet, und also auch das Beschleunigungsvirial dieser Unter- 
componente von den Zwangsgleichungen unabhiingig gleich Null ist. 
In diesem Falle kann die Componente als dem Zwange nicht unter- 
worfen angesehen, und dementsprechend als /reie Componente be- 
zeichnet werden. In der That, wie wir auch immer 3n — k& unab- 
hiingige und zu (D,,..., Dx) orthogonalen Dispositionen bestimmen 
moégen, und wie wir auch immer das Beschleunigungsvirial der in diese 
Dispositionen fallenden Componenten annehmen, die so entstehenden 
Gleichungen werden immer mit den Zwangsgleichungen zusammen 
bestehen kénnen. 

Es ist von vorneherein klar, dass wir bei der Bildung neuer 
Gleichungen uns auf die zu (D,,..., Dx) orthogonalen Dispositionen 
beschrinken kénnen. In jedem anderen Falle kann die betreffende 
Componente nach Art. 13 in zwei Untercomponenten zerlegt werden, 
deren eine ein durch die Zwangsgleichungen bestimmtes Beschleunigungs- 
virial besitzt, wihrend die Disposition der zweiten Untercomponente 
orthogonal zu (D,,..., Dx) ist. 

Bei Benutzung des eben citirten Satzes kann daher, wenn auf ein 


gegebenes Punktsystem ein gegebenes Kriiftesystem unter gewissen Zwangs- - 


bedingungen wirkt, das Krdéftesystem fiir jeden Zeitpunkt in einer (und 








*) Unter ,,den Dispositionen (D,,..., D,)“ soll im Folgenden kurz die Ge- 


sammtheit der von D,,..., D, uicht unabhingigen Dispositionen verstanden 
werden, 
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= 


nur einer) bestimmten Weise so in swei Componenten zerlegt werden, 
dass die eine eine dem Zwange unterworfene, die andere eine freie 
Componente ist. 

Es braucht wohl keiner besonderen Begriindung, wenn wir diese 
ausgezeichneten Componenten einfach als freie, bez. dem Zwang unter- 
worfene Componente des Kriftesystems (im Zeitpunkte ¢) bezeichnen. 

15. Wir kénnen nunmehr zur Formulirung des angezeigten 
allgemeinen Grundgesetzes tibergehn, unter dessen verschiedenen ana- 
logen Formen ich zur ausfiihrlicheren Darstellung in erster Reihe eine 
solche wihle, die unter diesen in gewisser Beziehung als die ein- 
fachste und natiirlichste anzusehn ist. 

Dieses Grundgesetz oder allgemeine Princip der Dynamik ist das 
folgende: 

Das Beschleunigungsvirial der freien Componente des auf das Punkt- 
system wirkenden Kriiftesystems ist in jedem Zeitpunkte gleich dem 
Energem dieser freien Componente des Krdftesystems. 

Unter allen Bewegungen, die den Zwangsgleichungen und dem in 
Bezug auf das Beschleunigungsvirial soeben ausgesprochenen Satze gemdss 
erfolgen kinnten, findet in Wirklichkeit diejenige statt, fiir welche die 
Beschleunigungsenergie in jedem Zeitpunkte ein Minimum ist. 

Fiir die Bedeutung dieses Gesetzes ist es noch von Wichtigkeit, 
folgendes zu bemerken. Die Behauptung, dass fiir zwei Bewegungen 
das Beschleunigungsvirial der wirkenden Kriifte in jedem Zeitpunkte 
dasselbe ist, bedeutet — nur in mathematisch einfacherer Fassung — 
genau dasselbe, wie dass fiir die beiden Bewegungen in jedem beliebigen 
Zeitraum die geleistete Beschleunigungsarbeit dieselbe ist. Ebenso wird 
die Behauptung, dass fiir eine bestimmte Bewegung das Beschleunigungs- 
virial in jedem Zeitpunkt grésser (kleiner) ist, als fiir eine bestimmte 
zweite Bewegung, aiquivalent sein damit, dass fiir die erste Bewegung 
in jedem Zeitraum die Beschleunigungsarbeit grésser (kleiner) ist, als 
fiir die zweite Bewegung. 

Das oben ausgesprochene Gesetz besteht aus zwei Theilen; der 
erste bestimmt fiir jeden Zeitpunkt die Grésse des Beschleunigungs- 
virials der Kriifte; der zweite unterwirft die Beschleunigungsenergie 
einer Minimumsbedingung. Da natiirlicherweise auch dieses Gesetz 
den Charakter eines Axioms besitzen muss, wird seine Begriindung 
darin bestehn, dass wir zeigen, wie dieses Gesetz, welches immer auch 
die wirkenden Kriifte und die Zwangsgleichungen seien, immer zu den 
gewohnlichen Differentialgleichungen der Bewegung und nur zu 
diesen fiihrt. 

Wir beschiftigen uns zuerst mit dem ersten Theile des Gesetzes. 
Da fir die dem Zwang unterworfene Componente des Kriiftesystems 
das Beschleunigungsvirial (und also auch die Beschleunigungsarbeit) 
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bekannt ist, ist es klar, dass dieser auch so ausgedriickt werden kann, 
dass das Beschleunigungsvirial des Kriftesystems fiir jeden Zeitpunkt 
(oder auch die Beschleunigungsarbeit des Kriiftesystems fiir jedes Zeit- 
intervall) gegeben ist. 

Der Inhalt dieses ersten Theiles kann demnach in eine Gleichung, 
die Gleichung des Beschleunigungsvirials zusammengefasst werden. Mit 
Beibehaltung der bisher gebrauchten Bezeichnungen wird sich diese 
Gleichung folgendermassen entwickeln lassen. 

Seien wieder die Componenten der auf den i-ten Punkt (von der 
Masse m;) wirkenden Kraft X;, Y;, Z;; die Gleichungen des Zwanges: 


> (asa + Buy” + 75%") = H- 
é=:1 
(j= 1, 2,..., k) 


Dann erhiilt man zuerst in Bezug auf die dem Zwange unter- 
worfene Componente des Kriiftesystemes ..., Xi, Y:, Z,... deren 


Grésse durch R, deren Dispositionscoefficienten durch 

cee L, 1 + *s th ex, lL Biat--- +h Bs, Lyiat : thy, 
bezeichnet werden sollen, nach Art. 11 folgende Gleichungen zur Be- 
stimmung von f, l,, ..., i: 


ti (heat: + li, ax)? + (U, Bia + sooth Bix)? 


é==1 
+ (yates: +hye)’)=1, 
und 
1 >) wi (aar ai + Bir Bij + Yaris) + °° 
é==21 
+ b Sei(eaey + Bie Bis + viRvis) = R; 
a. an siialie | i 
? (j= 1,2,...,%), 
wo wieder 


R; = >)ui(X: ais + YiBij + Zi7is)- 


i=1 
Ferner ist fiir die freie Componente des Kriiftesystems: 
Xx,’ = X; — Rl, ei a eee -+- kk Gx), 


Y;’ = Y;— R(1, Bir +---+kh Bi), 
Zi = Z-Rhyat--- +h re). 
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Das Beschleunigungsvirial fiir die dem Zwange unterworfene Com- 
ponente wird: 


RSM haere hein) 2.” + Bar + +++ + le Bin) 9 
i + (Upyat::- +h vix)e’), 


und kann mit Beriicksichtigung der Zwangsgleichungen noch folgender- 
massen geschrieben werden: 


RU +++ +h ge); 
das Beschleunigungsvirial der freien Componente wird dem aufgestellten 
Satze gemiiss, wenn wir noch mit e das Energem des Kriiftesystems 
in Bezug auf das Punktsystem bezeichnen und wieder 
M=m+---+m 
ist : 
: (X;— Rey +e +h, 4) PP ++ (4, — Ruy +e-+h 7:2)! —_ RF 
m; wand 


‘=! 
und schliesslich wird also die Gleichung des Beschleunigungsvirials: 
n 3 p2 

> (Kini + Yiy +Zi2i') = RUG +++ +h ge) +e — = , 

‘=1 

16. Die fiir die Beschleunigungsenergie aufgestellte Minimums- 
bedingung ergiebt nun weiter die Beschleunigungscomponenten 2;,’, 
y:', # als Functionen des Bewegungszustandes und der Kriiftecompo- 
nenten ...,A%;, Y;,Z;,.... 

Seien, wie in diesen Variationsproblemen iiblich, 2;’, y,”, 2," jene 
vorliufig als existirend angenommenen, aber noch unbekannten 
Functionen, die der Minimumsbedingung geniigen. Fiir irgend eine 
andere Bewegung treten an Stelle von 2;’, y;’, 2; Functionen 2,” + Az;”, 
yi +Ay:’, 2/’+A2;’, wo die (endlichen) Variationen Az;’, Ay;”, Az,” 
nur der Bedingung unterworfen sind, dass auch die variirten Func- 
tionen der Gleichung des Beschleunigungsvirials und den Gleichungen 
des Zwanges geniigen miissen. 

Da die Bedingungsgleichungen fiir 2;’, y;", 2’ simmtlich linear 
sind, werden auch die Bedingungsgleichungen fiir Az;’, Ay;’, Az,’ 
linear und homogen sein. Diese lauten: 


(a) (X:Az;" aa YAyi’ + Z; Az;’) 7 0, 
(b) > (a Axi" + Bij Byi’ + i302") = 0. 


(jm 1,9, Ds 
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Die Beschleunigungsenergie des Punktsystems soll mit F, bezeichnet 
werden. Es ist: 


E, = >)m (ai? + yi"? + 2°”), 


t=1 


also: 


AE, = SV (ai + Aa’! + (yi Ay’)? + (0 +42) 


n 
— > mi (a? +-y,"? +2;""), 


t=51 


oder endlich: 


+ AE, = > mi(aji" Aaj" + yi" Ay,’ + 2’ Az;") 
i=1 


1 = _ ee awe » Bee 
+— >'m,(Ax”* + Ay”* + Az,”’). 
Multiplicirt man die Gleichung (a) und die Gleichungen (b) mit 
den vorlaufig unbestimmten Multiplicatoren w, 4,,..., 4, und zieht die 


” 1 : 
so erhaltenen Ausdriicke von — AF, ab, so wird 


5 AE, => (mia —_ wX; —_ A, Qa Ay ix ) Az;’ 


t=1 


+>) (my. —u Yi—A, Bis —++>— Ag Biz) Ay,” 
é=s1 


+S" Bi — WZ, —A, pir — ++ — A iz) AB,’ 
i=1 

+4 >'m, (Baz? + By" + Bn") 
; 2 y ) 

Der absolute Werth der Variationen Az;’, Ay;’, Az,” kann auch 
so klein angenommen werden, dass das durch die in den drei ersten 
Zeilen stehenden Glieder erster Ordnung bestimmte Vorzeichen bei 
Addition der in der vierten Zeile enthaltenen Glieder zweiter Ordnung 
nicht mehr veriindert wird. Mit Az;", Ay;’, Az;” geniigt jedoch auch 
— Azx;", — Ay’, — Az," den in den Gleichungen (a) und (b) ent- 
haltenen Bedingungen. Da man demnach dem AL, auch Werthe von 
entgegengesetzten Vorzeichen geben kénnte, kénnen die 2;’, y;", 2’ 
der Minimumsbedingung iiberhaupt nicht geniigen, mit Ausnahme des 
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einen Falles, wo die Coefficienten von Az;’, Ay;’, Az;’ simmtlich 
gleich Null sind, also die Glieder erster Ordnung iiberhaupt ver- 
schwinden. 
Soll diess der Fall sein, so miissen folgende Gleichungen bestehn : 

mx; = wu X; + AyGii +--+ Aan, 

mye = WY; +4, Bi +--+ ArBiz, 

me = WZ; + Ayr +++ + Ae vins 

(tan, ..., #) 
wo die bisher unbestimmt gebliebenen Multiplicatoren w, 4,, ..., Ax 
noch so zu bestimmen sein werden, dass die resultirenden Functionen 
ai’, yi’, # der Gleichung des Beschleunigungsvirials und den Zwangs- 
gleichungen geniigen; diese Bedingungen ergeben eine eindeutige Be- 
stimmung der Multiplicatoren. 
Es midge sogleich noch bemerkt werden, dass sodann 


(c) 


AB, =>) m (Baz? + Ay”? + x) 
t=1 
immer positiv ist, die Beschleunigungsenergie also fiir die in der 
angegebenen Weise bestimmten Functionen 2;’, y;’, 2’ ein absolutes 
Minimum wird. 

17. Wir gehn endlich zur Bestimmung der als Multiplicatoren 
auftretenden Functionen uw, 4,,..., 4, tiber. Wenn man die Werthe 
von «;", yi’, % in die Gleichung des Beschleunigungsvirials und in 
die Zwangsgleichungen einsetzt, erhilt man: 


>(* eke heat thea 4 y, eich batt hb 





tv 


i=l 


+2, 





m,; 


UZ + dyin boost ws) 


—E(ig,+--- +h) +e— 2; 


: WX; + Aya be + Ae, : OY FAB yates FAB 
Slay Cte chen 4 Sop ett iba th 


¢==1 s‘=1 : 


= UL; + Aya te +A; 
+>) 9% x —*=y, 





i=1 
(gan 1,2,...9h). 
Diess ist in der That ein System von k + 1 linearen Gleichungen zur 


Bestimmung der k + 1 Unbekannten mw, 4,,..., 4. Dieses System, 
in welchem wieder : 
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M=m, + m,+--++m,, 
= X2+Y¥;4+2Z2 

’ —> aT Sa 


i=1 
kann noch, wenn wir jede Gleichung mit M multipliciren, folgender- 


massen geschrieben werden: 


Mew +a, Ry +---+ ARy = MR (lg, +---+heg) + Me — R, 


Rut+ Ay D>} (eer s+ Bir Bis + 211M) ae 


i=1 


+ ae > wi(@in oi3+ Bix Bis + Vix Yij;) = My, 
i=1 
(j=l, 2,...,&). 
Wenn man die letzteren & Gleichungen der Reihe nach mit Kl,,..., Rh 
multiplicirt, und von der ersten Gleichung abzieht, werden in der 
resultirenden Gleichung als Coefficienten von 4,,..., 4, die folgenden 
Ausdriicke auftreten : 


R, - | L, > wi(win ei + Bir Bir + Yi Yar) + °° 


é=1 


é=1 


+ li, > milan Qik + Bir Bix + Vir 7) 


Ri — x| l, > ti (ain ei + Bix Bir + Vie Yaar) + °° 


+k > milan int Bi Birt va ra . 


j 


R 
Wie man aus den in Art. 15 berechneten Werthen von % unmittelbar 


ersieht, verschwinden diese Ausdriicke; da ferner 
R(R,, ++: +Rik) = RK’, 
erhilt man endlich fiir die Endgleichung: 


(Me — R*)u = Me — R’, 
das heisst 
(A) w=l, 


p2 
mit Ausnahme des Falles, wo e = 7 . Dae das Energem des ganzen 
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P2 
Kriiftesystems, + das Energem der dem Zwange unterworfenen Com- 


ponente bedeutet, kann diess nur dann geschehn, wenn das Energem, 
also atch die Grésse der freien Componente gleich Null ist, oder also 
wenn die Disposition des ganzen Kriftesystems mit einer der Disposi- 
tionen (D,,..., D,) zusammenfiillt. In jedem andern Falle hat man 
nun zur Bestimmung von 4,,..., Ag: 


‘ 54 A Be Big HY Yin 
14> = igus 


i=l 





~~ 51 pA Bi Bint Vin Vin 
é== i 


54 ry Big Buy + Vix Vir 


n 


5, i eh VK Yi R 
+a»! Ent Bin Bint Vin -_™ “ke 





m; a 
i=l 

Die Determinante dieses Systems ist dieselbe, wie die am Schlusse 
des Art. 11 behandelte; sie verschwindet nie und das Gleichungs- 
system (B) giebt daher immer ein und nur ein bestimmtes Werth- 
system fiir die 4,,..., Ax. 

Das Wesen des friiher erwihnten Ausnahmefalles besteht darin, 
dass die zur Bestimmung der k-+ 1 Unbekanuten dienenden Glei- 
chungen (so wie die urspriinglichen k + 1 Bedingungsgleichungen) 
nicht mehr von einander unabbhiingig sind, sondern die erste eine 
Folge der tibrigen wird. Dann enthalten aber die unter (c) stehenden 
linearen Formen fiir m;%;", m,yi", m;2;" tiberhaupt nicht mehr w, A,,..., 4% 
als von einander unabhingige Unbestimmte, sondern nur & aus diesen 
linear zusammengesetzte Ausdriicke. Da jetzt die Disposition des 
Kriftesystems ...,X;, Y;, Z;,... mit einer der Dispositionen (D,,..., Ds) 
zusammenfallt , wird bei passender Bestimmung von h,, .. ., hy: 


Xi = V Me (hy oir + +++ + nein), 
Y; = VMe (hyBir + + ++ + he Bir), 
Z,=V Me (hi via + => + he Vir), 


und also: 
mx; = (hyuf Me+A,)on +--+ (uf Me+a) ax, 
miyi” = (hywY Me+,) Bia + +++ + (nw V Me+ x) Bix, 
m; 2” = (hy wV Me+4,) pir + + ++ + (hee Me+ x) vie, 


Mathematische Annalen. XXXI. 3 
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wo die Coefficienten von «1, Bit, yi, --. auch dann noch durch 


A, ... 4, willktirlich bestimmt werden kénnen, wenn man 4 = 1 setzt. gele 
Diese Festsetzung fiir w indert also nichts an der Allgemeinheit der wes 
Gleichungen, und man erhiilt, nachdem diess geschehn, zur Bestim- den 
mung von 4,,..., 4, genau dieselben Gleichungen, wie friiher. den 
Der Satz vom Minimum der Beschleunigungsenergie fiihrt also wir 
immer zu den folgenden Differentialgleichungen : der 
may = Xi + Aya +--+ + Aen, wa 

(C) mys = Vit 4, Bi +--+ + AB, Zer 
m2 = Z; f Aayyia tees + Avie, grat 








wo die Coefficienten 4,,..., 4, aus dem Gleichungssystem (B) zu be- ist 
stimmen sind. sich 
Wenn der Zwang, wie dies bisher meistens geschehn, einfacher ff hier 
durch Gleichungen von der Form die 
Pal: - +9 Sty Her My -- <itting 
Dx (. - +) Viy Yay Sipe ory )=-G ie 
definirt wird (in welchen Gleichungen die Geschwindigkeitscomponenten die 
nicht vorkommen), dann sind die Zwangsgleichungen (Art. 4): 
09; ” ae yi 09; ” 
>(z S a” + ow” + oS si’) = 93 
‘= 1 ' . 
also: Y = 
09; 09; ag; clei 
= I; 3a,’ Byam Ly s1 vam Ly —s ; 
wo noch: eine 
wi —— Cor 
(se) +(5%) (32) ene 
-" 2 (2) Oy; + Gs ; Cor 
wiil 
Die Gleichungen (C) gehen dann unmittelbar in die Differential- din 
gleichungen der Bewegung iiber, wie sie von Lagrange aufgestellt worden. ent 
In Bezug auf diese Uebereinstimmung sei noch bemerkt, dass R; die este 
in die Disposition D; fallende Componente des Kriiftesystems ..., X;, Yi, wien 
Z;,-.. und demnach: yo 
n an 
R; = >) ui( Xie; + Yip + Zris), ein 
also: ani a 
7: For 


Rh; Xje55 + Y;8;; + 2; 4;; 
0) a. Se 
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18. Ein Grundgesetz der Bewegung, das formell dem jetzt dar- 
gelegten vollstiindig analog ist, dessen Inhalt aber trotzdem ein 
wesentlich verschiedener ist, kann erhalten werden, wenn man die 
dem Beschleunigungsvirial und der Beschleunigungsenergie zukommen- 
den Rollen mit einander vertauscht. Der erste Theil dieses Gesetzes 
wird dann die Grésse der Beschleunigungsenergie bestimmen, wiihrend 
der zweite das Beschleunigungsvirial einer Maximumsbedingung unter- 
wirft. 

Zur ausfiihrlichen Auseinandersetzung dieses Gesetzes miisste die 
Zerlegung und Zusammensetzung der Systeme von Beschleunigungen 
grade so behandelt werden, wie diess friiher fiir Kriiftesysteme geschehn 
ist; diese beiden Theorien sind jedoch nicht mehr identisch, sobald es 
sich nicht um Punkte, sondern um Punktsysteme handelt. Der Grund 
hiervon liegt darin, dass wihrend die Grésse eines Kriiftesystems durch 
die Quadratwurzel aus 

> X?+ ¥2+ 22 
m; 
i=1 
za messen ist, der entsprechende Ausdruck fiir Beschleunigungssysteme 
die Beschleunigungsenergie 


> mi (aj"? + yi”? + 2;"?) 
i=1 
ist; die entsprechenden Coefficienten in diesen Ausdriicken haben nicht 
cleiche, sondern reciproke Werthe. 

Auch das System von Beschleunigungen kann in eine freie und 
eine dem Zwange unterworfene Componente zerlegt werden; jeder dieser 
Componenten entspricht ein besonderer Theil der Beschleunigungs- 
energie. Der eine Theil, welcher der dem Zwange unterworfenen 
Componente entspricht, ist wieder aus den Zwangsbedingungen gegeben, 
wihrend jene Beschleunigungsenergie, welche der freien Componente 
des Beschleunigungssystems zuzuordnen ist, gleich dem Energem der 
entsprechenden Componente des wirkenden Kriiftesystems ist. Diese Fest- 
setzung des Grundgesetzes der Bewegung scheint mir jedoch der friiheren 
gegeniiber weniger einfach und natiirlich, weil eine besondere Annahme 
dariiber nothwendig, was unter entsprechenden Dispositionen fiir ein 
an dem gegebenen Punktsystem haftendes Beschleunigungssystem und 
ein auf das gegebene Punktsystem wirkendes Kriftesystem verstanden 
werden soll. Diess ist eigentlich ein neues Axiom, das bei der ersten 
Formulirung vermieden wird, da dort Beschleunigungsvirial und Energem 
derselben Componente des Kriftesystems zusammengestellt wird. 

Nach der Aufstellung der Gleichung der Beschleunigungsenergie 
3° 
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wiirde der zweite Theil des jetzt skizzirten Grundgesetzes folgender- 
massen lauten: 

Unter allen Bewegungen, die den Zwangsgleichungen und der Glei- 
chung der Beschleunigungsenergie gemidss erfolgen kinnten, findet in 
Wirklichkeit diejenige statt, fiir welche das Beschleunigungsvirial in jedem 
Zeitpunkte ein Maximum ist. 

So weit der Inhalt dieses Gesetzes dem friiheren gegeniiber neu 
ist, kann er jedoch auch ohne Zuziehung neuer Gesichtspunkte aus- 
gesprochen werden, wird aber dann nur eine Kigenschaft und kein 
allgemeines Grundgesetz der Bewegung ausdriicken; indem der so ent- 
standene Satz, in welchem der erste Theil des Gesetzes fehlt, zur 
vollstindigen Bestimmung der Bewegung wohl nothwendige, aber nicht 
hinreichende Angaben enthilt. Dieser Satz lautet, wie folgt: 

19. Bei der wirklich stattfindenden Bewegung ist das Beschleunigungs- 
virial in jedem Zeitpunkt grosser, als bei jeder andern Bewegung, welche 
den Zwangsgleichungen entspriiche und fiir welche die Beschleunigungs- 
energie in jedem Zeitpunkte dieselbe wiire, wie fiir die wirklich statt- 
findende Bewegung. 

Als ,, wirklich stattfindende“ Bewegung ist natiirlich diejenige zu 
verstehn, welche durch die friiher entwickelten Gleichungen definirt 
wird. Die ,,Bewegungen“, mit welchen eine Vergleichung stattfindet, 
sind in der Weise als gegeben zu betrachten, dass 2;’, y,", 2;" beliebige 
Functionen des Bewegungszustandes und der Kriaftecomponenten ..., X; 
Y;, Z,... sind, die jedoch den in den Zwangsgleichungen enthaltenen 
Bedingungen gemiiss gewahlt sein miissen. 

Wenn man unter 2;", y;", 2;" die in den Gleichungen (C) definirten 
Functionen versteht, dann kénnen irgend welche andere Functionen 
des Bewegungszustandes und der Kriiftecomponenten, welche bei anderen 
Bewegungsgesetzen die Beschleunigungscomponenten ergeben wiirden, 
mit 2’ + Az", yi’ + Ay’, 2’ + Az,” bezeichnet werden, wo Az;’, 
Ay;’, ez; beliebige (endliche) Variationen bedeuten, die nur den aus 
den Zwangsgleichungen entspringenden Bedingungen geniigen miissen. 
Bezeichnet man das Beschleunigungsvirial kurz mit V,, also: 


Vy =>) (Keni + Yiyi” + Zc’), 
(=1 


so wird: 
(1) AV, =>) (Xba + Vidi +ZAz"). 
é=1 


Die aus den Zwangsgleichungen fiir Az;", Ay;’, Az;’ entstam- 
menden Bedingungen sind, wie friiher: 


Q oe Oo & Fee a 





Ueber die Fundamentalgleichungen der Dynamik. 


(2) > (aj; Aa,” + Bis Ay” + 75 Ba;") = 0; 
éasil 
(j=1,..., 4) 


soll endlich noch die Beschleunigungsenergie fiir alle in Betracht 
kommenden Bewegungen in jedem Zeitpunkte dieselbe sein, so hat 


man noch: 
+ A (> m;(a;"? +- "2 + 2,” ») = 0, 


i=1 
oder ausfiihrlich geschrieben: 


(3) D>) mi (ai Dai + yi” By + 21 Oi’) 


‘=1 


+ >) m; (Baxi? + By? + Be;*) =0. 


i=1 e 


Wenn man die mit 4,,..., 4, multiplicirten, unter (2) stehenden 
Ausdriicke zu A V, addirt, und noch den in (3) links stehenden Aus- 
druck abzieht, wird sich der Werth von AV, nicht jindern, da alle 
diese Gréssen gleich Null sind; Beriicksichtigt man noch, dass 2;’, y;’, 
z:’ aus den Gleichungen (C) gegeben sind, so wird schliesslich: 


A V, =— i> m(Aa” of. Ay? +Az;”"), 


i=1 


d. h. die Variation des Beschleunigungsvirials ist immer negativ, und 
also das Beschleunigungsvirial in jedem Zeitpunkt oder auch die Be- 
schleunigungsarbeit in jedem Zeitintervall fiir die wirklich stattfindende 
Bewegung grésser als fiir jede andere, den angegebenen Bedingungen 
nach mégliche Bewegung. 

20. Die Grundgleicbungen der Dynamik geben die Beschleunigungs- 
componenten als Functionen des Bewegungszustandes und der Kriifte- 
componenten. Die gewohnliche Fragestellung kann aber auch umgekehrt 
werden. Man kann die Beschleunigungscomponenten als gegebene 
Functionen des Bewegungszustandes betrachten und ein allgemeines 
Princip suchen, das nun die Componenten der wirkenden Kriifte als 
Functionen des Bewegungszustandes und der Beschleunigungscomponenten 
ergiebt. Es versteht sich von selbst, dass in diesem Falle von Zwang 
im bisherigen Sinne des Wortes nicht die Rede sein kann; die Zwangs- 
bedingungen beschriinken die Functionalwerthe der Beschleunigungs- 
componenten ; jetzt aber sind diese bestimmte Functionen und weitere 
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Bedingungen kénnen natiirlich nicht existiren.*) Man kann das an- 
gedeutete Problem aber auch so formuliren, dass der Zwang ein voll- 
stiindiger ist, d. h. dass 3n Zwangsgleichungen die Beschleunigungs- 
componenten vollstindig bestimmen, und nun jene Krifte zu bestimmen 
sind, welche dieselbe Bewegung des Punktsystems obne jeden Zwang 
ergeben. Das Problem wird durch folgenden Satz erledigt. 

Das Beschleunigungsvirial eines ohne Zwang wirkenden Kriifte- 
systems ist in jedem Zeitpunkte gleich der Beschleunigungsenergie des 
Punktsystems; das Energem des wirklich auftretenden Kréiftesystems 
ist kleiner als das jedes anderen Krdftesystems, dessen Beschleunigungs- 
virial gleichfalls in jedem Zeitpunkte der Beschleunigungsenergie des 
Punktsystems gleich ist. 

Seien wieder ..., X;, Y;, Z;,... die vorliufig als existirend an- 
genommenen KvEficcempenenten, die} fener Minimumsbedingung geniigen ; 
fiir irgend ein anderes Kriftesystem entsprechend 

»Xi+ AX, VtAYi, 4+ AZ... 
dann mijgsen die Variationen AX;, AY;, AZ; der Bedingung 


aid X; + yi Od Y; + 2 AZ) = 
i=1 
geniigen. Ferner ist 


XP + ¥? + Z? 
=> ; 
m; 


‘=1 


also: 
1a aes +¥,A¥,+Z,AZ, 41 —y AX? ++ 4Y;7+AZ? 
e= at . a. a 


+3 m, ’ 
i=1 mi i=1 . 





und wenn man wieder in der Bedingungsgleichung mit einem vorliufig 
unbestimmten Factor w multiplicirt und abzieht: 


$Aem (Fae) ax, + Be uy’) AY, 


+ (Ge- wer) ani +s, AX; “+4Y¥; 4+ AZ) 


m. 
i=1 =1 ° 


*) Als Zwangugleichungen kénnten hier Bedingungen von der Form 
n 


D> (HsXit 0X +4) =9 

i=1 
eingefiihrt werden, die in gewisse Dispositionen fallende Componenten des gesuchter 
Kriftesystems bestimmen wiirden. Die consequente Durchfiihrung dieser Auf- 
fassung leitet zu Betrachtungen, die dem Dualitiitsprincip der Geometrie in 
gewisser Beziehung analog sind, 


> beer ae UC4StlUC CU 
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Das Kriftesystem kann also nur dann der Minimumsbedingung 


geniigen, wenn: 

x; ” 
oT 

C 
Y; " 
mi HY» 

Z, 
t ” 
“hana aia . 

m; 


in welchem Falle dann auch 


ins Sse ert AG," 


» 
« m; 


? 


i=1 


also die Variation des Energems immer positiv und demnach das 
Energem ein absolutes Minimum ist. 

Zur Bestimmung von «@ dient nun der erste Theil des Satzes, 
nach welchem: 


a (Xiai” + Yiys” + Zei’) =>'m; (a;”? - yi”? + 24"); 


sas ft} | 
setzt man die Werthe von X;, Y;, Z, hier ein, so folgt unmittelbar 


om 22 


? 


mit Ausnahme des Falles, wo jede Beschleunigungscomponente gleich 
Null ist. Dann ist aber — ganz unabhiingig von w — auch jedes 
X;, ¥;, Z gleich Null, und man kann also auch in diesem Aus- 
nahmefalle, ohne das Resultat zu andern, # = 1 nehmen. Die Schluss- 
gleichungen 


mx;" = X;, miYi = Yi; m2 = Z; 


sind in der That die Gleichungen der freien Bewegung. 

21. Da jede Bewegung eines Punktsystems als unter Kinwirkung 
gewisser fictiver Kriifte vor sich gehende freie Bewegung angesehn 
werden kann, kann das Gesetz der Zwangsbewegung auch so gefasst 
werden, dass jene Kriifte angegeben werden, die dieselbe Bewegung 
des Punktsystems ohne Zwang ergeben wiirden. Da aus dem Kriifte- 
system ..., X;, ¥;, Z,... jedes andere Kriftesystem durch Hinzu- 
fiigung eines entsprechenden Kriftesystems ..., X/, Y;, 2; entstehn 
kann, ist man auch berechtigt in dieser Auffassung zu sagen, dass 
in Folge des Zwanges ein bestimmtes supplementires Kraftesystem 
..-, X/, ¥;', Z/,+.., das System der Zwangskrafte (Bedingungskriifte) 
auftritt. 
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Das Gesetz der Zwangskrifte bestimmt nun dieses supplementiire 
System in folgender Weise: 

Das Energem des Systems der Zwangskrdfte ist ein Minimum, ver- 
glichen mit dem Energem aller jener Kriftesysteme, nach deren Hinzu- 
fiigung zw dem urspriinglich gegebenen Systeme der wirkenden Kriifte 
die freie Bewegung des Punktsystems cine den Zwangsgleichungen ent- 
sprechende wire. 

Seien die Zwangsgleichungen wieder: 


P (mijas” + Big yi” + Zisei) = 9 
i=1 
(j= 1,2,...,%) 
und ..., X;, Yi, Z;,... jenes vorliufig als existirend angenommene, 
supplementiire Kriiftesystem, das der Minimumsbedingung des Gesetzes 
geniigt. Dann kann wieder jedes andere supplementiire Kriiftesystem, 
das eine den Zwangsgleichungen entsprechende Bewegung bewirkt, mit 
+ Xi + AX, Yi +t AY/, 7+ AZj,- 
bezeichnet werden, wo die aus den Gleichungen 
Mm; 2," = Xx; -} X; +. AX;, 
MiYi’ = JY; + Y; +A Yj, 
mM; a oo Z; + Zi + AZ; 
bestimmten Werthe von 2;’, y;’, 2: den Zwangsgleichungen geniigen 


miissen. Dazu miissen die Variationen AX;, AY;, AZ den Glei- 
chungen 


~ St Ri eek Y,+¥/+AY; Z,4+Z;+hZ; 
EXC cea —— + By - m, -+ Py - )= =9j, 


m, 
‘=1 . 


oder da auch 
Day 2™ +0, a ty) =e, 
_ i 
einfacher den Gleichungen: 
= (aij A Xi + By YVi + 7 Z;) = 0 
G=1,--+h) 


geniigen. 
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Andrerseits ist das Energem des supplementiiren Kriiftesystems: 


? 





. = X/2+ Y/*+ 2/3 
ae 


i=1 


und demnach 
5 Ad= S'S (XAX + WA Yi + Z/AZ)) 


i=1 
+4> 7 GX? +87? +427"). 


i=! 
Wenn man nun die Bedingungsgleichungen mit vorliufig unbestimmt 
; ee. 
-» 4, versieht und dann von — Ac 


bleibenden Multiplicatoren 4,, 


abzieht, erhilt man 


3 Ad —> a, (Xi — Ayetin — + + — Aner) OX; 
éa2% . 
+2 = (Yi — A, Bir — +++ — AB) O Yi 
i=1 ' 
+> (Zi — Aya — +++ — ern) AZ 
s=1 . 
1 . 
LD Gx? +o +58. 


+ 2 m; 


‘=1 
Es kann also Ae’ nur dann immer positiv sein, wenn fiir passend 
gewihlte Werthe der 4,,..., Ax 

Xx; = Ay tis ++ + Ape, 
Yi = A, Bia + +++ + ARB, 
Zi = Ayia tess + Anvin 

wird; dann ist aber auch Ae’ positiv, und das Energem des so bestimmten 

wird ein absolutes Minimum. 


Kriftesystems . . 
Man hat: 
Xf hay tothe yg ed 


eo? eS 
Die Multiplication 4, ... 4, bestimmen sich aus den Zwangs- 


gleichungen. 

Yet Buy Fe FAB ie 

= a 
Zit hy te Fax 

———_+_-__—— » gages = Ii 


3; 
+ ¥i5 , 
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also genau dieselben Werthe, wie friiher. (Siehe Gleichungen (B) und 
(D) des Art. 17) Damit ist man also fiir die Zwangsbewegung zu den- 
selben Gleichungen gelangt, wie vorher. 


Wihrend wir uns vorher mit allgemeinen, fiir alle Fille der Be- 
wegung giiltigen Principien der Dynamik beschiaftigten, haben die beiden 
letzten Artikel dadurch einen specielleren Charakter, dass die Fille 
der freien und der Zwangsbewegung von einander unterschieden 
werden, und wir den letzteren auf den ersteren zuriickfiihren. Ich 
hielt auch diese Siitze fiir erwihnungswerth, da insbesondere der zweite, 
das Princip der Zwangskriifte, welches iibrigens Inhalt und Umfang 
nach dem Princip des kleinsten Zwanges vollstiindig gleichké6mmt, sich 
der gewéhnlichen Behandlungsweise der Dynamik am leichtesten an- 
schliesst. 

















den 

Ich 
eite, 
ang 
sich 


an- 





perares 


Tee ee ae, ae 








Ueber die regelmassigen Configurationen 1. 
Von 


A. Scuinruires in Gottingen. 


Die folgende Abhandlung ist bestimmt, zunichst (§ 1 bis 5) die 
Begriindung und weitere Ausfiihrung der Sitze iiber regelmiissige Con- 
figurationen zu geben, welche ich kiirzlich in den Géttinger Nachrichten 
mitgetheilt habe.*) Die dort behandelten Configurationen sind simmt- 
lich unter einer allgemeineren Gattung von Configurationen enthalten, 
nimlich unter denjenigen, welche aus Cyklen von Polygonen bestehen, 
die einander regelmiissig ein- und umgeschrieben sind. Mit diesen 
Configurationen beschiiftige ich mich im § 6. Dieselben sollen simmt- 
lich aufgestellt, und fiir jede von ihnen die zugehérige Substitutionen- 
gruppe abgeleitet werden, d. h. die Gruppe derjenigen Substitutionen, 
welche nicht allein jeden Punkt der Configuration in einen Configurations- 
punkt, sondern auch jede Gerade wieder in eine Gerade iiberfiihren. 
Die von Herrn Schréter kiirzlich bemerkte Configuration 21,**) gehort 


‘der eben genannten Gattung an. 


§ 1. 
Einleitende Definitionen und Siatze. 


1. Die Configurationen , sind bisher besonders von den Herren 
Kantor und Martinetti, und zwar nach verschiedenen Richtungen, 
mit Erfolg untersucht worden. Herr Kantor hat simmtliche Con- 
figurationen 8,, 9,, 10, aufgestellt;***) Herr Martinetti hat kiirzlich 
gezeigt,+) dass man aus den Configurationen (n—1), die Configura- 
tionen m, durch eine endliche Zahl von Versuchen — die allerdings 
bereits fiir m = 11 sehr gross ist und bald ausserordentlich wichst — 
ableiten kann, und auf diese Weise die Configurationen 11, ermittelt. 


*) Jahrgang 1887, 8. 410. 
**) Journal fiir Math, Bd, 100, S. 237, Anm. 
***) Sitzungsberichte der Wiener Akademie, Bd, 84, 8, 915 und 1291, 
+) Annali di Matem. Serie II, Bd. 15, 8. 1. 
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2. Die Gruppe einer Configuration », ist im allgemeinen intran- 
sitiv.*) Ist dieselbe transitiv, so verhalt sich die Configuration in 
Bezug auf alle Punkte gleichartig, und soll deshalb regelmdssig genannt 
werden. Die Aufgabe, alle regelmdssigen Configurationen n, eu finden, 
ist noch nicht in Angriff genommen worden. Diese Aufgabe liegt um 
so niher, als diejenigen Configurationen, auf welche die verschiedenen 
Untersuchungen bisher gefiihrt haben, fast siimmtlich derartige regel- 
miissige Configurationen sind. Das Folgende enthilt einen ersten 
Beitrag zur Lésung dieser Frage. Die gewonnenen Resultate scheinen 
mir zum gréssten Theil neu zu sein; soviel ich weiss, ist abgesehen 
von den Configurationen 8,, 9,, 10, nur die in §3, 1 besprochene 
Configuration bereits bekannt; sie ist von Herrn Martinetti a. a. O. 
gefunden worden. 

Es ist klar, dass nur solche Configurationen », in Frage kommen, 
welche nicht etwa in Gruppen von n’, n”... Punkten zerfallen, die 
selbst Configurationen ,',,” ... bilden. 

3. Zwei Punkte einer Configuration sollen verbundene oder getrennte 
Punkte heissen, je nachdem sie auf einer Configurationsgeraden liegen 
oder nicht. Ebenso nennen wir zwei Geraden verbunden, wenn sie 
sich in einem Configurationspunkt schneiden , getrennt, wenn dies nicht 
der Fall ist.**) Das von zwei Punkten einer Geraden begrenzte Stiick 
soll Strecke genannt werden. 

Sind von den drei Punkten 123 je zwei mit einander verbunden, 
so soll das Dreieck 123 ein Configurationsdreieck heissen. Kin solches 
existirt nur, wenn es auf den drei durch denselben Punkt gehenden 
Geraden ein Paar verbundener Punkte giebt. 

4. Nicht jede regelmissige Configuration n, enthiilt Configurations- 
dreiecke.***) Ich werde mich aber im Folgenden zuniichst auf Con- 
figurationen beschriinken, die Dreiecke enthalten. Dieselben kénnen 
nach der Zahl und Lage derjenigen Dreiecke eingetheilt werden, in 
welchen derselbe Punkt vorkommt. Ist @ diese Zahl, so soll die Con- 
figuration kurz eine Configuration mit « Dreiecken genannt werden. 
Es wird sich zeigen, dass « nur gleich 9, 6, 4, 3, 2 sein kann. 

Wenn jeder Punkt in « Dreiecken enthalten ist, so ist auch jede 
Gerade in a Dreiecken enthalten. Jede dieser Configurationen ist sich 
daher selbst reciprok. 

5, Eine Configuration n, enthilt 3m Strecken, Jede Substitution 
der zugehérigen Gruppe fiihrt dieselben in einander tiber. Ueber jeder 


*) Vgl. z. B. die von Herrn Martinetti a. a, O. aufgestellten Tabellen, 
S. 16 und 22, 
**) Herr Martinetti sagt conjunto und estraneo, a. a. O. S. 2. 
***) Auf Configurationen nm, ohne Configurationsdreiecke hat zuerst Herr 
Martinetti aufmerksam gemacht. Annali di mat. Serie II. Bd. 14,8, 161 u. 173 ff. 
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Strecke steht eine Anzahl von Dreiecken; dieselbe kann*sich zwischen 
0 und 4 bewegen. Strecken, welche in gleicher Weise dieselbe Zahl 
von Dreiecken tragen, sollen gleichartig heissen. Nennen wir Strecken, 
welche durch die Substitutionen in einander iibergehen , gleichberechtigt, 
so folgt unmittelbar, dass gleichberechtigte Strecken auch gleich- 
artig sind, 

Auch die siimmtlichen Dreiecke werden bei jeder Substitution 
unter einander vertauscht. Ein beliebiges Dreieck wird im Allgemeinen 
nicht in jedes andere iibergehen kénnen, vielmehr kénnen die Dreiecke 
in verschiedene Classen zerfallen, und zwar so, dass nur die Dreiecke 
derselben Classe in einander iibergehen. Die Anzahl der Dreiecke 
einer jeden Classe muss im Allgemeinen ein Vielfaches von m sein. 
Ist dies nicht der Fall, so giebt es Substitutionen, die ein Dreieck 
cyklisch in sich tiberfiihren; alsdann ist » ein Vielfaches von 3, und 
wenn wir % = 3m setzen, so ist die Anzahl der Dreiecke der beziig- 
lichen Classe ein Vielfaches von m. 

Jeder Configurationspunkt kommt in mindestens einem Dreieck 
jeder Classe vor. Ist die Zahl der Dreiecke einer Classe ein Vielfaches 
von », so ist die Zahl derjenigen, welche denselben Configurations- 
punkt enthalten, ein Vielfaches von 5. Ist diese Zahl kein Vielfaches 
von 3, so muss demnach das beziigliche Dreieck cyklisch in sich iiber- 
gefiihrt werden kénnen, also drei gleichartige Strecken enthalten. 


§ 2. 
Die Configuration 8, mit neun Dreiecken. 


1. Es sei 1 ein beliebiger Punkt einer Configuration , und 
a@, = 12,3,, a, = 12,3,, a, = 12,3, 

seien die drei durch ihn gehenden Geraden. Es kénnen zuniichst 
drei der Punkte 2; 3; selbst auf einer Geraden liegen; dieselbe sei 
2,2,2,. Alsdann ist 1 mit drei Punkten derselben Geraden verbunden, 
ebenso ist aber auch 2,2, 2, mit den drei durch 1 gehenden Geraden 
@,@,,@, verbunden. Wir nennen den Punkt 1 und die Gerade 2,2, 2, 
conjugirt zu einander. 

2. Es fragt sich zuniichst, ob zu einem Punkt mehr als eine 
Gerade conjugirt sein kann. Zwei Geraden, die zu demselben Punkt 
conjugirt sind, sind entweder verbundene oder getrennte Geraden. 
Sind sie verbundene Geraden, so muss einer der Punkte 2;, 3, z. B. 
der Punkt 2, ihr Schnittpunkt sein. Nun sind aber auch zu 3, zwei 
verbundene Geraden conjugirt; daher miissen auch 3,3,2, und 3,2,3, 
auf je einer Geraden liegen. 

Die sieben Punkte 1, 2;, 3; haben bereits alle Higenschaften einer 
Configuration 7,. Bezeichnen wir noch die Punkte 2,2,2,3)3,3, resp. 
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durch 235476, so repriisentirt die Configuration ein Siebeneck, das 
sich selbst so ein- und umschrieben ist, dass fiir jeden Werth von 7 
die Punkte i, i +1, i+ 3 auf einer Geraden liegen. 

Eine solche Configuration existirt jedoch nur scheinbar. Die Con- 
struction jedes derartigen n-ecks fiihrt bekanntlich auf die Bestimmung 
der Doppelpunkte von zwei projectivischen Punktreihen. Es ist aber 
leicht zu sehen, dass fiir m7 die beziiglichen Doppelpunkte mit 
andern bereits vorhandenen Punkten zusammenfallen. Eine Configura- 
tion 7, mit lauter distincten Punkten giebt es also nicht. 

2. Wenn daher bei einer wirklichen Configuration n, zu einem 
Punkte zwei Geraden conjugirt sind, so sind dies getrennte Geraden, 
und ebenso sind zwei Punkte, die zu derselben Geraden conjugirt sind, 
getrennte Punkte. 

Wenn es Configurationen dieser Art giebt, so sind 2,2, 2, und 
3, 3, 3, die beiden zu 1 conjugirten Geraden. Jeder Geraden ap, a,, a, 
sind zwei getrennte Punkte conjugirt, welche auf den beiden andern 
Geraden liegen; wir kénnen die Bezeichnung so wiihlen, dass 

2, und 3, zu a, 

2, und 3, zu a,, 

2, und 3, zu a, 
conjugirt sind. Daraus folgt, dass auch 3, mit 2,, 3, mit 2, und 3, 
mit 2, verbunden ist. Nun gehdrt aber auch zu den Geraden 2, 2, 2, 
und 3, 3, 3, noch je ein conjugirter Punkt; demnach miissen sich die 
Geraden 3, 2,, 3,2), 392, in einem Punkt 1, schneiden, und dieser 
Punkt ist sowohl zu 2, 2, 2,, als auch zu 3, 3, 3, conjugirt. 

3. Bezeichnen wir noch die Punkte 1 1, 2, 2, 2, 3) 3, 3, resp. 

durch 15278463, so bilden die Punkte 
12345678 
ein Achteck, welches sich selbst so ein- und umgeschrieben ist, dass 
wiederum fiir jeden Werth von é die Punkte 
i, t+1, i+3 

auf einer Geraden liegen. Ferner bilden die Punkte 

1357 und 2468 
zwei Vierecke, deren jedes dem andern ein- und umschrieben ist. 

Es giebt daher nur eine derartige Configuration, niimlich die bekannte 
imagindre Configuration 8,. 

Die Configuration enthilt im Ganzen 24 Dreiecke. 

4. Da die Configuration 8, als ein Achteck 12345678 betrachtet 
werden kann, von welchem die Punkte i, i+ 1, i+ 3 auf je einer 
Geraden liegen, so gestattet sie die cyklische Substitution 
S=(1234567 8). 
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Sie ist daher bestimmt, sobald diejenigen Substitutionen bekannt sind, 
welche einen Punkt unveriindert lassen. Sei 1 dieser Punkt, und 
bezeichnen wir die mit 1 verbundenen Punkte wieder durch 2, 2, 2,, 
3, 3, 3,, so miissen diese Substitutionen auch die zu 1 conjugirten 
Geraden 2, 2, 2,, und 3,3, 3, zusammen unveriindert lassen; diese 
Substitutionen fihren also jede dieser Geraden in sich, oder beide in 
einander tiber. 

Diejenige Substitution, welche das erstere leistet, kann nur 

T = (2) 2, 24) (3p 3, 3.) 
sein; andrerseits ist dieselbe aber auch gestattet; denn diese Sub- 
stitution geniigt auch der letzten Bedingung, die sie erfiillen muss, 
niimlich den von 1 getrennten Punkt 1, in sich tiberzufiihren. 

Die Substitutionen, welche 2, 2, 2, mit 3, 3, 3, vertauschen, miissen 
wieder den Punkt 1, unveriindert Jassen, also auch die drei durch ihn 
gehenden Geraden 3, 2,, 3,2) und 3, 2, in einander iiberfithren. Diese 
Substitutionen sind daher 


U, saad (2, 3o) (2; 32) (2, 31), 
U, = (2, 3,) (2, 3p) (2, 32), 
U, — (2. 32) (2) 31) (2, 3o)- 


Dagegen kann es ausser der Identitiit keine Substitution geben, die 
1 und 2, unverindert lisst. Denn dann bleiben auch die von 1 resp. 2, 
getrennten Punkte 1, und 3, unverindert; d.h, es bleiben alle Punkte 
unveriindert. , 

Die Gruppe besteht daher aus 48 Substitutionen und ist durch die 
Substitutionen S, T', U; vollstiindig bestimmt. 

Die Substitution 7 vertauscht die drei durch 1 resp. 1, gehenden 
Geraden cyklisch, wihrend jede Substitution U; je eine dieser Geraden un- 
getindert liisst, und die beiden andern unter einander vertauscht. Die 
beiden Geraden, welche bei U; fest bleiben, sind getrennte Geraden; die 
Substitutionen 7’ und U; besitzen daher in Bezug auf Punkte und Geraden 
dieselben Eigenschaften, wie es auch die Reciprocitit der Configuration 
erwarten lisst. 

5. Wir hatten gesehen, dass bei der Configuration 8, 2, zu a,, 2, 
zu a, und 2, zu a, conjugirt ist; d. h. die Punkte 2, 2, 2, sind den 
drei Geraden a, a, a, cyklisch conjugirt. Es ist aber auch umgekehrt 
wahr, dass wenn in einer Configuration n, die Punkte 2, 2,2, den 
Geraden a, a, a, in cyklischer Reihenfolge conjugirt sind, dies die Con- 
figuration 8, ist. Alsdann sind namlich 2, 2,, 2, 3), 2,2), 2,3;, 292;, 
2, 3, Paare verbundener Punkte, und daher miissen 2, 2, 2, auf einer 
Geraden liegen,,weil sonst vier Geraden durch einen Punkt gingen. 
Wir suchen nun die zu 3,, 3,, 3, conjugirten Geraden, indem wir zuniichst 
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immer den-Fall ausschliessen, dass zu einer Geraden zwei Punkte con- 
jugirt sind. Die zu 3, conjugirte Gerade geht jedenfalls durch 2,, die 
zu 3, conjugirte durch 2,, und die zu 3, conjugirte durch 2,. Keine 
dieser Geraden kann 2, 2, 2, sein, weil 2, 2, 2, bereits zu 1, conjugirt 
ist. Die drei Geraden sind daher 2, 3,, 2,3,, 2,3,. Daher sind auch 
je zwei der Punkte 3,, 3,, 3, verbunden; sie bilden daher eine Gerade, 
weil sonst durch einen dieser Punkte vier Geraden gingen. Die An- 
nahme der cyklischen Zuordnung fiihrt also stets auf die Configuration 8,. 


§ 3. 
Die Configurationen mit 6 Dreiecken. 


1. Wenn es noch andere regelmiissige Configurationen giebt, bei 
denen 2,, 2,, 2, eine Gerade bilden, so kénnen, wie aus dem vorstehen- 
den Satz folgt, 2,, 2,, 2, zu a), @,, @ nicht cyklisch conjugirt sein. Da 
aber keine Gerade den ihr conjugirten Punkt enthilt, so liegen zwei 
der Punkte, die zu ay, a,, a, conjugirt sind, auf derselben Geraden. 
Sei a, diese Gerade, und sei 2, zu a, und 3, zu a, conjugirt; alsdann sind 
2, 3,, 3) 2, und 3, 3, Paare verbundener Punkte und 2, ist zu a) con- 
jugirt. Andere Paare verbundener Punkte kann es nicht mehr geben. 

Die Configuration ist demnach dadurch charakterisirt, dass die 
Punkte, die den drei durch denselben Punkt gehenden Geraden conjugirt 
sind, ein Configurationsdreieck bilden. 
Eine der Geraden ay, a,, a, enthiilt 
. zwei dieser Punkte, eine einen und 

ill 4 J “3 die letzte gar keinen. 
a am. \ 2. Bezeichnen wir jetzt die Punkte 
10 | Fs »o 1 2, 2, 2, 3, 3, 3, resp. durch 456 
i, vf ~\ 3271, so ist (Fig. 1) 
| eee A fs sat ‘4 2134, 32n245, 42356, 
ay? it gre. 5 uu 467 
ail conjugirt. Ferner ist 3 mit dem 
Fig. 1. Pankt 5 von 24, 4 mit Punkt 6 
von 35, 5 mit Punkt 7 von 46 verbunden. Da nun die drei durch 
jeden Punkt gehenden Geraden sich verschieden in Bezug auf die 
Configuration verhalten, so folgt, dass auch 6 mit einem Punkt 8 von 
57 verbunden ist, und dass 6 zu 578 conjugirt ist, u. s. w.; d.h. die 
Configuration besteht aus einem Polygon 12345..., welches sich so 
ein- und umschrieben ist, dass fiir jeden Werth von i die Punkte 
i, i+2, i+3 
auf einer Geraden liegen.*) 


*) Diese Configuration wird bereits von Hrn, Martinetti erwihnt; a. a. 0, S. 5, 
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Die Configuration enthiilt 2” Dreiecke, welche in zwei Classen von 
je m gleichberechtigten zerfallen (§ 1,5). Sie besteht reell fir jeden 
Werth » > 8, also z. B. fir »=—9. Die Configuration 8, ist ein 
specieller Fall derselben. 

3. Die Gruppe dieser Configuration ist die cyklische Gruppe. 
Zuniichst ist nimlich evident, dass die Substitution 

S=(123...n) 
der Gruppe angehért. Andrerseits giebt es aber ausser der Identitit 
keine Substitution, welche einen Punkt ungeiindert liisst. Denn nennen 
wir wieder a, a, a, die drei durch 1 gehenden Geraden, so muss, wenn 
1 unveriindert bleibt, jede dieser Geraden in sich iibergehen, da sie ja 
ein verschiedenes Verhalten zur Configuration besitzen. Nun ist 2, zu 
a, conjugirt, also bleibt auch 2, fest und daher bleiben alle Punkte fest. 

Die Gruppe besteht demnach aus siimmtlichen Potenzen der Sub- 
stitution S. Es besteht nun der allgemeine Satz, dass wenn in einem 
Cyklus einer Substitution irgend zwei auf einander folgende Punkte ver- 
bunden sind, je zwet benachbarte Punkte dieses Cyklus verbunden sind. 
Der Punkt 1 ist mit 6 Punkten verbunden, nimlich mit 

2,3,4,n—2,n—1,n. 
Ist daher » weder durch 2 noch 3 theilbar, so bilden auch die Punkte 
der Substitution S* und S* je ein geschlossenes n-Eck, welches sich 
so ein- und umschrieben ist, dass fiir einen festen Werth h die Punkte 
t, t+1, ith 
auf einer Geraden liegen; d. h.: Ist m weder durch 2 noch 3 theilbar, 
so kann die Confiquration auf drei Arten als ein sich derartig ein- und 
umgeschriebenes n-Eck angesehen werden. 

Ist dagegen » durch 2 oder 3 theilbar, so zerfallen S? und S* in 
2 resp. 3 Cyklen, nimlich 

S=—=—(13...n—1)(24...n), 

S—x=(14...n—2)(25...n— 1) (36...) 
und zwar reprisentiren die beiden Cyklen von S* ewei Polygone, deren 
jedes dem andern ein- und umschricben ist, und ebenso die Cyklen von 
S* drei Polygone, die einander cyklisch ein- und umschrieben sind. Dies 
findet iiberdies stets so statt, dass zwei auf einander folgende Punkte 
eines eingeschriebenen Polygons auf zwei auf einander folgenden 
Seiten des umschriebenen Polygons liegen.*) 

4. Durch das vorstehende sind alle Configurationen erledigt, bei 
denen drei auf a), a,, @ liegende Punkte eine Gerade bilden. Ist 
dies nicht der Fall, so kann es auf a) a, a, hdchstens 6 Paare ver- 
bundener Punkte geben, d. h. jeder Punkt ist in héchstens 6 Dreiecken 


*) Dies ist bei der durch Fig, 1 dargestellten Configuration 12, der Fall. 
Mathematische Annalen, XXXI. 4 
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enthalten. Wir betrachten zuniichst diejenigen Configurationen, fiir 
welche diese Zahl 6 selbst ist. 

In diesem Fall ist jeder Punkt von a, a, a, mit zwei andern 
Punkten verbunden. Alsdann bilden entweder die Punkte 2, 2, 2,, 
3, 3, 3, je ein Dreieck, und wir erhalten die Desargues'sche Configura- 
tion 10,; oder aber es bilden 2, 3, 2, 3) 2, 3, ein geschlossenes Sechs- 
eck, welches den Geraden a, a, a, eingeschrieben ist. Den drei Ge- 
raden, die durch einen der Punkte 2;3; hindurchgehen, muss nun 
ebenfalls ein derartiges Sechseck eingeschrieben sein, daher miissen 
sich auch die Geraden 

2, 3,, 2, 3), 2, 3, in einem Punkt 1, 
und 
2, 3,, 2) 32, 2, 35 in emem Punkt 1, 
schneiden. Demmnach bilden die Punkte 
11,1, &3,2%, %3, 3 
die bekannte Configuration 9,, welche aus drei Dreiecken besteht, von 
denen je zwei dreifach perspectivisch liegen. 

Die Configuration enthilt 18 Configurationsdreiecke. 

5. Die Desargues’sche Configuration 10, kann bekanntlich als 
ebener Schnitt eines vollstiindigen riiumlichen Fiinfecks betrachtet 
werden. Sind 1 2345 die Punkte des Fiinfecks, so kénnen die Punkte 
und Geraden der Configuration resp. durch 

tk und ikl 

bezeichnet werden. Jede Substitution, welche das Fiinfeck in sich 
iiberfiihrt, fiihrt auch die Configuration 10, in sich tiber, und um- 
gekehrt, und daraus folgt, dass die Gruppe der Configuration aus 120 
Substitutionen besteht, und der Gruppe aller Vertauschungen von 5 
Dingen holoedrisch isomorph ist. Wenden wir auf die Punkte (ik) eine 
der 120 Vertauschungen der Zahlen 12345 an, so erhalten wir stets 
eine Substitution der Gruppe. 

Die Gruppe der vorstehenden Configuration 9, wird erst in § 5, 10 
abgeleitet werden, da sie sich dort am einfachsten ergiebt. 

6. Wir wollen schliesslich noch beweisen, dass es keine regel- 
miissigen Configurationen n, mit fiinf Dreiecken geben kann. Soll dies 
modglich sein, so miissen auf jeder Geraden zwei Strecken existiren, 
iiber denen je zwei Dreiecke stehen, und eine Strecke mit einem 
Dreieck, Wir diirfen festsetzen, dass 12, und 13, die beiden ersteren 
Strecken sind. Es existiren daher jedenfalls die Strecken 2, 2, und 
2, 2,, 3) 3, und 3,3,. Wir diirfen aber auch noch annehmen, dass 
iiber 12, und 12, je zwei Dreiecke stehen. Es muss daher entweder 
2, mit 3, und 2, mit 3, verbundeu sein, und dies fiihrt auf die Con- 
figuration 9, oder aber 2, mit 2,. Alsdann aber folgt aus § 1, 5 dass 
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in den Dreiecken 13,3, und 13,3, alle drei Strecken gleichartig 
sind; es stehen also auch iiber 13, und 13, je zwei Dreiecke, d. h. 
wir erhalten wieder die Configuration 10,. 


§ 4. 
Configurationen mit drei und vier Dreiecken. 





1. Configurationen mit vier Dreiecken sind nur so méglich, dass 
iiber einer Strecke einer jeden Geraden zwei Dreiecke stehen, iiber den 
beiden andern hingegen nur je eines. 

Sei 12, eine Strecke, tiber der zwei Dreiecke stehen. Wir diirfen 
festsetzen, dass 2) mit 3, und 3, verbunden ist, und ebenso 3, mit 2,. 
Dies liefert bereits drei Dreiecke, welche den Punkt 1 enthalten. Ueber 
12, und 13, kann daher nur je ein Dreieck stehen; es ist daher 2, 
noch mit einem der Punkte 2, oder 3, verbunden. 

Es kann aber 2, 2, kein Paar verbundener Punkte sein. Unter 
den vier Dreiecken, welche den Punkt 1 enthalten, muss es nimlich 
($ 1,5) mindestens eins geben, welches eine cyklische Substitution 
gestattet, und da dies nicht méglich ist, so ist 2, von 2, getrennt. Es 
kann daher nur 2, mit 3, verbunden sein. Solche Configurationen 
existiren in der That. 

2. Dasjenige der vier Dreiecke, welches eine cyklische Substitution 
gestattet, triigt iiber jeder Seite entweder ein oder zwei Dreiecke. Ein 
Dreieck, tiber dessen Seiten nur je ein Dreieck steht, kann in diesem 
Fall nur 13, 2, sein. Jede Substitution, welche den Cyklus 13,2, 
enthilt, fiibrt aber die Strecke 13, in 2,3, tiber; und daraus wirde 
folgen, dass iiber 2,3, zwei Dreiecke stehen, was jedoch nicht der 
Fall ist. 

Es kann demnach nur Dreieck 1 2, 3, eine cyklische Substitution 
gestatten. Alsdann stehen auch iiber 2, 3, zwei Dreiecke. Kine solche 
Configuration ist in der That mdglich; es folgt unmittelbar, dass 3, 
und 2, mit demselben Punkte von 2,3, verbunden sind, und dass 
2, 3, und 2, 3, sich in einem Configurationspunkt schneiden. Zu dem 
Dreieck 1 2, 3, existirt daher ein ihm eingeschriebenes und ein ihm 
umgeschriebenes Dreieck; und daraus liisst sich folgern, dass die Con- 
figuration aus einem Cyklus von Dreiecken besteht, deren jedes dem 
vorhergehenden eingeschrieben, und dem folgenden umschrieben ist. 

Derartige Configurationen kénnen nur existiren, wenn » = 3m 
ist. Sie enthalten im Ganzen 4m Dreiecke; dieselben zerfallen in zwei 
verschiedene Classen von m, resp. » Dreiecken. Jedes Dreieck der 
ersten Classe enthilt drei Strecken, iiber denen je zwei Configurations- 
dreiecke stehen, die andern Dreiecke enthalten nur je eine Strecke 
dieser Art. 
4* 
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3. Wenn jeder Punkt in drei Dreiecken vorkommt, so liisst sich 
aus § 1,5 unmittelbar folgern, dass iiber jeder Strecke nur ein Dreieck 
steht, so dass die Configuration im Ganzen n Dreiecke enthilt. Ferner 
folgt, dass zwei Punkte derselben Geraden mit Punkten verschiedener 
Geraden verbunden sind. Wir diirfen daher festsetzen, dass 

2, 3, ? 2, do, 2) 3 
die drei Paare verbundener Punkte sind. Auf zwei verbundenen Ge- 
raden liegt daher ein Paar verbundener und ein Paar getrennter Punkte; 
ebenso geht durch zwei verbundene Punkte ein Paar verbundener und 
ein Paar getrennter Geraden. 

4. Die Bezeichnung midge fiir das Folgende jetzt so getroffen 
werden, dass die drei Geraden a, a, a, durch den Punkt 2, gehen, 
dass auf ihnen resp. die Punkte 

25 35 4,, 25 ly 3, ? 25 2’ 2” 
liegen, und dass 3, mit 4,, 1, mit 2’, und 3, mit 2” verbunden ist. 
Ferner sei 3, 4, 5, das iiber 3,4, stehende Dreieck, und 4, der dritte 
Punkt der Geraden 3, 5,, so folgt aus dem vorstehenden Satz, dass 
die Gerade 3,4, von jeder durch 2, gehenden Geraden getrennt ist, 
und dass also 4, von allen bisher vorhandenen Punkten verschieden ist. 

Ueber der Strecke 4,5, steht wieder ein Dreieck mit der Spitze 
6,, und der dritte Punkt von 4,6, heisse 5,. Fahren wir in dieser 
Weise mit der Construction neuer Punkte fort, so erhalten wir zwei 
Linienziige 

1,23)... und 3, 4,5. 
von denen der erste dem zweiten umschrieben ist. Allerdings werden 
die Punkte 5, 6... resp. 6, 7,... schliesslich mit bereits vorhandenen 
Punkten zusammenfallen, aber alle diese Punkte h, und k, sind ganz 
bestimmte Punkte der Configuration. 

Nennen wir jetzt die dritten Punkte der Seiten 3,4,, 4,5,, 5,6,... 
resp. 5,, 6,, 7, ..., so ist auch 4, mit 5,, 5, mit 6,... verbunden 
u, s. w., d. h. die Configuration besteht aus einer Reihe von Linien- 
ziigen von der EKigenschaft, dass zu jedem derselben auch der ein- 
geschriebene existirt. 

5. Bei der fortgesetzten Construction der Punkte h, und k, sind 
nun noch zwei Fille méglich. Nimlich entweder fallt ein Punkt hy 
mit dem Punkt 1, erst zusammen, nachdem alle Punkte der Configura- 
tion erschépft sind, oder der Linienzug 1, 2) 3, ... schliesst sich, ehe 
alle Punkte erschépft sind. Im ersten Fall besteht die Configuration 
aus einem sich selbst ein- und umschriebenen Polygon und zwar so, 
dass je zwei auf einander folgende Ecken desselben auf zwei auf einander 
folgenden Seiten liegen. Im zweiten Fall besteht die Configuration aus 
einem Cyklus ver q Polygonen von p Ecken 
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P, Bes 

deren jedes dem folgenden, deren letztes aber dem ersten eingeschricben ist, 
und gwar so, dass je zwei auf einander folgende Ecken des Polygons 
P, auf zwei auf einander folgenden Seiten des Polygons P;, liegen. 

Mit irgend zwei Zahlen p und gq, deren Product gleich n ist, lisst 
sich demnach eine derartige Configuration n, herstellen. Fir p=: 
geht diese Configuration in die vorhergehende tiber. 

Die Configurationen, bei welchen jeder Punkt in zwei Dreiecken 
vorkommt, sollen erst im sechsten Paragraphen behandelt werden. 


§ 5. 
Die Gruppen von Substitutionen, welche zu den Configurationen mit 
drei und vier Dreiecken gehéren. 


1. Da die Configurationen mit drei und vier Dreiecken denselben 
geometrischen Charakter besitzen, so kénnen sie gemeinsam behandelt 
werden. Jede derselben besteht niimlich aus einem Cyklus von g 
Polygonen von je p Ecken, die einander ein- und umschrieben sind. 

Wir diirfen die Bezeichnung so wiihlen, dass die Polygone 

P,, Py... P, 
resp. die Punkte 
1,2, +++ Dr» 


-+ Pa» 


» Py 
enthalten; ferner kénnen wir noch festsetzen, dass fiir 
t=—1,2,...q—1 
die Seite h;(h-+ 1); des Polygons P; den Punkt (h+-2),4: des Polygons 
P;4; enthalt, d. h. dass : 
hy (h+-1); (h-+ 2):41*) 
auf einer Geraden liegen. Damit ist die Bezeichnung aller Punkte 
fixirt. Nun enthiilt auch jede Seite des Polygons P, je einen Punkt 
von P,, und zwar liisst sich zeigen, dass es stets einen festen Werth 
r giebt, so dass fiir jeden Werth von h die Punkte 
ha(h+1), (h+2+9), 
auf einer Geraden liegen. Dabei kann yr alle Werthe von 1 bis p 
annehmen. 
2. Niimlich die Configuration gestattet eine Substitution, welche 
jedes der Polygone P; in sich iiberfiihrt. Setzen wir 


*) Die Zahlen h,h-+1... kommen hier und im Folgenden nur in Bezug 
auf mod. p in Frage. 
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PO == (1,2; 3;... p), 

so ist 
P= Pf’ Pp”... Pi 

diese Substitution. Sie fiihrt die Seiten 1, 2,, 2,3,... des Polygons 
P, in einander iiber, also auch die dritten Punkte derselben. Diese 
Punkte sind aber Punkte des Polygons P,, und es geht jeder Punkt 
h, in (h+1), tiber. Enthilt nun die Seite 1,2, den Punkt (5+-r), 
so enthilt auch die Seite 2, 3, den Punkt (4+-r), ..., womit die obige 
Behauptung bewiesen ist. 

3. Die Configuration liisst zweitens auch solche Substitutionen zu, 
welche’ die Polygone P; eyklisch in einander iiberfiihren. Sei R die- 
jenige, welche fiir 

1, 2, 3,...D, 
resp. 

1, 2,3, ..- Me 
setzt. Da die dritten Punkte der Polygonseiten von P, in diejenigen 
der entsprechenden Seiten von P, iibergehen, so wird durch R& all- 
gemein 

1,2;...p¢ im Vyas Qigy..- pigs 

und schliesslich 


1,2,.--p, im (1+7r), (2+7),--. (p+), 
tibergefiihrt. Daraus folgt, dass die Substitution R der Gruppe der 
Configuration angehért. 

4. Bezeichnen wir jetzt das Product der Substitutionen P und R 
durch S, so lisst S auf 1, 2, folgen, allgemein auf hj(h-+-1)i41 und 
auf h, (h-+-r-+-1),, und daraus folgt, dass je zwei auf einander folgende 
Punkte von S verbundene Punkte sind. Die Substitution S kann in 
mehrere Cyklen zerfallen; sei S’ derjenige, welcher mit 1, beginnt, 
so ist 

S = (1, 2, 3;...q(a+r+)), --.)- 

Wenn nun 6 der grésste gemeinsame Theiler von p und g + + ist, 
so zerfallt die Substitution S in 6 Cyklen S® von je s Punkten, und 
zwar so, dass S® mit 7, beginnt; es ist also 

S = §’S”... 8. 
Nun bilden die Punkte eines jeden Cyklus S“ ein geschlossenes Polygon 
S; und es ist leicht zu sehen, dass das Polygon S;_; dem Polygon 8S; 
genau so eingeschrieben ist, wie das Polygon P;,, dem Polygon P;. 
Die Polygone 8S; bilden daher einen Cyklus von 6 Polygonen von je s 
Seiten, welche einander ebenso ein- und umschrieben sind, wie die Poly- 
gone P;. Die Substitution S fiihrt jedes dieser Polygone in sich iiber. 

5. Multipliciren wir die Substitution P mit S, so erhalten wir 


eine Substitution 
T = PS, 
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welche auf 1, 3,, allgemein auf h; (h-+4+-2);4: und auf h, (kh+r+2), 
folgen liisst. Auch sie hat daher die Eigenschaft, dass je zwei auf 
einander folgende Punkte verbunden sind. Ist wieder 7” derjenige 
Cyklus von 7’, welcher mit 1, beginnt, so ist 
LT’ = (1, 3, 5... (2g —1), (2a+7r+1), -.-); 
und wenn nun t der grésste gemeinsame Theiler von p und 2q + r 
ist, so zerfallt 7’ in + Cyklen 7’ von je ¢ Punkten, so dass 7’ mit 
i, beginnt, und es ist 
L=T'T"...T. 

Die Punkte eines jeden Cyklus 7’ bilden wieder ein geschlossenes 
Polygon 7; und das Polygon 7; ist wiederum dem Polygon 7;_; ein- 
geschrieben; d. h. die Polygone T; bilden einen Cyklus von t Polygonen 
von je t Seiten, welche einander cbenso ein- und umgeschrieben sind, 
wie die Polygone P;. Die Substitution 7 fiihrt jedes dieser Polygone 
in sich iiber. 

Jede dieser Configurationen lisst sich demnach auf drei Arten als 
Cyklus von einander ein- und umschriebenen Polygonen auffassen. 

6. Da 

PS = SP, 


PT =TP 
ST=TS 


also auch 


und 


ist, so folgt noch, dass bei allen betrachteten Substitutionen jeder der 
drei Polygoneyklen in sich selbst tibergeht, was ja auch geometrisch 
evident ist. Merner repriisentiren die Substitutionen 


P«Se 


gwQ t,...¢—1, SG h,...2—1 


solche 6s=™m Substitutionen der Gruppe, welche auf 1, jeden beliebigen 
andern Configurationspunkt folgen lassen. 

7. Die Gruppe enthiilt héchstens 6” Substitutionen. Bleiben 
nimlich zwei Punkte, z. B. 1, und 2, fest, so bleibt auch 3, fest, 
und da in allen Fallen iiber mindestens zwei Strecken der Geraden 
1, 2, 3, nur ein Dreieck steht, so folgt leicht, dass alsdann alle Punkte 
fest bleiben. Wenn dagegen nur 1, unveriindert bleibt, so kann fiir 
2, nur einer der sechs mit 1, verbundenen Punkte substituirt werden; 
d. h. die Gruppe enthiilt hichstens 6n Substitutionen. (Vgl. jedoch § 5, 10). 

Jedes der Polygone P,, S,, 7; enthilt zwei mit 1, verbundene 
Punkte. Nun folgt aber aus den Betrachtungen des vorigen Para- 
graphen, dass sich die sdimmtlichen Punkte der Configuration aus zwei 
verbundenen Punkten auf cine cindeutig bestimmte Weise erzeugen lassen, 
und daraus folgt, dass bei jeder Substitution, die 1, unveriindert lisst, 
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die Polygone P,, S,, 7, und iiberhaupt die Cyklen der Polygone 
P,, 8;, T; irgendwie in einander iibergehen miissen. 

Sind daher die Zahlen p, s, t stimmilich von einander verschieden, 
so besteht die Gruppe aus n Substutitionen, niimlich den Substitutionen 
Pe 88. 

8. Sind zwei dieser Zahlen einander gleich, so diirfen wir, da 
die drei Polygoncyklen gleiche Bedeutung fiir die Configuration haben, 
die Festsetzung treffen, dass s und ¢ diese Zahlen sind. In diesem 
Fall haben p, g-+,r und 2g+r, d. h. aber p, g und ¢r denselben 
gemeinsamen Theiler. Soll alsdann die Gruppe eine Substitution ge- 
statten, welche 1, unveriindert lisst, so muss dieselbe die Polygone 
P; in sich iiberfiihren, dagegen das Polygon S, mit dem Polygon 7’, 
und allgemein jedes Polygon S; mit einem Polygon 7), vertauschen. 

Durch diese Substitution geht das Polygon P, so in sich tiber, dass 
je zwei Punkte h, und &, fiir einander eintreten, fiir welche 


h, + k, =2 mod. p 


ist, und daraus folgt, dass sich allgemein von den Punkteu des Poly- 
gous P; je zwei Punkte h; und k; vertauschen, fiir welche 


hy -L k; = 3% — 1 mod. p 


ist. Andrerseits miissen auch die Elemente des Cyklus S’ und die 
entsprechenden des Cyklus Z” in einander iibergehen; d. h. die Punkte 


(q+r+1), (2qg+2r+1), . 
(2g+r+1), (2¢+2r+1),.. 


werden fiir einander substituirt. Wenn wir dies mit der eben gefun- 
denen Bedingung vergleichen, so folgt, dass 


3q + 2r = 0 mod. p 


und 


sein muss. Ist diese Bedingung erfiillt, so gehen aber auch wirklich 
nicht allein S, und 7, sondern auch je zwei Polygone S; und 7), in 
einander iiber, und zwar, da S; dem Polygon S;4,; eingeschrieben und 
T; dem Polygon 74: umschrieben ist, je zwei fiir welche 


i+ h=2 mod. 6 
ist. D. h. 

Wenn die Zahlen p, q, r denselben grissten gemeinsamen Theiler 
haben, und iiberdies 3q +- 2r durch p theilbar ist, so besteht die Gruppe 
aus 2 Substitutionen. Sie ist definirt durch die Substitutionen P, S, T, 
sowie durch eine Substitution U, welche 1, wngedndert liisst, wnd je 
zwei Punkte h; und k; mit einander vertauscht, fiir welche 

h: + ki = 3% — 1 mod. p 
ist. 
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9. Soll die Gruppe noch andere Substitutionen enthalten, so muss 
p=s=t, also p=—q und r=0O sein. Eine derartige Gruppe ent- 
hilt 6” Substitutionen; sie enthilt ausser der vorstehenden Substitution 
U auch noch solche Substitutionen, welche das Polygon P, in 8, und 
allgemein jedes Polygon P; in S, tiberfiihrt, wenn 

i+ h=2 mod. p 
ist. Eine Substitution V, welche dies leistet und gleichzeitig 1, un- 
veriindert liisst, ist leicht aufzustellen. Wir bilden dazu die beiden 
quadratischen Schemata 


1, 2, 3)... mys 1, 2, 3, ..- Bp» 
a, 4,6,...%,, Pp, 1, 25 ...(p—1)p, 
7, : 4;, und (p—1), p, 1, ...(p— 2), 


(p — 1)p Pp lp .-- (p — 2)p By BG «2 Tg 
von denen die Horizontalzeilen des ersten die Polygone 
FP, Be vos & 
und die des zweiten die Polygone 
8,, & ... 8, 
repriisentiren, wiihrend gleichzeitig die Verticalzeilen des ersten die 
Polygone 


a ae 
und die des zweiten die Polygone 

Fi, Fe +s & 
darstellen. Daraus folgt, dass diejenige Substitution V, welche fiir 
jeden Punkt des ersten Schemas den entsprechenden des zweiten setzt, 


der Gruppe angehért. 
Die Substitution V ersetzt die Punkte 


hy (2 +h). (4+ bh), ... (2it h)int 
durch die Punkte 
Ia(h — 1), (h — 2), vee (h ont t)a 
und hieraus ergiebt sich, dass je drei Punkte 
(2+ har, (h—t), (8 — 2h — dpa 

eyklisch fiir einander substituirt werden. Die Substitution V <zerfdllt 
daher in lauter Cyklen von drei Punkten und fiihrt die Polygone P; in 
die Polygone S,, diese in die Polygone T; und die Polygone T; wieder 
in die Polygone P; iiber. Also folgt: 

Wenn p=q und r=0 ist, so besteht die Gruppe aus 6% Sub- 
stitutionen, und ist durch die Substitutionen P,S, IT, U, V vollstindig 
definirt. Die sugehirige Configuration lisst sich auf drei Arten als 
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ein Cyklus von p Polygonen von je p Ecken auffassen, die einander 
cyklisch so ein- und wmgeschrieben sind, dass je zwei auf einander 
folgende Ecken des eingeschriebenen Polygons auf zwei auf einander 
folgenden Seiten des umschriebenen Polygons liegen. 

Derartige Configurationen existiren daher nur, wenn » eine Quadrat- 
zahl ist. Die nebenstehende Figur 2 zeigt eine derartige Configuration, 
niimlich die Configuration 16, mit 96 Substitutionen. 


Fig. 2. 


Die drei Cyklen von Vierecken sind 
2, 3, 4, 2, 3, 4, ii 
2, 3, 4 3, 4, 1, ‘ 
2, 35 45 3, 4, 1, 2, 3, 
1.2 3, 4 12,3, 4,2%4 
Thnen edisinies die drei thane 2, 2a, 2b. 


10. Um eine Anwendung der vor- 
stehenden Resultate zu geben, wollen 
wir die Frage behandeln, worin die 
gruppentheoretische Verschiedenheit der 
beiden Configurationen 9, begriindet ist. 
Jede dieser beiden Configurationen wird 
bekanntlich von drei Dreiecken 

1,2,3, 1,2,3, 1; 2; 3, 
gebildet, die einander cyklisch ein- 
beschrieben sind. Bei derjenigen Con- 
figuration 9, (Fig. 3), deren Gruppe aus 9 Substitutionen besteht, 
ist r—=-+1; es ist also zwar s=¢, aber da 3q + 2r nicht durch 


1, 
1, 
1, 


Fig. 3. 
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p = 3 theilbar ist, so enthiilt die Gruppe nur 9 Substitutionen. Ent- 
sprechend den Substitutionen S und 7’ kann die Configuration auf 
zwei Arten als sich selbst ein- und umschriebenes Neuneck angesehen 
werden ; bei dem einen liegen die Punkte i, i4+-1, i+ 3 auf einer 
Geraden, bei dem andern dagegen sind es die Punkte i, i+1, i+6. 

Die zweite Configuration 9, (Fig. 4) 
entspricht dem Fall p = q, r=O; ihre 
Gruppe enthilt daher jedenfalls die Sub- 
stitutionen U und V. Zu ihnen kommt 
hier noch eine Substitution W, welche 
die beiden Punkte 1, und 2, also auch 
3, ungeiindert liisst, dagegen die Spitzen 
je zweier Dreiecke vertauscht, welche 
tiber derselben Strecke der Geraden 
1, 2, 3, stehen; diese ist 


W = (1, 2.) (13 23) (3; 33). 





Andere Substitutionen, welche 1, un- 
verindert lassen, kann die Gruppe nicht 
enthalten. Es folgt daher: 

Die Gruppe der durch zwei dreifach perspectivische Dreiecke ge- 
bildeten Configuration 9, enthdlt 108 Substitutionen wnd ist durch die 
Substitutionen P, S, T, U, V, W vollstindig bestimmt. 


Fig, 4. 


§ 6. 
Die aus Cyklen von Polygonen bestehenden Configurationen »,. 


1. Die im Vorstehenden betrachteten Configurationen lassen sich 
simmtlich als Cyklen von Polygonen auffassen, die einander ein- und 
umgeschrieben sind. Die einzige Configuration, von welcher diese 
Kigenschaft bisher nicht ausdriicklich hervorgehoben wurde, ist die 
Desargues’sche Configuration 10,; aber auch sie lisst sich bekanntlich 
in zwei Fiinfecke zerlegen, die sich wechselseitig ein- und um- 
geschrieben sind*). Dies legt die Frage nahe, ob die vorstehenden 
Configurationen alle regelmiissigen Configurationen erschépfen, die aus 
derartigen Cyklen von Polygonen bestehen, oder ob es noch andere 
giebt. Es wird sich zeigen, dass das letztere der Fall ist. 

2. Die Polygone, deren Cyklus eine regelmiissige Configuration n, 
bildet, mégen von nun an durch 


Pa, By, By. B 


*) Dies scheint zuerst von Herrn 8. Kantor bemerkt worden zu sein, a. a. O. 
8. 1292 und 1295, 
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bezeichnet werden; jedes derselben enthalte p+ 1 Ecken, so dass 
n =(p-+ 1) (q+ 1) ist. Das Polygon P; sei dem Polygon P;., um- 
geschrieben. Ferner sollen die Punkte des Polygons P; durch 

0; 1, 2; eee Di 
bezeichnet werden, 

Durch $ soll eine Substitution der Gruppe bezeichnet werden, 
welche das Polygon P,, also auch jedes Polygon P; in sich iiberfiihrt; 
und durch © eine Substitution, welche die Polygone cyklisch mit ein- 
ander vertauscht. Die Punkte von P, sind 

' Oy 1525 --» Poe 

Wir setzen nunmehr fest, dass unter © diejenige Substitution ver- 
standen werden soll, welche auf 0, den auf 0,1, liegenden Punkt 0, 
folgen lisst; alsdann sind je zwei Punkte des Cyklus von ©, der mit 
0, beginnt, verbundene Punkte. Auf den Punkt 0, folgt daher ein 
mit ihm verbundener Punkt von P,; er heisse 0,, und diejenige Gerade 
von P,, welche 0, enthiilt, heisse 0,1,. Damit ist die Bezeichnung 
der siimmtlichen Punkte von P, fixirt. 

Gemiiss dieser Festsetzung geht die Gerade 0,0, in 0,0, iiber, 
also gehen auch die dritten Punkte, d. h. 1, in 1, tiber; und daraus 
folgt, dass die Substitution © die Punkte 

Qgly ..- Mp resp. in 0O,1,...p, 
iiberfiihrt. Nun sei 0, derjenige mit 0, verbundene Punkt von P,, 


welchen © fiir 0, substituirt, so nennen wir diejenige Seite von P,, 
auf welcher 0, liegt, wieder 0,1,; alsdann geht auch 1, in 1, iiber 
u. s. W. ...3; Wir kénnen daher die Bezeichnung so treffen, dass © 
die Punkte 


a pi resp. in Ov4, lyst, oe ey Pitt 
iiberfiihrt. Dies gilt fiir alle Zahlen i= 0, 1,...,q@—- 1, und damit 
ist die Bezeichnung aller Punkte der Configuration fixirt. 

Ist nun J, derjenige Punkt von P,, welcher auf 1,2, liegt, so 
folgt aus der Regelmiissigkeit der Configuration, dass die Seiten von 
P, der Reihe nach die Punkte 

01,4, 20, ..- pl,*) 
enthalten. Da jeder Punkt h; in hj4, iibergeht, so folgt weiter, dass 
auch die Seiten des Polygons P; die Punkte 


Orns Liga 2 lias eee plizs 
enthalten; dies gilt wieder fir i=0,1,2...q—L. 
Da P, ein wirkliches Polygon von p+ 1 Ecken sein soll, so 
ergiebt sich als erste Bedingung, dass / relativ prim zu p+ 1 ist. 
*) Zur Abkiirzung ist 21,... pl, statt (27),...(pl); geschrieben worden; 
analog im Folgenden. 
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3. Die Substitution © fiihrt das Polygon P, so in P, iiber, dass 
fir 0, ein mit 0, verbundener Punkt tritt; dieser Punkt heisse ry. 
Nun kénnen zwei verschiedene Fille eintreten. Niimlich das Polygon 


P Oy 1g 2g - ++ Do 
kann entweder in 


ro(r¥ + 1)o (7 +2)y --- (1+ Do 
ro(r7 — 1)o (7 — 2) --- (7 — D)o 


oder in 


iibergehen. 
Im ersten Fall ersetzt die Substitution © jeden Punkt h, durch 
(r +h). Nun miissen aber auch die dritten Punkte der Seiten von 
P, in die dritten Punkte der entsprechenden Seiten von P, iibergehen; 
d. h. die Punkte 
%, T+), +20)... resp.in rl,, (97 +1)4, @ +2)),.... 
Andererseits wissen wir bereits, dass jeder Punkt h, in h, iibergeht, 
und daraus folgt als zweite Bedingung, dass 
r=rl mod p+1 
oder 
r(l— 1) = 0 mod. p+ 1 
ist. 
Im zweiten Fall dagegen ersetzt © jeden Punkt h, durch (r—h),. 
Da auch hier die dritten Punkte der Seiten von P, in die entsprechenden 
von P, itibergehen, d. h. 
%, (r+), (r4+2),... resp.in (r—1)1,, (r—2)1,, (r—S3)1,..., 
so folgt, dass in diesem Fall sich die Bedingung 


r+l=rilmod. p+1 
(ry —1)(1— 1)=1 mod. p+ 1 


oder 


ergiebt. 

Die beiden verschiedenen Gattungen von Configurationen sollen 
als Configurationen erster Art resp. Configurationen zweiter Art be- 
zeichnet_ werden. 

4. Unter der Substitution $$, welche jedes Polygon P; in sich 
iiberfiihrt, mége nunmehr diejenige verstanden werden, welche den 
Cyklus 

P = (0) 19 25 «+ Mo) 
enthilt. Da die dritten Punkte der Seiten von P, auch in einander 
iibergehen, so enthilt P ferner den Cyklus 

P’ = (0, 1, 21, ... pl); 
es geht also jede Seite h,(h-+1), in (h+ 1), (kh +1-+ 1), iiber. 
Die dritten Punkte dieser Seiten sind resp. hl, und (hl + /*),; auf 
diese Weise weiter schliessend finden wir, dass derjenige Cyklus von $f, 
welcher P; in sich tiberfiihrt, 
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PO = (0,1; 217... pl’) 
ist. Dies gilt auch noch fiir das Polygon P,. Es miissen aber auch 
die dritten Punkte der Seiten von P, in einander iibergehen. Dies 


sind aber die Punkte von P,; d. h. die Punkte von P, miissen durch 
den Cyklus 


(ror bi), (r+ 21), «2. + pl),) 
in einander tibergehen. Dieser Cyklus muss aber mit dem Cyklus P 
iibereinstimmen, und daraus folgt, als letzte Bedingung, dass fiir die 
Configurationen erster Art 
it = 1 mod. p+1 
und fiir die Configurationen zweiter Art 
yt? == — 1] mod. p+ 1 
sein muss. 

Sind die gefundenen drei Bedingungen erfiillt, so existiren aber 
auch Configurationen »,, welche aus Cyklen von Polygonen bestehen. 
Denn durch geeignete Multiplication der dann existirenden Substitu- 
tionen $$ und © erhalten wir Substitutionen, welche gestatten, den 
Punkt 0, durch jeden andern Configurationspunkt zu ersetzen. 

5. Wihrend die Substitution 93 fiir beide Arten von Configurationen 
im Wesentlichen die gleiche ist, ist dies fiir die Substitution © nicht 
mehr der Fall. 

Sei S derjenige Cyklus von ©, welcher mit 0, beginnt, so ist 
fir die Configurationen erster Art 

S == (0,0, ... Opro%, ... % 2% -. .) 
Wenn nun 6 der griésste gemeinsame Theiler von r und p + 1 ist, 
so zerfallt © in 6 Cyklen 
SS’'S” ...8© 


von je s Punkten, und zwar bilden die Punkte von S ein geschlossenes 
Polygon S, von s Punkten, wihrend die Punkte der andern Cyklen 


im Allgemeinen keine solchen Polygone reprisentiren. 
Wir bilden wieder die Substitution {, welche durch die Gleichung 
tz = S - R-1 
definirt ist. Der Cyklus 7 derselben, welcher 0, enthilt, beginnt mit 
Qo, —|,, (—l—l*), a Al 
und wenn wir allgemein 
I+2P4]23+4..-+]§'= — 14 mod. p+1 


setzen, so ist 


T = (0,4 4,” Yr — 1+ 1), . 
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und wenn nun t der grésste gemeinsame Theiler von r — 1 4+ 1 
und p+ 1 ist, so zerfaillt T in t Cyklen 
Se Ss cosa 
von je ¢ Punkten; die Punkte von 7 bilden wieder ein geschlossenes 
Polygon J, von ¢ Punkten, wiihrend dies fiir die Punkte der Cyklen 
T im Allgemeinen nicht der Fall ist. 
Wegen der Relation 

SP— P'S 
bestimmen die Substitutionen [ und S eine Gruppe von (p+-1)(q-+-1) =n 
Substitutionen; sie sind siimmtlich in der Formel 

pce 
a=(0,1,...¢6—1, B=0,1,...,8s—1 

enthalten. 

6. Wir kénnen wieder die Frage aufwerfen, ob es fir s—=¢# 
Configurationen geben kann, deren Gruppe 2” Substitutionen enthiilt. 
Soll dies der Fall sein, so muss eine Substitution existiren, welche 
0, unveriindert liisst, das Polygon S, in 7, und jedes Polygon P; in 
sich selbst tiberfiihrt. Dabei gehen je zwei Punkte h, und k, des 
Polygons P, in einander iiber, fiir welche 

h+k=0Owmod. p+1 
ist, und daraus folgt, dass sich allgemein je zwei Punkte h; und 4; 
vertauschen, fiir welche 

h+ k=l mod. p+ 1 
ist. Andererseits sollen aber auch die Punkte von S, und 7, in ein- 


ander iibergehen; d. h. 
0;, iy 2r; eee 


i, (ry —1410),, Ar—1 +1), ... 
und dies ist nur méglich, wenn r = 0 ist. Demnach folgt: 


Wenn 1 relativ prim zu p+ 1 ist, und die Zahlen 1 und r den 
Bedingungen 


resp. in 


le+! = 1 mod. p + 1, 
r(l— 1) =O mod. p+ 1 


geniigen , so existirt eine Configuration n, mit transitiver Gruppe, welche 
aus einem Cyklus von q+ 1 Polygonen von je p+ 1 Seiten besteht, 
die einander ein- und umgeschrieben sind. Die Gruppe der Configura- 
tionen enthdlt im Allgemeinen n Substitutionen, ndmlich die Sub- 
stitutionen P* SP. 

Ist r = 0, so enthdlt die Gruppe 2n Substitutionen; sie ist definirt 
durch 38, S, sowie eine Substitution U, welche 0, unverdndert lisst und 
je eweit Punkte h; und k; mit einander vertauscht, fiir welche 
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ht+k=—(+l?+.--+-+15 mod. p+1 


Ist r relativ prim zu p+ 1, so folgt aus der zweiten Bedingungs- 
congruenz 1 — 1=0mod.p-+1; d. h. /= 1; wir erhalten in diesem 
Fall nur die Configurationen des vorigen Paragraphen. Sollen sich 
andere Configurationen ergeben, so muss r und p + 1 einen gemein- 
samen Theiler haben. Ist derselbe 0, und zwar 


r=o0, p+l=—azxd, 
so wird die obige Bedingung ausser durch 1 —1 auch dureh die 


Werthe 


ist. 


l=1+a, 1+22,...,1+(0—1)2 

befriedigt, und jede dieser Zahlen, welche relativ prim zu p + 1 ist, 
und der ersten Congruenz geniigt, liefert eine Configuration der be- 
trachteten Art. 

7. Bei den Configurationen der zweiten Art fiihrt die Substitution 
© die Polygone P; cyklisch so in einander iiber, dass 

0; 1; ~+ + fe Yesp. in Oi44 Liga oe + Pitt 
und 
0, 1,... pg resp. in ry(r —1),...(r — p)y 


iibergeht. Bezeichnen wir den Cyklus von ©, der mit 0, beginnt, 
wieder durch S, so ist demnach 


S == (0,0, ... Op %y 7». - %e) 


~ 


und es folgt, dass allgemein die Substitution © in lauter Cyklen 

SO = (igh... ig(7 — ty (7 — 4)... (1 — Og) 
zerfillt: jeder dieser Cyklen enthilt im Allgemeinen 2q Punkte; zwei 
dieser Cyklen kénnen eventuell aus je q Punkten bestehen. 

In Folge der Gleichung 
SP$=— Y's 
enthilt die Gruppe im Ganzen 2 Substitutionen; ausser den Substitu- 
tionen $$ und © ist fiir sie die Substitution 
U= 62 
charakteristisch, welche aus lauter einfachen Transpositionen besteht, 
und jedes Polygon P; so in sich iiberfiihrt, dass sich je zwei Punkte 
h; und (r —h); 

in demselben vertauschen. Also: 


Wenn 1 relativ prim zu p+ 1 ist und die Zahlen r und | den 
Bedingungen 
Ie+t= —1 mod. p+ 1, 


rl=r-+lmod. p+1 


geniigen, so existirt eine Configuration n, mit transitiver Gruppe, be- 





rungs- 
liesem 
n sich 
-mein- 


ch die 


- 1 ist, 
ler be- 


itution 


eginnt, 


vesteht, 
Punkte 


me, be- 


Regelmiissige Configurationen. 65 


stehend aus einem Cyklus von q+ 1 Polygonen von je p+ 1 Ecken, 
die einander ein- und umgeschrieben sind. Die Ordnung der Gruppe 
ist 2n; die stimmtlichen Substitutionen sind in der Formel 
Be Se 
a=(0,1,...,p, B=O0,1,... 2¢+1 
enthalten. 

Das einfachste Beispiel einer solchen Configuration ist die Desar- 
gues’sche Configuration 10,; sie entspricht dem speciellen Fall von 
zwei Fiinfecken und den Werthen 1 = 3, r= 4. Ein anderes Beispiel 
ist die Configuration 21,, welche aus drei Siebenecken besteht und 
den Werthen 1 = 3, r =—5 entspricht. Sie ist gleichzeitig diejenige 
Configuration dieser Art, fiir welche, abgesehen von der Configuration 
10,, ~ den kleinsten Werth hat. 

Es existirt keine Configuration dieser Art, welche dem Werth 
r = 0 oder 1 = 1 entspricht. Dagegen giebt es solche Conflgurationen 
fir 1——1; alsdann muss p+ 1 und q-+1 ungerade sein und 
2r=1. Die zu 1 ——1 gehdrigen Configurationen dieser Art sind 
mit den § 5, 8 behandelten Configurationen identisch. 

8. Wie bereits bemerkt, stimmen die vorstehend behandelten 
Configurationen fiir 17—-+1 mit den Configurationen des vorigen 
Paragraphen iiberein. Die zu andern Werthen von 1 gehérigen Con- 
figurationen werden im Allgemeinen keine Configurationsdreiecke ent- 
halten. Sobald g+-1> 3 ist, ist dies unmittelbar evident; wenn 
dagegen g-+ 1 den Werth 2 oder 3 hat, so kénnen Configurations- 
dreiecke auftreten; jeder Punkt einer solechen Configuration kann aber 
héchstens in zwei Dreiecken vorkommen. 

Es soll deshalb zuniichst die in § 1 zuriickgestellte Frage erledigt 
werden, ob es derartige Configurationen geben kann. 

Ks sei wieder 1 ein beliebiger Configurationspunkt, und 

a =11,2,, a,—12,2, a—11' 1” 
seien die drei durch ihn gehenden Geraden. Wenn zuniichst der 
Punkt 1 in zwei Dreiecken vorkommt, so ist dies, wie leicht zu sehen, 
nur so méglich, dass zwei dieser Geraden, z. B. a, und a,, je einen 
Punkt enthalten, welcher mit einem Punkte der dritten Geraden a’ 
verbunden ist; 1, 1’ und 2; 1” sollen die beiden Paare verbundener 
Punkte sein. 

Da iiber jeder Geraden zwei Dreiecke stehen, so steht auch iiber 
22, ein Dreieck; es heisse 22,2’. Der dritte Pankt von 2 2’ sei 2”, 
so folgt leicht, dass a’ = 2 2’ 2” diejenige durch 2 gehende Gerade 
ist, welcher der durch 1 gehenden Geraden a’ = 1 1' 1” entspricht; 
d. h. auch tiber 22” steht ein Dreieck. Ist 3, die Spitze desselben 
und 3 der dritte Punkt von 2 3,, so steht auch iiber 3 3, ein Dreieck. 


Mathematische Annalen. XXXI. 5 
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Nennen wir dasselbe 3 3, 3’, so ist wieder 33’ 3” =a” diejenige 
durch 3 gehende Gerade, welche der Geraden a’ durch 1 ent- 
spricht u. s. w. 

Wenn wir auf diese Weise mit der Construction der Configurations- 
punkte fortfahren, so erhalten wir einen Linienzug 1234..., auf 
den Seiten desselben die Punkte 2, 3,4,..., und durch die Ecken 
desselben die Geraden a’, a", a” .... Der Linienzug 1234... 
muss sich aber schliessen, wenn eine Configuration dieser Art existirt; 
d. h. in der Configuration giebt es ein geschlossenes Polygon, welches 
die Eigenschaft hat, dass itiber jeder Seite desselben zwei Dreiecke 
stehen. Diese Dreiecke sind siimmtlich verschieden von einander. 

Ist m die Anzahl der Ecken des Polygons, so enthiilt dasselbe 
4m Punkte, 4m Geraden und 2m Dreiecke. Die Punkte und Geraden 
kénnen daher nicht simmtlich verschieden von einander sein, sie 
miissen sich vielmehr auf 3m Punkte und 3m Geraden reduciren. 
Nun kénnen aber von den Punkten 123... resp. 1, 2, 3,... keine 
zwei zusammenfallen; deshalb miissen von den Punkten 1’ 2’3’..., 
1” 2” 3”... je zwei zusammenfallen; d. h. die Geraden a’, a’,a’”,... 
bilden ein geschlossenes Polygon von m Ecken, welches dem Polygon 
123... umschrieben ist. 

Von den Seiten des Polygons 123... und den Geraden a’a”a’”... 
kénnen ebenfalls keine zwei zusammenfallen; daher miissen von den 
Geraden, welche von den Punkten 1, 2,3,... ausgehen, je zwei 
identisch sein; d. h. diese Geraden bilden ein dem Polygon 123... 
eingeschriebenes Polygon. 

Die Configuration besteht daher aus drei Polygonen, welche ein- 
ander cyklisch ein- und umgeschrieben sind. 

9. Durch ‘hnliche Betrachtungen wird bewiesen, dass Configu- 
rationen, bei denen jeder Punkt nur in einem Dreieck vorkommt, 
iiberhaupt nicht méglich sind. Es Jasst sich niimlich zunichst wiederum 
zeigen, dass wir durch fortgesetzte Construction von Configurations- 
punkten und Configurationsdreiecken zu einem geschlossenen Polygon 
123..., zu den auf seinen Seiten liegenden Punkten 1, 2, 3, ..., 
sowie zu den durch die Ecken desselben gehenden Geraden a’ a” a’”... 
gelangen. Die sich so ergebende Figur enthilt m Dreiecke; ihre 
Punkte und Geraden miissen sich daher auf je 3m reduciren lassen. 
Dies ist jedoch nicht anders méglich, als dass durch einen der Punkte 
123... oder 1, 2,3,... mehr als drei verschiedene Geraden hin- 
durchgehen. 

10. Das Vorstehende zeigt, dass die Configurationen, welche an 
jedem Punkt zwei Dreiecke enthalten, jedenfalls unter den Configura- 
tionen dieses Paragraphen enthalten sind. Dieselben kénnen Con- 
figurationen erster und zweiter Art sein. Es ist aber noch zu unter- 
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suchen, welche Werthe von / und r derartige Configurationen 
liefern. 

Setzen wir wieder n = 3m, so enthiilt die beziigliche Configuration 
2m Dreiecke. Dieselben gehen bei jeder Substitution der zugehdrigen 
Gruppe in einander iiber. Nun ist die Anzah! der Substitutionen 
mindestens n, es giebt daher Substitutionen, welche ein beliebiges 
Dreieck in sich itiberfiihren, und daraus folgt, dass die Ordnung der 
Gruppe gleich 2n ist. 

Als Configurationen erster Art kénnen daher nur solche auftreten, 
fiir welche r =O ist; umgekehrt hat aber auch jede Configuration 
erster Art, fiir welche ¢g+1—3 und r=0O ist, die Eigenschaft, 
dass jeder ihrer Punkte in zwei Dreiecken vorkommt. Dies ergiebt 
sich unmittelbar, wenn wir — unter Anwendung der friiheren Be- 
zeichnung — die von 0, ausgehenden Geraden betrachten. 


Beispiele hierfiir sind eine Configuration 21, (Fig. 5), welche den 
Werthen p+1—7, 1—4 entspricht, und die Configuration 39,, 
die zu p+1—13, l=—3_ gehiort. 

11. Die Ermittelung der Configurationen zweiter Art ist etwas 
umstiindlicher. Wir betrachten dazu die drei durch den Punkt 1, 
gehenden Geraden; dieselben enthalten ausser 7, die Punkte 

0,1,, (7-1) (@—Dh, © +1) 7h- 
Beachten wir, dass der Fall 7 = -+- 1 auszuschliessen ist, und dass / 
relativ prim zu p + 1 ist, so ergiebt sich sofort, dass die Punkte 


(r—1)) 7 +1) 7 7 — D4, 





68 A. Scuoenrtiss, 


simmtlich getrennt von einander sind. Ferner ist aber auch 0, und 
1, von (yr — 1), und (yr + 1), getrennt; es kénnen daher die Punkte 
0, und 1, nur mit einem der Punkte rl,, (r — 1) 1,, resp., da wegen 
rl=r-+1 auch (r—1)1=r ist, mit einem der Punkte 7,, rj, ver- 
bunden sein. Nun ist 0, mit 0, und 1, verbunden, 1, mit zwei Punkten 
k, und (k + 1),, die so bestimmt sind, dass 

kl=1 mod. p+1 
ist; es ist daher zu priifen, ob y einen der Werthe 

0,1,k, k+1 

annehmen kann. 

Wegen §6,7 ist » = 0 auszuschliessen. Wird in der Congruenz 
rl=r+lmod.p+i1 r—1 gesetzt, so ergiebt sich 1=1-+ /, 
was unmdglich ist. Auch der Werth r—k-+ 1 ist zu verwerfen; 
denn daraus wiirde kl = (r — 1) l=, r folgen, und dies ist, da kl=1 
ist, unmdglich. 

Dagegen ist der Werth , 

rok 


zulissig; aus ihm folgt ki = rl, also 
rl=r+l=1, 
d, h. es ist 0, mit rJ, und 1, mit k, verbunden. 
Wie die letzte Congruenz eine Folge der vorletzten ist, so ist 
auch umgekehrt die vorletzte eine Folge der letzten; es folgt daher, 


dass jede Configuration n, zweiter Art, welche aus drei einander ein- 
und umschriebenen Polygonen besteht, und der Bedingung r+1=1 
geniigt, 2n Dreiecke enthilt. 

Ein Beispiel hierfiir ist die oben erwihnte (§ 6, 7) Configuration 
21,, welche den Werthen 1 =3, r=5 entspricht. Diese Configuration 
ist .tibrigens mit der eben erwihnten Configuration erster Art 21, 
(§ 6, 10) identisch. Bezeichnen wir in Fig. 5 die Punkte 


0, 1, 2, 3, 4, Dy 6,, 0, 1, 2, By 4, 5» 6, 

OC 4321, 4°5" 6" 0" 1” 2” 3", 
so erhalten wir diejenige Benennung der 21 Punkte, welche die Figur 
in die Configuration zweiter Art iiberfiihrt. 

12. Die Configuration 21, ist nicht die einzige Configuration, 
welche sich sowohl als Configuration erster Art, wie als Configuration 
zweiter Art auffassen liisst; es existirt vielmehr unter den Configurationen 
m, mit 2n Dreiecken eine ganze Classe, welcher diese Eigenschaft 
zukommt. 

Sei niimlich », = (3m), eine Configuration erster Art mit 2n 
Dreiecken , also 


resp. durch 


p+i=m, F=1 mod p+, 
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so ist auch 


(— I= — 1 mod. p+ 1, 


d. h. es existirt auch eine Configuration », zweiter Art, welche aus 
drei einander ein- und umschriebenen m-ecken besteht. Nun ist 
8 —1=(0— 1) (1? +141) =0 mod, p+ 1. 
Wenn daher 7 — 1 relativ prim zu p+ 1 ist, so ist 
22 -+1-+1=0 mod. p+. 
Ersetzen wir nun — 1 durch l’, so folgt 
(1 — Ul’) =1 mod.p+ 1 


und wenn noch 
1-—l’=r 
gesetzt wird, so ergiebt sich 
r+-V=rl’'=1, 
d. h. die Configuration », erster Art lisst sich auch als eine Con- 
figuration zweiter Art auffassen. 

Es wiire von Interesse, zu untersuchen, ob es auch fiir andere 
Werthe von q-+- 1 Configurationen giebt, welche gleichzeitig als Con- 
figurationen erster und zweiter Art betrachtet werden kénnen. Es ist 
evident, dass dies nur fiir ungerade Werthe von g+41 der Fall 
sein kann. 


Gottingen, October 1887. 





Ueber die Euler’sche g-Function. 
Von 


kK. Buscus in Bergedorf bei Hamburg. 


Die Gauss’sche Gleichung 


(1) Zz y (x) =m (m==0, mod, x), 


enthilt bekanntlich eine charakteristische Eigenschaft der Function 
(x), welche die Anzahl der zu 2 theilerfremden Zablen angiebt, die 
kleiner als x sind. Diese Eigenschaft liisst sich als besonderer Fall 
einer allgemeineren darstellen in folgender Weise. 

Wenn die Gleichungen (1) fiir m = 1, 2,..., v summirt werden, 
so ergiebt sich 


2) Dow -[Z]— 2 


2=1 


denn die Zahl x tritt [= | mal als Theiler der Zahlen 1,2...¥ auf, 


wenn mit [a]<a die grésste in « enthaltene ganze Zahl bezeichnet wird. 

Setzt man in (2) einmal y=n-+n' +n" +.---, dann v=yn, 
vy=wm,... und subtrahirt die letzteren Gleichungen von der ersten, 
so findet man 


pees -2-E-) 


z2=1 
=F (ntn'+--) cy ; (n?+ n'2-+-.. )= Dian 
wo die Summation rechts iiber alle Producte aus je zwei Zahlen n 2 
erstrecken ist. Nun ist, wenn mit 
R(a) = a — [a] <1 


der positive Bruchrest von @ bezeichnet wird ,*) 


*) Ich wiihle die Bezeichnung §(a), weil Herr Kronecker mit R(«) den 
absolut kleinsten Bruchrest bezeichnet. 





inction 
bt, die 
er Kall 


verden, 


v auf, 


at wird. 
v=, 
ersten, 


en md Zu 


R(«) den 


Ueber die Euler’sche p-Function. 


pets] [2]_[x]--—[a(2) + a2) +) 
so dass folgende Gleichung besteht: 
(3) > o(a)-[n(*) + v(2)+ ---] = Sinn. 
a=1 


Diese Gleichung enthilt das Gauss’sche Theorem und andere 
Kigenschaften der g-Function ‘als specielle Fille. 
Setzt man z. B. n= n' =n" =—---=—1, so kommt man, wenn 


vy die Anzahl der Zahlen » ist, nach Addition von (1) - aleene 


wieder zu der Gleichung (2). Fiir 0 =n” =.--=~m hat man 


(4) > (a) {» RK (“)| - 29) ne 


Setzt man hierin v — 1 statt » und subtrahirt die entstehende Glei- 


chung, so folgt 


Ddow-(v RZ) —[eRG)— 2 (Z)))= (v—1)n’. 


Der Coefficient von (x) ist = 0 oder = 1, je nachdem 


an (¥ . R()) S oder < h (5) 


R(v- x (= ))= a 2") 
ist, so ist also 
(6) > P(e) = (v1) +0 


wenn x alle Werthe annimmt, welche die Bedingung 
K(*)>xnC* 
erfiillen. Die Zahlen « >m, welche der Bedingung geniigen, sind 
offenbar diejenigen Theiler der Zahlen (vy —1)n-+-1, (v—1)n+ 2,...,., 
welche grésser als sind, Fiir n= 1 geht (6) in die Gauss’sche 
Gleichung (1) itiber, wenn man g(1l)=—1 addirt, denn nur wenn 
os : 1 (v 

v = 0 (mod, 2), ist => a (=). 

Vertauscht man in (4) v und » mit einander und subtrahirt die 
entstandene Gleichung von (4), so erhiilt man 


Dec ([+ i] -[oe Gy) =. 
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Nun ist wegen (5) 


of® aie nf @) oof? 
[» Mz (*)| _— [ n n(%)| = 9K (=) n x(* ), 
da rechts die beiden Bruchreste sich fortheben, folglich, wenn durch 
vy.” dividirt wird, 


(7) > (x) G R €)- ~x(= ))- 2% . 


Sind in (3) nur die zwei Zahlen » und m’ von Null verschieden, 
so liisst sich diese Gleichung in anderer Weise schreiben. In diesem 


Falle ist naimlich 
[m (*)+ R ¢ )| = 0 oder = 1, 


und es liisst sich leicht eine Bedingung dafiir aufstellen, wann der 
eine, waun der andere Fall eintritt. Man nenne @ den gréssten gemein- 
schaftlichen Theiler von » und »’ und setze: 
maar 3, nord. 
: y 4 
Sind dann % ~ und = LS 7 zwei auf einander folgende Briiche der 


2 r’—1 


r—i1 1 
--—— und =, —::- -—, So dass 
; 7. a = 


, 1 2 
Reihen —, - 
r r 


89-9" 3 3 
r rrr Sr’ # 


(a. h. kleiner als die kleinste der Zahlen : und 7), 


so liegt zwischen y und ¥ ein und nur ein Bruch mit dem Nenner 
y+ +’; es ist naimlich 
petit <! 
und die positiven Differenzen 
ey 2. Sw ot ate. Ste 
r+r r at-td r a r(r+r') 


- 
sind beide kleiner als om ON Zwischen % und y+! und zwischen 


r-+r r r 


Y’ und ¥F* liegt offenbar mindestens je ein Bruch mit dem Nenner 


Yr 
r-+-+’. Das Intervall von 0 bis 1 zerfillt hiernach in 2(r-+/’—1) 
Theilintervalle, deren jedes einerseits von einem Bruche mit dem 
Nenner r + 7’, andererseits von einem Bruche mit einem der Nenner 


r oder x begrenzt wird. Wenn nun i (2) die Bedingung 


yt+y—1 => é y y 
t+r. <S x(3)<4, r 
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erfiillt, d. h. wenn (2) in einem Theilintervall liegt, welches mit 
einem Bruche des Nenners r + r’ anfingt, so ist 


[et*)ayty—1, (PJay-1, [Play—-1, 


also der Coefficient von g(x), niimlich 
(+0 (C2 )] = [ee] — [22] [Ja 


: ae — , : 
Liegt dagegen X (=) in einem mit einem Bruche des Nenners r +7 


schliessenden Intervall, ist also z. B. 


y —1 Y =f yty’ 
ee se ren(t)< t+? 


so ist 
(r+r)d P ro rd ’ 
[SS Jesty—1 [Fl-» [Plev-1, 
mithin der Coefficient von p(x) gleich Null. Es ist folglich 


8) Dowear.r-#, 


wenn x alle Werthe annimmt, welche die Bedingungen 


g+9 —1 = n(2)< y, ¥ (y=1,2...7, y =1,2...7') 


, 


r+r 


erfiillen. Wir hatten vorausgesetzt, dass 4, 4 zwei auf einander 
folgende Briiche der Nenner ry und + wiren; diese Voraussetzung 


braucht der Bedingung nicht hinzugefiigt zu werden, denn dieselbe 
wird offenbar sicher nicht erfiillt, wenn zwischen ¥ und , noch ein 


Bruch des Nenners r oder r’ liegt. Die Gleichung (8) gilt, beiliufig 
bemerkt, in genau derselben Form, wenn-r und #’ nicht relativ prim 
sind, Fir d=n, r =1, r—v — 1 geht (8) tiber in 


Sow =@—1)- 
vz n(*) <4 (y=1,2,...v—1). 


Es ist nicht schwer nachzuweisen, dass die Bedingung dieser Gleichung 
mit der Bedingung von Gleichung (6) congruirt. Insbesondere ist fiir 
m= 1 nur dann 

9s: = = 

vy Se < y—1? 
oder ~ 

y—l<cawycy, 
wenn 2 ein Theiler von v ist, so dass auch aus (8) durch Specialisirung 
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wieder das Gauss’sche Theorem erhalten wird. Fiir r= 7’ = 1, d= 


Dow=w, 


wenn x alle Zahlen durchliiuft, fiir welche der Bruchrest von ™ S : ist. 


ergiebt sich aus (8): 
Es ist 


Durch andere Specialisirungen der willkiirlichen Zahlen n,n’... kann 
man aus der Gleichung (3) andere und andere Kigenschaften der Func- 
tion @ ableiten, die aber, soweit ich sie untersucht habe, kein beson- 
deres Interesse beanspruchen kénnen. 


Bergedorf, im August 1887. 





Ueber algebraische Beziehungen zwischen den Fundamental- 
integralen und deren Ableitungen fiir eine irreductible lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


Von 


Leo Korniaspercer in Heidelberg. 


In meinen ,,algebraischen Untersuchungen aus der Theorie der 
Differentialgleichungen“ habe ich nachgewiesen, dass fiir eine irreductible 
lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung nie eine alge- 
braische Beziehung zwischen zwei Fundamentalintegralen derselben 
bestehen darf, und in einer in den Mathematischen Annalen erscheinen- 
den Arbeit wird diese Frage fiir beliebige algebraische Differential- 
gleichungen beliebiger Ordnung erdrtert. Schwieriger ist die Frage, 
ob fiir irreductible Differentialgleichungen zwischen den _particuliiren 
Integralen und deren Ableitungen algebraische Relationen bestehen 
kénnen und welcher Natur dieselben sind, und in der vorliegenden 
Arbeit soll die Antwort hierauf fiir lineare homogene Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung gegeben werden. 

Sei zuniichst die irreductible lineare homogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung in der Normalform 
(1) y =f(@)-y 
vorgelegt, worin /(x) eine algebraische Function bedeutet, und unter- 
suchen wir zuerst, ob fiir eine solche Differentialgleichung zwischen 
zwei Fundamentalintegralen derselben, der Ableitung eines dieser 
Integrale und der unabhiingigen Variabeln eine algebraische Beziehung 
(2) Y= @(%, Yy, Yo) 
bestehen kann. 

Bringt man (2) auf die Form 
(3) Y, = Q2(%,%5%)> 
so dass nach (1) 

(4) te = et en + Bln 
wird, dann ergiebt sich durch Kinsetzen der Ausdriicke (3) und (4) 
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in die bekannte fiir irgend zwei particuliire Integrale stattfindende 
Relation 

(5) WY. — Yo = 4, 

worin @ eine bestimmte Constante bedeutet, 


. OQ en. , @2Q ¢ , , 
6) n(GGet sew + gy (On) — WG nw’) =a; 


da aber die Differentialgleichung (1) als irreductibel vorausgesetzt wurde, 
also y, nicht schon einer algebraischen Differentialgleichung erster 
Ordnung geniigen darf, so wird (6) eine in 2@, y,, y; identische 
Gleichung sein miissen, und also auch bestehen bleiben, wenn man 
statt y, irgend ein Integral y, der Differentialgleichung (1) setzt. 
Dann uimmt aber (6) die Form an 
aQ (a, ’ ‘) , ‘ , 
i = at — m, 2(%,%, m1) = 4, 

oder es findet, wenn 

N. = Q(x, m1, 21) 
gesetzt wird, die Beziehung statt 

M2 — 2 = 4, 
oder endlich noch anders ausgesprochen, es ist, weun uw, und pw, will- 
kiirliche Constanten bedeuten, der Ausdruck 
(7) No = Q(@, Wy YA Yes HY: Heo) 
ein Integral der Differentialgleichung erster Ordnung 


(8) (114) + 242) vi — (419) + Heyyy = a. 

Nun ist aber das allgemeine Integral der Differentialgleichung (8) 
offenbar in der Form 
(9) = MY, + My, 
enthalten, wenn m,, m,, 4, # durch die Gleichung mit einander ver- 
bunden sind, 


(10) 4m, — MU, = 1, 
da mit Beriicksichtigung von (10) 


(8, Ya Yo) (0, Yy' mg 42’) — (4, Ys’ — He Yo’) (mM, Y, + MY) = 
folgt, und eine der Constanten m, oder m, beliebig bleibt; es wird 
daher, da y, ein Integral der Differentialgleichung (8) ist, 4, in der 
Form m,y, + m,Y., worn “,m, — m,u, = 1 ist, enthalten sein, und 
wir finden somit, 

dass, wenn zwischen zwei Fundamentalintegralen y, und y, einer 
linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung (1) 
und der Ableitung eines derselben eine algebraische Beziehung 
besteht, diese erhalten bleibt, wenn man das eine Fundamental- 
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integral nebst seiner Ableitung durch ein beliebiges Integral 
4,4, + Uo Yo ersetet, wihrend man fiir das andere Fundamental- 
integral ein Integral der Form 


“m—* 


of +r Yo oder —— Y +- My Yo 


mY; 
substituirt, worin m, resp. m, eine satis Function von w, 
und w, darstellt. 
Setzt man in (3) mw, y, statt y,, also m, y, +> y, statt y,, so folgt 
1 
mit Hiilfe von (3) selbst 


1 ’ 1 ° 
(11) my, + m 22 = Qa, Wy Ys, bY) = MY, + ra Q(%, 91,41’), 


und da die Differentialgleichung (1) irreductibel sein sollte, y, also 
nicht schon einer algebraischen Differentialgleichung niederer Ordnung 
geniigen darf, so ist es gestattet, die letzte Gleichung, die somit eine 
identische sein muss, nach y, und y,’ zu differentiiren, woraus 


OQ(@, wiYrr MM) 1 OQ(a, ys W) 


OQ, Mr Ys » MY) a 1 OQ (@ HW) 
Curyy, ' My Om ° 


folgt. Differentiirt man ferner (11) nach w,, so ergiebt sich 


OQ(H, My Yis UY) OQ(x, Wy Yi, 1M ) dm, 
Om ht Om n= day 


oder mit Hilfe ant (12) 


1 ’ 
ue Q(x, 4,, Y1'), 


‘ OQ(a, Yi» | 4) , OQ( (2, Yi 1) 
(13) Y ON + Y; Ou 


1 ’ 
_ (u,? 7 = m,;) y, — 2(2,%,%)» 


und es wird somit das allgemeine Integral dieser Gleichung, welche 
vermége ihrer Identitiit in y, und y,’ als eine partielle Differential- 
gleichung in den unabhiingigen Variabeln y, und y,’ und der zu be- 
stimmenden Function Q aufgefasst werden kann, bekanntlich in der 
Form dargestellt sein 


, 1 ‘ d 
(14) Q(t, WW) = 5 (a, an) +(u,? Tat ~ 1m) 3. 


worin » («, = eine beliebige algebraische Function von x und 
i 


ML sein kann. Es wird somit 
i 


(15) »— yy PA aH M) + (w,2 dn, — ",m,) % "4 
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oder da die Beziehung von der willkiirlichen Grésse mu, frei sein muss*), 


° ° d ° 
wenn die numerische Constante pu,” = — p,m, = 2c gesetzt wird, 
1 


1 ‘ ‘ 

(16) y= n (a, ") +cy,, oder y, =y,a(z, Y,;(Y¥.—ey))- 

Setzt man in diese Gleichung y, statt y,, so wird nach dem obigen 
Satze, weil uw, —0, uw. —1 ist, statt y, der Ausdruck — y, + my, 
zu substituiren sein, und man erhalt somit 

Y = y.@ (x, Yo(—Y, +(m —¢)¥.)) ’ 

oder da m, — ¢ =k wieder eine numerische: Constante sein muss, 
(17) Yo = Yo @ (XL, Yo(—Y +ky.)). 

Aus (16) und (17) folgt vermége der Beziehung (5) 
(18) 12 {a(x, Y2(—Y¥,+hy2)) —9(@, (Y2—¢y))} ™ 6; 
und diese Gleichung muss eine in 2, y,, y, identische sein, da eine 
algebraische Beziehung zwischen zwei Fundamentalintegralen bekannt- 
lich fiir eine irreductible lineare Differentialgleichung nicht statthaben 


kann. Setzt man nun in (18) y, = cy,, wobei ¢ von Null verschieden 
angenommen wird, so folgt, wenn cy,” = 2 gesetzt wird, fiir beliebige 2 


. a(«, (ke—1)2) == + w(a, 0)**) 
oder 
w (2, t) = “8&—) 4 a(x, 0), 
welche Gleichung offenbar ssulilttis ist; es miisste also i in (18)¢=0 


sein, und die Gleichung somit iibergeben in 
(19) Yi Y2{O(x, Yo(—Y¥,+hy2)) — @(@, ¥,Yo)} =a. 


*) Man kann auch direct den in (14) gefundenen Ausdruck in (11) einsetzen 
und erhiilt 


a ( we os a) ) es ( uw 
mtb ay Ce ) (us oe m) t=, ole %) 
+(u, 2 on ser. uym,) Mi 
1 dm, 
m= (ui 4 d he ~My, } (uy? — 1) 


dm 1 a+! 


du, my, pay (y*— 1)” 


oder 
oder 


woraus durch Integration 


24 
m =e“ 
M4 


also 
> dm, 


— ym, = 2C¢ 
duy at Laced | 


My 


folgt, worin ¢ eine numerische Constante bedentet. 
**) Die Annahme ke — 1 = 0 ist mit der Irreduetibilitit unvereinbar. 
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Setzt man hierin y, = ky,, wenn wiederum k von Null verschieden 
vorausgesetzt wird, so folgt 


o(#, 2) = o(«, 0) — $, 


also wiederum unmdglich, es muss also auch k = sein, so dass die 
Gleichungen (16) und (17) die Form annehmen 


(20) Y, = y, O(@, Y, Yo) 
und 
(21) Yo = Y2@(x, —Y, Yo). 

Setzt man endlich in (20) y, + y, statt y,, so muss wiederum 
nach dem oben bewiesenen Satze statt y, wegen w,—1, w= 1 der 
Ausdruck m,y, -+- (1-+-m,)y,. substituirt werden, und man erhiilt 


(22) YW + Yo = (Yi +Y,) @ {x, (Y¥; +42) (m, (¥: +42) +¥42)}; 
oder vermége (20) und (21) die wieder in y, und y, nothwendig 
identische Gleichung 


Y, O(L;Y, Yo) + Ya @ (2, —Y; Yo) =(Y,+Y2) @ {2,(Y;-AY2) (m) (Yi-AY2) + 42) } 5 
setzt man in dieser y, = 0, so folgt 
y, a (a, 0) = y, o(2, m; 4); 

und somit wieder m, = 0, so dass (22) iibergeht in 
(23) Ys + Ye = (Yi +Y2) @ (2, (Y;+Y2)Y»), 
oder wiederum vermége (20) und (21) in — 

9 (Ly YyYo) 1H Y2(%, — 9, Yo) = (YF Ye) @ (2, (Yi + Y2) Yo), 
woraus sich fiir y; = 0 


y,0(x, 0) = y,@(x, y,”) 
ergiebt, und somit die Unmdglichkeit der Existenz einer Beziehung 
von der Form (3) oder (2) erwiesen ist. 
Wir erhalten daher zuniichst den folgenden Satz: 

Fiir eine in der Normalform gegebene lineare homogene 
irreductible Differentialgleichung weiter Ordnung kann nie 
zwischen zwei Fundamentalintegralen und der Ableitung eines 
derselben eine algebraische Beziehung bestehen; 

daraus folgt aber wieder unmittelbar, 
dass fiir eine in der Normalform gegebene lineare homogene 
irreductible Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen zwei 
Fundamentalintegralen und den Ableitungen derselben nie eine 
andere algebraische .Beziehung bestehen kann als die stets giiltige 
YiYo — Yo¥, = 4, oder eine algebraisch aus dieser hergeleitete ; 
denn eine Elimination von y,' oder y,’ zwischen einer solchen etwa 
bestehenden Relation und der eben angefiihrten stets giiltigen wirde 
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eine algebraiscke Beziehung zwischen den beiden Fundamentalintegralen 
und der Ableitung eines derselben oder nur zwischen den beiden Inte- 
gralen liefern, und das erstere ist nach dem eben bewiesenen Satze, 
das letztere bekanntlich fiir irreductible lineare Differentialgleichungen 
ebenfalls nicht statthaft. 

Der eben bewiesene Satz gilt aber nicht bloss fiir die angegebenen 
Differentialgleichungen in ihrer Normalform sondern auch fiir beliebige 
lineare homogene irreductible Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
Denn handelt es sich um die Differentialgleichung 

2 
(24) OY + f(x) 4% + f,(a)y = 0, 
und bestehe fiir dieselbe eine algebraische Beziehung zwischen zwei 
particuléren Fundamentalintegralen und deren Ableitungen 
(25) F(%, 45 Y's Yor Yo) = 9, 
so differentiire man diese Relation und erhalte mit Benutzung von (24) 
(26) Fy (@, 915 1s Yrs Yo) = 9. 

Wir wollen zeigen, dass diese Beziehung die linke Seite von (25) 
nicht identisch enthalt; denn wire identisch 
(27) SF 91s $0 Be Ye) FL, 5591s Yrs Yo)» P, 
so ist unmittelbar zu sehen, dass P, da (24) linear ist, eine algebraische 
Function von « sein wird, und dass, weil (27) identisch sein soll, 
dieselbe also auch bestehen bleibt, wenn y, und y, durch a, 4, + 44.4% 
und (1,4; + 4..Y_ ersetzt werden, die Beziehung statthat 


(28) AP (x, wi Ys e225 HnYs tere Yo» oi Yi ar Yo» Meas Ys: + Hr2¥e) 
dz 








= F(X, ty, Ye peYos Mir Yr HM r2Y e's Mar Yi Arr Yor Har + 2 ¥2) 2, 
welche mit (27) zusammengestellt fiir beliebige Werthe der uw als 
identische*) Gleichung 
(29) P@, ty Yy peo» Har Ys 2 Yo's Har YF reas Mars 2242’) 

=C. F(a, Yi» re Yo» Y2) 

liefert, worin C eine von den uw abhingige Constante bedeutet. Daraus 
wiirde sich aber fiir /' die Form ergeben 

, % om | 
(30) F215 V1) Yo. Yo) = UM - ’ 

Y2 Yo 

worin M eine ganze Function von 2 bedeutet, und dies wiire mit (25) 
nicht vereinbar, da 
(31) 


% Ws = ge ae 

Yo YP 
*) Wiire sie nicht identisch, so wiirde sie nach dem Folgenden als zweite 
Relation zu (25) hinzutreten, 
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ist. Es wire somit gezeigt, dass (25) und (26) zwei selbstindige 
algebraische Beziehungen zwischen den beiden particuliren Integralen 
und deren Ableitungen darstellen, wenn (26) iiberhaupt bestiinde und 
nicht eine an sich identische Gleichung wire; fiir diesen Fall aber 
wiirde (26) auch bestehen, wenn y, und y, wiederum durch py; ¥;-+ 42 Yo» 
tos ¥y + Hoo Yo ersetzt wiirden, und die Gleichung 


Fy (hy. Yr Yoo Ma Ys Yo > Hor Ys 22 Yor Mar 1 + 22 Yo) =O 
wiirde die Beziehung 


(32) F(@, yy Yr Mp2 Y oy Ma Yr 2 Yo» Mor Yi Moe Yo» Mar Ys ban Yo = KE 


hervorrufen, worin K eine Constante bedeutet. Diese Gleichung kann 
nun einerseits nicht fiir alle w identisch erfiillt sein, weil es dann auch 
(25) sein miisste, andererseits kann die Gleichung (32) die Function 
F der Gleichung (25) nicht identisch enthalten, weil, wenn 


(33) F(a, yp Yr ey 2Y os Mar 2 Yo» Har Yat Mae Yo» Mors HH 22 Ye) —K 
= MFA, y;, Yys Yor Yr) P 
wire, worin K und offenbar auch M nur von den pu abhiingige Grissen 
bedeuten, sich, wenn F'(a, 0, 0, 0,0) = ZL gesetzt wird, 
L—K=ML 


K=L—ML, 
und hieraus nach (33) durch Substitution von 


oder 


(34) F(2, 5%) Yo» Ye) —L= f(@.%, Yi» Yo» Yo) 
sich 


(35) f(%, yp Yy Myo Voy Mar Ys bie Yo's Hor Ys 22 Yo Mor + Hr2 Ye) 
— Mf (x, %> "5 Yo, Yo ) 


ergiibe und somit 
: , , Yi 
PC) thy Ws Yo Ye) = NY 
daraus wiirde aber 
, ‘ \y 
PE) Ys Wis Yas 2) = NV 
Yo 
folgen, was wiederum nicht angeht.*) 

Fiir den Fall also, dass die Gleichung (26) eine identische ist, 
wiirde die Beziehung (32) an ihre Stelle treten, so dass jedenfalls aus 


*) Der Fall niimlich, in welchem /,(«) das logarithmische Differential einer 
algebraischen Function ist, bedarf itiberhaupt keiner besonderen Behandlung, da 
die fiir die Normalform der Differentialgleichungen zweiter Ordnung geltende 
Beziehung 9; Y2’ — Ye; = @ hier nur in YY — yey, = 4p(x) tibergeht, worin 
g(x) eine algebraische Function von @ ist, und die friiheren Schliisse also siimmt- 
lich bestehen bleiben. 


Mathematische Annalen. XXXI, 6 
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der Existenz einer algebraischen Beziehung (25) zwischen den beiden 
Fundamentalintegralen und deren Ableitungen noch eine andere eben 
solehe sich ergiebt, und sich somit jedenfalls mit Hiilfe dieser beiden 
und der Determinantenrelation eine algebraische Beziehung von der 
Form 


(36) y, =@ (x, i> el" may 


ableiten lassen wiirde. 
Wendet man nun aber auf die Differentialgleichung (24) die Sub- 
stitution 


1 
— zs ffladz 
(37) y=e aS’ 2 
an, so geht diese in die reducirte Differentialgleichung zweiter Ordnung 
(38) = ([FA@+ Fh @ —h@]e— Pz 


tiber, die, wie sich leicht einsehen lisst, ebenso wie (24) irreductibel 
ist; denn die Annahme der Reductibilitit der Differentialgleichung (38) 
hat nach den in meinen ,,allg. Untersuchungen aus der Theorie der 
Differentialgleichungen“ bewiesenen Siitzen zur Folge, dass dieselbe 
ein Integral z, besitzt, welches einer homogenen linearen Differential- 
gleichung erster Ordnung 

adZ 5 

de OZ 
geniigt, worin & eine algebraische Function von x ist, und es wird, 
wenn 


— 
>.) filz) dx 
Z= oe Y 
gesetzt wird, die Differentialgleichung 
, 1 
Y’ =(@—+f(2)) ¥ 
mit der Differentialgleichung (24) das der Substitution 


—Z fhe dz 
Fy. € & 


entsprechende Integral gemein haben, also wiirde auch gegen die An- 
nahme die Differentialgleichung (24) reductibel sein. 

Bezeichuet man nun das dem Integrale y, entsprechende Integral 
der Differentialgleichung (38) mit 2,, so wird aus 


1 


1 1 
—— | f(x)dz , —zs fsilz)dez ‘ 1 — > Jfileidx 
sande J 41) Y om ¢ aS a = afi (a)Je J" 


Y; 


a 


und der Gleichung (36) die Beziehung folgen 
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(39) _ (a, 6,, 2) = 0 
oder 

fi (x) dx “ 
(40) ef = Q(x, 4, 2), 


und es bleibt zu untersuchen, ob fiir eine irreductible lineare homogene 
Differentialgleichung zweiter Ordnung (38) eine derartige Beziehung 
bestehen kann. Differentiirt man die Gleichung (40), so dass nach (38) 


f(xz)da EQ eQ_, EQ 
(41) f(x" — 92 + 22 5 4 92. Ps 


wird, so folgt aus diesen beiden Gleichungen 


Q IQ, Q 
a. a a, -- 2 Pz= f, (x)Q, 


(42) a 
welche Gleichung wegen der Irreductibilitét der Differentialgleichung 
(38) identisch sein muss, also auch bestehen wird, wenn 2, und 4,’ 
durch irgend ein anderes Integral §, dieser Differentialgleichung und 


f,' ersetzt werden. Biidet man nun die Gleichung 
(43) M = Q(x, §,, &'); 
worin M zu bestimmen sein wird, so folgt 
aM 22, @,,., My 
(44) dx da tog & t+ oer Ph 
und weil (42) durch €, und &,' erfiillt werden, ergiebt sich 


aM = f,(x) M 


“daz 
und daher 


Ben tl™™ «0. Q(x, 2, 2’) 
worin C eine Constante bedeutet. Stellt man diese Gleichung mit 
(43) zusammen und bemerkt, dass £, = m,2, + m,2, ist, wenn gz, und 


z, zwei Fundamentalintegrale der Differentialgleichung (38) bedeuten, 
so folgt fiir beliebige Werthe von m, und m, 

(45) Q(x, m2, +m, 2,, mM, 2, +m, 2.) = C. Q(x, 2,, 2’), 

worin C von m, und m, abhiingt. Eine solche algebraische Beziehung 
zwischen zwei Fundamentalintegralen und deren Ableitungen fiir eine 
irreductible lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 
in der Normalform kann aber nach dem Vorigen nur dann bestehen, 


wenn sie durch 


identisch befriedigt wird, oder es miisste die Gleichung 
(46) Q(z, m,2,-+- Mm, 2, % + meh we 2,') = CQ(x, 2,, 2,') 


Gt 





84 Leo Koxrniasnercer. Lineare homogene Differentialgleichungen 2. Ordn. 


bestehen fiir willkiirliche Werthe von m,, m,, 2, 2, 2,3; da aber fiir 
eine feste Wahl von ¢, und z,’ die rechte Seite bestimmt ist, wiihrend 
die linke noch von dem Werthe von 2, abhiingt, und wenn z. B. 
m,2, + m2, = 2, gesetzt wird, eine algebraische Beziehung von der 
Form 


Q(x, 4, 2 + 2) = CQ(e, a, 4) 


nicht bestehen kann, so ist die Unmdglichkeit der Beziehung (40) 
nachgewiesen, also auch die der Gleichung (36) und daher auch die von 
(25); es ergiebt sich somit als Resultat der vorhergehenden Unter- 
suchung der nachfolgende Satz: 

Zwischen zwei Fundamentalintegralen einer linearen homogenen 
irreductibeln Differentialgleichung zweiter Ordnung und deren Ableitungen 
kann nur dann eine algebraische Beziehung stattfinden, wenn f, (a) der 
logarithmische Differentialquotient einer algebraischen Function ist, und 
dann ist 


’ P —ffilzdz 
YWiY2 — YoY; = ae f 


die einzige algebraische Relation. 

Die Ausdehnung dieser Untersuchungen auf lineare Differential- 
gleichungen héherer Ordnung wird niichstens im Journal fiir Mathematik 
erscheinen. 








Ueber eine besondere Art von Strahlensystemen. 


Von 


R. v. Lintenrua in Bonn. 


> 

Denkt man sich jedem Punkt einer Fliche die durch ihn hindurch- 
gehende Normale sowie die beiden durch ihn hindurchgehenden Tan- 
genten der Kriimmungslinien zugeordnet und legt nun durch jeden 
Fliichenpunkt eine Gerade, welche mit den drei ihm zugeordneten 
Geraden constante Winkel bildet, so entsteht ein Strahlensystem, das 
wir covariant in Bezug auf die betrachtete Fliiche nennen wollen. 
Analytisch besagt dies Folgendes. Sind w, y, # die Coordinaten der 
Punkte einer Fliiche, &, 4, § die Richtungscosinus des durch den Punkt 
(w, y, 2) hindurchgehenden Strahls, X, Y, Z die Richtungscosinus 
der Flichennormalen, A,, B,, C,, diejenigen der Tangente der zum 
Hauptkriimmungshalbmesser g,, A,, B,, C, diejenigen der Tangente 
der zum Hauptkriimmungshalbmesser g, gehérenden Kriimmungslinie, so 
ist das Strahlensystem (x, y, 2, §,4,§) covariant in Bezug auf die 
Fliiche (w, y, 2), wenn in den Gleichungen 


DEX =%, DEA, atthe | D4. = % 


die rechten Seiten constant ausfallen. 

Der Fall c, = 1 liefert die gewéhnliche Kriimmungstheorie der 
Flichen; die Fille c, = 1, c, = 1 ergeben die Theorie der Tangenten- 
systeme der Kriimmungslinien einer Fliche, welche im § 1 behandelt 
werden soll, Dieselbe steht in inniger Beziehung zu der Krimmungs- 
theorie der Kriimmungsmittelpunktsflichen. (Vergl. diese Annalen 
Bd. 30, 8. 1) Zugleich spielen hier die Abscissen der Brennpunkte 
R, und R, eine Hauptrolle, Gréssen, die sowohl mit den Bécklen’schen 
Polstrecken der beiden Hawptschnitte (Archiv, Theil 41, 8. 32, und 
Kroneckers Journal Bd. 96, S. 152), als mit den geoditischen Kriim- 
mungsradien der Kriimmungslinien zusammenfallen. 

Im § 2 sollen einige Siitze in Betreff der Gréssen R, und R, ent- 
wickelt und die Bedeutung der letzteren fiir die Lehre von den geo- 
ditischen Linien dargethan werden. Endlich wird im § 3 die allgemeine 
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Theorie unserer Strahlensysteme, soweit sie von Interesse zu sein 
scheint, aufgestellt. Abwickelbare Flichen und in Curven ausartende 
Kriimmungsmittelpunktsfliichen seien im Folgenden ausgeschlossen. 


§ 1. 
Die Strahlensysteme (x,y,z, A,, B,,C,) und (a, y, 2, As, B,, C,). 
Die von der Filiiche (#, y, 2) als ausgehend betrachteten Strahlen 
des Systems mégen mit den Tangenten der zu g, gehérenden Kriim- 
mungslinien zusammenfallen, sodass: § = A,, 4 = B,, = C, wird. 


Unter Anwendung der in diesen Annalen Bd. 30, 8. 1 u, ff. be- 
nutzten Bezeichnungen ergiebt sich dann: 


aia og oF ct) \ 
PAF = L,, ép oq a De) =. 
Nennen wir ein Strahlensystem ein Kummer’sches, wenn die Deter- 


minante at ss y De) (> ce Ey von Null versciieden ist, 


so haben wir es nur dann nicht mit einem Kummer’schen Strahlen- 
system zu thun, wenn der Ausdruck: 


L,N, — M2 =(7,yL cos 6 — T, YN cos (6—g))” 
verschwindet, d. h. wenn die zu 9, gehérende Kriimmungsmittelpunkts- 
fliche der Fliche (x, y, 2) abwickelbar ist. Schliessen wir diesen Fall 
aus, sO muss also, wenn: 

Q, = T, VL cose — T, YN cos (6 — g) 
gesetzt wird, Q, von Null verschieden sein. 


Die auf das betrachtete Strahlensystem bezogenen Kummer’schen 
Grdéssen : 


oe G@ OE p_ Om OF pw _ ex @& = Ox 6& 
age Op f= Dc f= D5 oq’? I= Cad 04 
sollen mit e,, f,, f;) und g, bezeichnet werden. Dann ist: 
e=o,7,;VLsne, f,=—0,7,;VNsin(o—Q), 
fi =0,7,VLsino, g,=—e,7,VN sin (o—gQ). 
Die Gleichung /, =f,’ kann nur bestehen, wenn: 
T,V L sin 6 — T,VN sin (6 — g) = 0 
ist, d. h. das betrachtete Strahlensystem hat nur dann die Kigenschaft, 
aus den Normalen einer Fliche zu bestehen, wenu die zu @, gehdrende 


Krimmungsmittelpunktsfliiche abwickelbar ist, ein Fall, der ebenfalls 
ausgeschlossen werden soll. Nehmen wir: 


Q, = T,V L sin o — T, YN sin (6—q), 
so ist also Q, als von Null verschieden zu betrachten. 


in: i an i ha a ae ee 


> 
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Fiihrt man endlich noch die Bezeichnung: 
Q =VLYN sin 
ein, wo auch Q von Null verschieden ist, da soust die Fliche (a, y, 2) 
abwickelbar wiire, so ergiebt sich fir die Abscissen der Grenzpunkte 
der kiirzesten Abstiinde eines Strahls von seinen benachbarten Strahlen 
die Gleichung: - . 
2 0 ” 
(1) r — 2 OT — O 797 = 9: 
Da die Fliiche (w, y, 2) eine Brennfliiche des betrachteten Strahlen- 
systems ist, so wird die Abscisse des einen Brennpunktes Null, die 
des anderen soll mit R, bezeichnet werden. Dann erhilt man: 
peek 02 Vo 
—— 
Gehen wir jetzt zum Strahlensysteme (x, y, 2, A,, B,, C,) iiber, 
welches von den Tangenten der zu g, gehérenden Kriimmungslinien 
gebildet wird. Hier wird: 


WE = mo DH Bw. BEV. 


Da L,N, — M,? = Q,*, so gehért unser Strahlensystem nur dann 
nicht zu den Kummer’schen, wenn die zu g, gehérende Kriimmungs- 
mittelpunktsfliiche der Fliiche (2, y, ¢) abwickelbar ist. 

Die Gréssen e, f, f und g sollen hier mit e,, f,, f; und g, be- 
zeichnet werden. Dann folgt: 

= —o,7;VLcos6, fy=——o,7,YN cos (o—Q), 
fr=—o,T,VLcos6, g, = — 9,T,VN cos (6—g), 
woraus ersichtlich ist, dass nur in dem Fall das Normalensystem einer 
liiche vorliegt, wenn die zu g, gehdrende Kriimmungsmittelpunkts- 
fliiche der Fliiche (%, y, #) abwickelbar ist. 

Fiir die Abscissen der Grenzpunkte ‘der kiirzesten Abstiinde eines 
Strahls von seinen benachbarten Strahlen erhilt man die Gleichung: 
‘ 2 .. .. & aes 
(3) a Qe , 4 Qs = 0, 
und wenn die Abscisse des nicht mit dem Punkt (2, y, 2) zusammen- 
fallenden Brennpunktes mit R, bezeichnet wird, so folgt: 

01 Qo \ 
(4) R, = 

Bei Anwendung von (2) und (4) gehen die Gleichungen (1) und 

(3) tiber in die folgenden: 
. 2 e° RY? 
(5) ef — Be — = = 0, 


2 Re 
(6) r — Tyr — ~ a = (), 
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Es soll nun gezeigt werden, dass die Gréssen R, und R, mit den 
von Herrn Bécklen Polstrecken der beiden Hauptschnitte genannten 
Gréssen iibereinstimmen. Zu diesem Zweck ist zuniichst der Ausdruck 
fiir eine Polstrecke tiberhaupt in unseren Bezeichnungen aufzustellen. 
Setzt man zur Abkiirzung: 


H, =VL cos 6 dp + YN cos (o—q) dq, 
H,=/YL sine dg + YN sin (o—g) dq), 
so wird nach U. § 4, (3): 
dz = — 9,A,H, — @,4,H,. 
H, = 0 ist die Gleichung der zu e,, H, = 0 die Gleichung der zu g, 
gehérenden Kriimmungslinien. 
Bezeichnet man die Richtungscosinus der Tangente, welche zu 


der durch dz, dy, dz bestimmten Tangente conjugirt ist, mit cos a, 
cos B, cos y, so entsteht: 
A, Hy — ArH, 


cos & = ‘Vi?+ He , cos Bp = 


B, H, — B,H, 
VH?+ Hy} 
wo der Quadratwurzel das Vorzeichen von C,H, — C,H, beizulegen 
ist. Hieraus folgt, dass ~ te __ nq ——*1__ die Cosinus der 
VH?+ HY VH2+ H,? 

Winkel sind, welche die fragliche conjugirte Tangente mit den Tan- 
genten der Kriimmungslinien bildet. Nennt man diese Winkel y, und 
w,, so wird: 


Cy Hy ~ Cul, 


? cos Y = VHe+ H,? , 


cos a = A, cos y, + A, cos yy. 
Es sind nun die Richtungscosinus der benachbarten conjugirten Tan- 
gente zu bilden, welche durch den Punkt (v+dz, y+ dy, 2+ dz) 
hindurchgeht. Da: 
dA,= A,(7,dp+T7,dq)— XH, 


H, aH, — H,d H, 
He+H? ’ 


H,dH,— H, aH, 


dcos py, = — cus y, H?+H? ’ 


dcos py, = cosy, 
so wird, wenn man: 


: H, dH, — H, dH, 
S = 2, dp + T,dq — “Fae 
setzt: 


d cos a = S(A, cos ~, — A, cos y,). 


In dem Ausdruck 7,dp + 7,dq sind die Gréssen R, und KR, bereits 
enthalten. Aus den Gleichungen: 


T, VL cos 6 — 7,V'N cos (6 —-—) = Q,, 
T,VLsino — 7, Nsin (6—q—) = Q, 
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folgt niimlich : 
T, dp + T,dq= aaa eee : 
d. h. nach (2) und (4): 


r H, H. 
T,dp+T,dq= 4 — s- 


Die beiden benachbarten conjugirten Tangenten schneiden sich nun in 
einem Punkt, dessen Abscisse in Bezug auf den Punkt (a y 2) mit 
bezeichnet werden midge. Dann ist: 
Roe — fit | 
8-VH? + H? 
Fallen die beiden dem Punkt (xyz) benachbarten Punkte, welche die 
betrachteten conjugirten Tangenten bestimmen, in die zu e, gehdrende 


Kriimmungslinie, so verschwindet H, und dH,, S wird gleich am. 


Die Quadratwurzel im Nenner von R& wird —-H,, und R selbst geht 
in Rt, tiber. 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich R = R,, wenn die benachbarten 
conjugirten Tangenten durch Punkte auf der zu 9, gehdérenden Kriim- 
mungslinie bestimmt werden. 


§ 2. 
Die Gréssen FR, und f,. 
1) Gauss hat bekanntlich gezeigt, dass: 
: 
ee 8 =6Po 
ist, wenn P, die mit dem geeigneten Vorzeichen versehene Quadrat- 
wurzel aus EG — F? bedeutet, Hiernach ergeben die Gleichungen 
(2) und (4) des vorigen Paragraphen: 
Se ay, 2 
er ky Po’ ete Py 
Jedem Punkt P der Fliiche (x, y, 2) entsprechen nun drei Punkte 
(0), (1), (2) auf der Gauss'schen Kinheitskugel, welche zu den drei 
Kugelhalbmessern gehéren, die den positiven Theilen der Normalen 
und der beiden Tangenten der Kriimmungslinien parallel sind. Das 
den Punkt (#, y, 2) umgebende Fliichenelement mége mit K, hingegen 
die zu den Punkten (0), (1), (2) gehérenden Elemente der Einheits- 
kugel mit K,, K,, K, bezeichnet werden. Man hat dann abgesehen 
vom Vorzeichen: 
Qi % Bo HH 
, «° K’ Py K’ 
sodass die reciproken Werthe der Producte g, R, und g, R, eine ahnliche 


geometrische Bedeutung besitzen, wie 


d _— 
0102 
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2) Bezeichnet man das Kriimmungsmass der Fliiche (x, y, 2) 
mit x, ferner die auf die Fliche (2’, y’, 2’) bezogenen Grdssen Q,, @,, 
R,, R,, x mit o,', e,, R,', R,’, x’, so wird, wenn 2’, y’, 2’ die Coordi- 
naten einer zur Fliiche (2, y, 2) parallelen Fliche sind: 


, 


1 

~ Oede 

wenn aber 2 =mz, y = my, 2 =mz, — wo m eine Constante 
bedeutet —, so entsteht bei positivem m: 


x“ 
% 


bei negativem: 
R= — =, ei 


m m 
3) Nennen wir die geodiitische Kriimmung K,, so ist bekanuntlich: 


DX (dyd*z— dzdty) 


K, _ ds3 


Da nun: 
"4 = — A, (do, H, + 0, H,T) — A, (do, H, — 9, H, 7’) 
+ X(e,H,? + eH), 
T om o, H, —_ 0: Hy 


. . R, R, 
gesetzt ist, so wird: 


(1) | G2 Hd ey Hy — @, Hyd eg Hy + (e:® Hy? + ex* H,") 
(Vee H,* + 02° H;*)° 
Dieser Ausdruck liefert sofort einen Satz iiber die geodiitische 
Kriimmung der isogonalen Trajectorien der Kriimmungslinien. Liings 
einer solchen Trajectorie bilden die Tangenten constante Winkel mit 
den Tangenten der Kriimmungslinien, so dass, wenn: 


dx dx 
. A, rte | = A, as 


gesetzt wird, sich die Gleichungen: 
a eH, ae ” — 02H, 
Vo Hy + o:° H;* Vey H,? + e2° Hy 
ergeben. Daher wird: 
0, H, de, H, — 9, H,de,H, = 0 
die Differentialgleichung jener Trajectorien, und wenn wir die geodi- 
tische Kriimmung im betrachteten Fall mit K, bezeichnen, folgt: 


(2) K; ir ai 


Letztere Gleichung zeigt, dass R, und R, die geodiitischen Kriimmungs- 


= C, 
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radien der zu g, resp. g, gehdrenden Kriimmungslinien sind, ein 
Resultat, welches Herr Gremigni (Sulla Theoria delle linee di 
curvatura, Pisa 1878) auf geometrischem Wege gefunden hat. 

Denken wir uns einen Punkt (x, y, 2) der betrachteten Trajectorie, 
die wir der Kiirze halber ©, nennen wollen. Dann lassen sich der 
Curve ©, zwei durch den Punkt (x,y, 2) gehende Curven ©, und 6, 
folgendermassen zuordnen. Die Tangente {, von ©, besitzt im be- 
trachteten Punkt eine conjugirte Tangente T,, welche mit den Tangenten 
der zu g, resp. g, gehdrenden Kriimmungslinien die Winkel y, und y, 
bilden mége, sodass: 


2% — Qs 
cos w, => sy cos Wo = a 
Vexe: er + c*e2" Vexte,® + cea" 
q, ist nun Tangente einer isogonalen Trajectorie, welche G, heissen 
moge. Ihre geodiitische Krimmung im Punkt (a, Y, 2) sei K,”. Es 


entsteht dann: 





r* on - A. oe “ge 5 
Vester 1” fs C17 Q9" CR, Ry ) 


Ist t der Winkel zwischen den Tangenten &, und T,, so hat man: 
g 1 2) 


i) ie 
‘ Veter’ + tor” 
also wird: 


:, ee sin t C102 4. ot 
(4) K, » 22 +c," war 7 R, ): 


sin t == — 


Die Tangente {, bestimmt weiter eine Curve ©,, deren conjugirte 
Tangenten mit den Tangenten der Kriimmungslinien dieselben con- 
stanten Winkel bilden, wie die Tangenten von ©,. Man hat daher jetzt: 


a -%__, 
V+ He eo Fee. 


und allgemein wird die Differentialgleichung einer Curve mit der be- 
trachteten Eigenschaft: 


H,dH, — H,dH, =0. 


Bezeichnen wir hier die geodiitische Kriimmung mit K,’, so wird: 


roe: Fea — @2 101) — (04° Ca?+ 9° ¢,?) (2 +- eis *) Vii+ Ht wed 
— (Vextes?+ c:8 08) V+ He 


(5) A," = 


Die Curven ©, und ©, fallen im Allgemeinen nur auf den Flichen 


zusammen, welche die Kigenschaft = = Const. besitzen. Dann ist 


also jede Curve, deren conjugirte Tangenten einem in Bezug auf die 
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Fliche covarianten Tangentensystem angehdren, eiie isogonale Tra- 
jectorie der Kriimmungslinien. 

Wir werden im folgenden Paragraphen sehen, dass der reciproke 
Werth des Factors von sin t auf der rechten Seite der Gleichung (4) 
gerade die Abscisse des Schnittpunktes von T, mit der benachbarten 
conjugirten Tangente von G, ist. 


Als Gleichung der geoditischen Linien erhalten wir die folgende: 


. H, H, 
(6) 9,H,de, H,—e, H, de, H,+(0,’ H,’ + 0,’ H,”) (+ —_ oe) =0. 


Dieselbe lehrt, dass, wenn eine isogonale Trajectorie der Kriimmungs- 
linien zugleich eine geodiitische Linie ist, lings ihr die Gréssen R, 
und FR, in constantem Verhiiltniss stehen, Ist eine zu @, resp. @, ge- 
hérende Kriimmungslinie auch geodiitische Linie, so wird lings der- 
selben FR, resp. R, unendlich. Sind siimmtliche zu go, bez. Qe, ge- 
hérende Kriimmungslinien gleichzeitig geodiitische Linien, so folgt der 
Satz des Herrn Hoppe (Archiv, Theil 63, 8. 205), dass dann die zu 
0, resp. @, gehdrende Kriimmungsmittelpunktsfliiche abwickelbar ist. 

Die Gleichung (6) lisst eine, soviel ich weiss, neue geometrische 
Eigenschaft der kiirzesten Linien erkennen. 

Unter der Abscisse eines Punktes in Bezug auf eine Ebene wollen 
wir die Zahl verstehen , deren absoluter Werth mit der Lingeneinheit 
multiplicirt den senkrechten Abstand des Punktes von der Ebene dar- 
stellt, deren Vorzeichen +- oder — ist, je nachdem der Punkt auf 
der positiven oder negativen Seite der Ebene liegt. Dabei sollen alle 
Raumpunkte als auf der positiven oder negativen Seite einer Ebene 
liegend betrachtet werden, die den positiven resp. negativen Theilen 
der Normalen der Ebene angehéren, falls die letzteren als durch die 
Ebene getheilt gedacht sind. 

Dann bedeutet {== o,H, die Abscisse des Punktes (a + dz, 
y+dy, 2+ dz) in Bezug auf die Ebene des zu g,, hingegen 
a, = — 0, H, die Abscisse desselben Punktes in Bezug auf die Ebene 
des zu g, gehérenden Hauptschnitts. Hiernach nimmt die Gleichung 
(6) die Form an: 


a,da, — a,da, = * a (a, Rk, — a,R,), 
worin sich eine einfache metrische Kigenschaft der geodiitischen Linien 
ausspricht. 

4) Ist 9’ der Kriimmungsradius einer Curve H, = 0 wnd sind 7, 


und r, die Wurzeln der Gleichung (6) § 1, so hat man: 
oR, 


%— 1; 


@= 





1gs- 

Rk, 
ge- 
ler- 
ge- 
der 

zu 
t. 
che 


len 
heit 
lar- 
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dz, 
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§ 3. 
Die allgemeinen in Bezug auf eine Fliche covarianten Strahlensysteme. 


Fiir die Richtungscosinus der Strahlen dieser Systeme erhilt man 
gemiiss ihrer Definition die Ausdriicke: 


E=—oX+¢,A, + ¢,A,, 
7=%Y¥ +¢,B,+¢,B,, 
f= 42 +60, +60, 
Hier sind die Gréssen ¢,, ¢,,¢, constant und geniigen der Beziehung: 


Cy + ¢,? + ¢,? = 1. 


Nimmt man: 
egy d& 06 ob 
D> Ge =H, op og a= 
so wird 
HY — @? = (¢)Q) + 6, Q + CoQ)’, 
Cy Qo + 0,9, + CoQ, = Ay 


gesetzt werden modge. 

Der Ausdruck A, kann im Allgemeinen nur lings einer be- 
stimmten Curve verschwinden, die ausser von der Beschaffenheit der 
Fliiche (wyz) noch von der Wahl der Gréssen ¢ abhiingt. 

Fiir die Gréssen e, f, f’ und g erhalten wir die Gleichungen : 


C=O +O —G%9, f= 4h, + &f,—%9, 
f =e fi + ef) — 69, g9= 9, + 2g.—%O". 
Der Ausdruck f — /’ nimmt somit die Gestalt an: 
— ©1029, + 60,9, 


sodass ausser bei ¢, = 1 nur dann in Bezug auf die Fliche (za, y, 2) 
covariante Strahlensysteme existiren kénnen, welche aus den Normalen 
einer Fliche bestehen, wenn die Gréssen R, und R, ein constantes 
Verhiiltniss besitzen. 

Unter der Voraussetzung, dass A, von Null verschieden ist, er- 
hilt man nun fiir die Abscissen der Grenzpunkte der kiirzesten Ab- 
stiinde eines Strahls von seinen Nachbarstrahlen die Gleichung: 


Co CG 
> + ork, +e} - 
(1) ty f 2...f a + =} fe? ite + os Coe t+ Co Cy aa +%} 


L eres 102 


+ 4 4f * +—- my + ae} G — 4 ay == Q, 


Leree 


wo 
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die Abscissen der Brennpunkte aber werden die Wurzeln der Gleichung: 


i) Cy = 2 
@) i + ak, + ak f - 
ate Ce Cae ce, ¢ 
— R {e,? ——}-s pip + i Bene @} +o =0. 
Dieselbe gestattet folgende Bemerkung. Hist man ¢ =0, so wird: 


— __ “1° ee + os . an : : 
= éserks + 60,8, R,R,, d. h. R ist der Ausdruck fiir die Pol 


strecke einer Curve, deren conjugirte Tangenten dem_betrachteten 
Strahlensystem angehéren. Gleichzeitig erhellt die Richtigkeit der 
Behauptung in Betreff der Gleichung (4) des vorigen Paragraphen. 


Ist _ constant und negativ, so wird nach U. 8. 32 der Ausdruck 
2 


of a. oe. gleich Null, wenn das Strahlensystem aus den Tangenten 
2 


1 
einer der beiden Schaaren der Asymptotenlinien besteht. Alsdann 


fallen beide Brennfliichen mit der Fliiche (vyz) zusammen, welche 
gleichzeitig die Mittelpunktsfliiche des Strahlensystems wird. Die 


Gleichung (1) hat in diesem Falle die Wurzeln + = +- 7 V — 010. 

Jede durch den Punkt (a, y, 2) gehende Gerade bestimmt nun ein 
in Bezug auf die Fliche (2, y, 2) covariantes Strahlensystem. Durch 
letzteres werden auf der Geraden vier Punkte festgelegt, die beiden 
Grenzpunkte der kiirzesten Abstiinde der Geraden von den Nachbar- 
geraden und die beiden Brennpunkte. Fasst man daher die Gesammtheit 
aller durch den Punkt (2, y, 2) gehender Geraden in’s Auge, so bilden 
die genannten Grenzpunkte einerseits, die Brennpunkte andererseits 
je eine Fliche. Die erstere ist von der vierten Ordnung und hat die 
Gleichung: 

4{3-+—p t+oe} ie tet 


Q; C2 


3 x Y ate 1 $v es : 
(3) age — + @, By + ok | (3° -— + , ae R; + 1 + 2 | 


aie 7 01 Q2 +o + .E }3 - ~(%- x) = 0, 


die Fliche der Brennpunkte ist von der dritten Ordnung und hat 
folgende Gleichung: 

3 yf a <2 2 > 
(4) {- a > -| {x? + y? + 37} 


01 Oe 
Cite ‘o OR —_— 
—{eete + ee ye 4 Tl 3—0. 
Hier ist die Gerade (A,, B,, C,) zur ini a r-, die Gerade (A,, B,, C,) 
zur Axe der y-, die Gerade (X, Y, Z) zur Axe der 3-Coordinaten, 
der Punkt (x, y, 2) zum Coordinatenanfangspunkt genommen. 
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ng: Denkt man sich bei dem gewiihlten Coordinatensystem die Gleichung 
der Fliiche in der Form: 
3=f(r,»), 


so ergiebt sich fiir den Anfangspunkt der Coordinaten: 


: a 1 1 1 
ird: _ Se See 
dx? ey R, (; —), 


?ol- 


0°3 an Be —- 
‘ten drdyve Ry NG @2 
der 
aie Bonn, im Juli 1887. 
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Zur algebraischen Erzeugung simmtlicher, auch der zerfallen- 
den ebenen rationalen Curven vierter Ordnung. 


Von 


Franz Meyer in Tiibingen. 


Im Folgenden wende ich die niimlichen Principien an, deren ich 
mich in meiner friiheren Arbeit (diese Annalen, Band 29) zur Erzeugung*) 
der rationalen Raumcurven vierter Ordnung ,,f,‘‘ bedient habe, — und 
die inzwischen (diese Annalen, Band 30) im Connex mit allgemeineren 
Reducibilitiétsfragen eingehender von mir studirt worden sind, — um 
die entsprechenden ebenen Curven ,,/t, ohne Ausnahme zu erhalten. 
Dies stésst auf gewisse Schwierigkeiten, die hauptsiichlich daher riihren, 
dass gewisse Ausnahmefiille eine besondere und zugleich tiefer ein- 
dringende Untersuchung erheischen (wiihrend solche bei den riiumlichen 
Curven ausgeschlossen werden konnten). 

Die Arbeit zerlegt sich demgemiiss in zwei Abschnitte, von denen 
der erste den ,,allgemeinen“, der zweite den ,,singuldren“ R, ge- 
widmet ist. 

Im ersten handelt es sich iiberwiegend um die Aufstellung der 
»erzeugenden Zerlegungen zweiten Grades“ (d. i. geometrisch, der die 
R, erzeugenden Classenkegelschnitte), deren linke, wie rechte Seite 
in verschiedene Formen gebracht werden (§§ 1—4). Fiir die combi- 
nantentheoretische Entwicklung erscheint dabei massgebend , dass _,,das 
Schnittpunkttheorem“ der R, d. h. die Bedingung, unter welcher drei 
Punkte der Curve in gerader Linie liegen, zweier, formal durchaus 
verschiedener, Gestaltungen faihig ist (§ 1). Das beziigliche Verfahren 


*) Vergl. die Arbeit von Herrn Brill ,,Ueber rationale Curven vierter Ord- 
nung‘, diese Annalen, Band 12. Das dort eingeschlagene Verfahren, die R, durch 
quadratische Transformation aus einem Kegelschnitte zu erzeugen, ist viel miih- 
samer (wegen der mancherlei Grenzbetrachtungen), als das im Texte gewiihlte: 
zudem war die Ausschliessung der ,,singuliiren‘t R, erforderlich. 





Ebene rationale Curven vierter Ordnuny. 97 


deckt sich mit der Lésung der auch sonst hiiufig auftauchenden Frage 
nach den geradlinigen Erzeugenden einer gegebenen Flache zweiter 
Ordnung. 

In §5 wird der Begriff einer ,,allgemeinen“ R, dahin abgegrenzt, 
dass sie aufhért, es zu sein, und damit in eine ,,singulire“ iibergeht, 
sobald die Invariante ,,A“ verschwindet (i. e. das Criterium fiir die 
Existenz eines dreifachen Punktes der Curve). 

Den Schluss des Abschnitts ($ 6) bildet die Aufstellung der 
erzeugenden Zerlegungen dritten Grades in einer Form, die allen 
Ausartungen der (sc. nicht zerfallenden) R, trotzt. 

Der zweite Abschnitt wird erdffnet mit einer Discussion der mannig- 
faltigen Bedeutungen, welche der Grenzbedingung A = 0 innewohnen. 
($7). Dies giebt Gelegenheit, gewisse Zweifel zu zerstreuen, ob nicht 
iiberhaupt die Entwicklungen des ersten Abschnitts beim Eintreten des 
Grenzfalles A = 0 véllig zu verwerfen sind. Sobald man aber erkennt, 
dass dort eine gewisse Function ,,v‘‘ gleichzeitig zwei verschiedene 
Rollen spielt, deren eine hier fallen zu lassen ist, gelingt die Rettung 
vom nahezu ganzen Inhalt des Vorangegangenen. Die Schaar der 
friiher erzeugenden Kegelschnitte concentrirt sich jetzt auf den einen 
dreifachen Punkt (der dann in Verbindung mit einer der oben erwahnten 
Curven dritter Classe die R, hervorbringt) in der Art, dass auf beiden 
Seiten der beziiglichen Zerlegung ein in zwei Parametern bilinearer 
Factor heraustritt. 

Dieser Factor wird in § 8 durch Rechnung ermittelt, und es 
bleibt dieselbe, wie § 9 erkennen lisst, gerade so lange in Kraft, als 
die singulire R, noch eine ,,eigentliche* ist d. h. nicht zerfallt. Damit 
ist denn zugleich der Begriff der singuliiren R, seiner vollen Aus- 
dehnung nach pricisirt. 

Der Schluss des zweiten Abschnittes (§ 10) lehrt, wie auf Grund 
einer, selbst wieder allgemeinen (nicht bloss canonischen) Repriisen- 
tation der singuliren FR, eine selbststiindige und elegante Behandlung 
der letzteren erméglicht wird, die mit der des ersten Abschnittes in 
den wesentlichen Ziigen ganz gleichartig ist. 

In einem selbstaindigen Anhange (§ 11) werden die verschiedenerlei 
Kntartungen der R, in ,,uneigentliche“ i. e. zerfallende Curven in 
systematischem Aufbau geordnet und durch scharfe Criterien von einan- 
der abgegrenzt. 

Die hierbei leitenden Gesichtspunkte diirften fiir die rationalen 
Curven iiberhaupt als typisch gelten. 

Um den Leser nicht durch hiufige Verweise auf friihere Arbeiten 
abzulenken, habe ich mich bemiiht, die Redaction von jenen méglichst 
unabhiingig zu gestalten. Nur bei Beginn und am Schluss von zusam- 
menhiingenden Entwickelungen sind solche citirt worden, und zwar meine 

Mathematische Annalen, XXXI. 7 
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Tiibinger Schrift von 1883 unter ,,Apolaritit, sowie die im 29'" und 
30" Annalenbande erschienenen Arbeiten unter ,, Algebraische Pro- 
cesse“*) und ,, Reducibilitat “**). 


Erster Abschnitt. 
Die Erzeugung der ,,allgemeinen® &,. 


§ 1. 
Die zur R, perspectivischen Classencurven P,-.***) 


Es sei eine ,, eigentliche“ (ebene) R, definirt durch die Gleichungen: 


4 
(1) ox; = fi(A4) = aio + and +--++aad* (t—=1,2,3). 
Hier bedeuten die ga; homogene Punktcoordinaten, die /;(4) ganze 
Functionen vierten Grades in 4, welche der dreifachen Beschriinkung +) 
unterliegen, weder linear abhaingig zu sein, noch einen gemeinschaft- 


lichen Theiler in A zu besitzen, noch endlich in die Form fi(2’) gebracht 
werden zu kénnen, wo 4’ selbst wieder eine rationale Function zweiten 
Grades von A wiire. 

Soll dann die R, (eventuell noch zusammen mit einer Anzahl von 
Geraden ++) erzeugt gedacht werden als Ort der Punkte, in denen sich 
die Tangenten zweier, projectivisch auf einander bezogenen, rationalen 
Classencurven P,,, P,, (von den resp. Classen »,’, v,', wo v,’+,’>4) 
treffen, so fiihrt dies, wie in § 1 der ,,Algebr. Processe“ gezeigt, un- 
mittelbar zu der umfassenderen Aufgabe, bei gegebenem Grade v’ 


simmtliche Systeme dreier ganzer Functionen g,(u) eines Parameters 
# zu ermitteln, welche einer (fiir alle Werthe von A, uw giiltigen) 
Identitit von der Form geniigen: 


4 7’ 4 ’ 4 v 3 v’—1 
(2) f(A) 1 (4) +A 92 (H) + f(A) 9s(u) = (A—#) OCA, w), 
wo ® als eine weitere unbekannte ganze Function von A, mu (zu den 
bezeichneten Geraden) anzusehen ist. Ist dies geschehen, so liefert 
(fiir ow; als homogene Liniencoordinaten) die Formel 


3) om = p(n) 


*) Die daselbst (pag. 447) angekiindigte Arbeit von Herrn W. Stahl ist in- 
zwischen erschienen (,,Journal fiir Mathematik‘, Band 101). 
**) Daselbst sind bereits die wichtigsten Formeln der vorliegenden Abhand- 
lung mitgetheilt, zum Theil ohne Beweis. 
***) Die Accentuirung des Index » dient zur Unterscheidung von dem spiiter 
(Formel (16)) in ganz anderer Bedeutung gebrauchten ». 
+) Ueber die Begriindung derselben siehe § 11. 
tt) cf. die Anmerknng in ,,Algebr, Processe‘’, pag. 449. 
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siimmtliche, die R, ,,erzeugenden“ d. i. zur R,,_,,perspectivischen“* Curven 


der Classe v’. In demselben Sinne heissen die g;(w) die ,,erzeugenden“*) 
Functionen (v'" Grades) der /,(A). 

Dabei ist an die Durchfiihrung der hiermit gekennzeichneten Auf- 
gabe, wenn anders die Lésung auch formal eine vollstindige sein soll, 
die Anforderung zu stellen, die linke Seite von (2) als directe ,,terndre“**) 
Combinantenbildung aus den /;(4) entspringen zu lassen. 

Diese Aufgabe ist (cf. 1. c.) auf die wesentlich einfachere zuriick- 
fiihrbar, ausschliesslich die Fille v’ < 4 zu untersuchen. Und zwar 
ist der ,,allgemeine“ Fall durch v,’ = v,' = 2, siimmtliche Ausartungen 
dagegen, wie sich des Niheren ergeben wird, durch das Paar v,’=1, 
v,=3 charakterisirt. 

Denn ist man erst einmal im Besitze der diesbeziiglichen Func- 


tionen g;(w), so kann man, wie 1. c. erhiirtet, sofort die gesammte 


Schaar der o.() fiir v’ > 4 hinschreiben. 
Endlich lehrt eine geringe Modification der Schlussbetrachtung 
von § 1 der citirten Arbeit, dass die Mannigfaltigkeit der erzeugenden 


Functionensysteme 9. (1); — und damit der erzeugenden P, — fiir 
v' >3, selbst bei beliebigen Besonderheiten der (eigentlichen) f;(A) (1), 
stets durch die Anzahl 
(4) My = 2v'—1 
angegeben wird. Bei ,,allgemeinen“ f,(A) gilt dies auch ftir den 
niedrigsten Grad v’ = 2: sobald aber M, = 0 wird, d. h. eine eigent- 
liche P, nicht mehr existirt (und damit die oben angedeuteten Aus- 
nahmefiille eintreten) kommt M,=—0. Es giebt dann immer eine, 
und nur eine P,, die im Verein mit irgend einer (eigentlichen) P, die 
R, erzeugt. 

Die Mannigfaltigkeitsparameter treten linear (und isolirt) in die 


pi(w) ein, oder genauer, die ,(u) setzen sich mittelst willkiirlicher 
Constanten linear und homogen aus M,-+ 1 ebensolchen ganzen 
Functionen zusammen, welche, hinsichtlich der Coefficienten der f;(A), 
als ,,rational bekannte“ Gréssen figuriren. (Man vergleiche hierzu die 
allgemeinen Entwicklungen in § 5 der ,,Reducibilitit*.) 


*) cf. ,,Reducibilitit' § III, pag. 38. 
**) cf. ,,Algebr. Processe“* pag, 455. 
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§ 2. 
Das Schnittpunkttheorem der FR, in erster und zweiter Form. 


Es soll das ,,Schnittpunkttheorem“ der R, d. i. die (nothwendige 
und hinreichende) Bedingung, unter welcher drei Punkte der R, in 
gerader Linie liegen, in zwei verschiedenen Formen aufgestellt werden. 
Auf eine geeignete Combinirung beider stiitzt sich vorzugsweise die Ent- 
wicklung der §§ 3 u. f. 

Den Ausgang bildet wieder die zu den f;(A) (1) gehérige ,,Gordan’sche*) 
Grundform“ d. i, — fiir irgend drei Argumente 4, 4,, w — die drei- 
reihige Determinante: 


(5) F(A, 4,, 4) = (fila), fi(A,), A()| (1, 2, 3). 
Seien 4, 4,, uw die Wurzeln der cubischen Gleichung: 


so bietet sich die ,,erste Form des Schnittpunkttheorems“ der R, ohne 
Weiteres dar, nimlich: 
i=3 x3 


1 — ot 
Lara wy FO Aw) =D) Dd Cats = Oe = 0, 


i=0 x=0 





wo sich die Q;, in einfacher Weise aus den dreireihigen Determinan- 
ten der a in (1): 
Git Ami Gn 1 | 
(7) Aimn =|%2 Gn Ane 
M3 Ans An3 
linear und homogen zusammensetzen. 


Es kommt nun darauf an, die rechte Seite Q,: von I als zwei- 
reihige Determinante d. h, in der Gestalt: 


Ay A 
(8) Qo = ey 

B, B, 
darzustellen, wo die A,, A,, By, B, in den o linear sind, und damit 
die Form I des Schnittpunkttheorems zu ersetzen durch Paare von, in 
den 6 linearen Gleichungen: 


(8’) A,—wA,=0, B,—wA, =), 
resp. AJ —vB, = 0, A, —vB, =0, 


die noch je einen (als lineare, gebrochene Function der 6 sich aus- - 
driickenden) beweglichen Parameter yw’ resp. v mit sich fiihren. 


*) cf. ,, Algebr, Processe“ § 2. 





hne 
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Die gemeinte Ueberfiihrung liesse sich leicht direct ausfiihren, in- 
dessen sishe ich folgende, den §§ 2—5 der — entnhommene 
Ableitung als die durchsichtigere vor. 

Es schneide eine Gerade: 


(9) Uy Ly PF Uy Hy + Ux, = O 
ausser einem Restpunkte w noch die drei weiteren 4,, A,’, 4,” aus. 
(Die neue Bezeichnung wird sich in § 3 rechtfertigen). 

Dann sind diese vier Werthe die Wurzeln der Gleichung: 


(10) wyf,(A) + tte fo(A) + tUgfs (A) = A458) — A485, + a?8, — As, + 8, = 0. 
Somit sind die s; proportional linearen und homogenen Functionen 


der wu, und die Elimination der letzteren fiihrt zu zwei Relationen von 
der Gestalt: 


(11) Sh + a8, — &,8, + a,8,=a,=—0, 

Bo 8) — By 8, + B,8, — B38; + B,s, = B, = 0, 
wo (die abwechselnden Vorzeichen aus Zweckmiissigkeitsgriinden ein- 
gefiihrt, und) die @;, B;, oder richtiger, beliebige lineare Combinationen 
derselben , durch die zwei Tripel evidenter Beziehungen: 


, Ain My + Air & + Ais Gt, + Aisa, + aya, = 0, ' e1 
(12) (i=1, 2, 3) 
G0 By + Gir By + Gi2 B, + ais By + Gis B, = 0 

charakterisirt sind. Dabei entstehen die linken Seiten von (11), «,, B, 
aus den biniren Formen: 
> Se eer eee: 

Bs = By — 48,4 + 68,4? — 48,45 + 8, a! 
durch successive Polarisation nach 4,, 4,’, 4,”, w: 
(14) ' “= 4,2, a,” “> B, = Ba,2,' 4," > 
und es lassen sich die Formen (13) auch definiren als irgend zwei 
(lineare unabhingige) ,,2u den f,(A) conjugirte“ d. h. solche, fiir die: 
(12) {fi(A), ext*=0, {f(@), Br} =O (—=1,2,8). 
Die Relationen (11) involviren bereits die in Aussicht gestellte Ab- 
iinderung des Schnittpunkttheorems I: wir haben nur noch die Grosse 
# von den anderen 4,, ,', 4,” zu isoliren. Lassen wir die drei letzteren 
Werthe — die in ihrer Art gerade so beliebig sind, wie die in I auf- 
tretenden 4, 4,,# —, um neue Bezeichnungen zu vermeiden, gleich- 
falls die Wurzeln der Gleichung (6) sein, so geht aus (11) sofort ,,die 
eweite Form des Schnittpunkttheorems“ hervor: 
Ila a,=A,— vA, =9, B,=B, —uB, =0, 


wo w den mit 4,, 4,’, 4,” auf gerader Linie gelegenen Restpunkt der 
R, bezeichnet, und die A,, A,, By, B, die Bedeutung haben: 
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Ay = G&G) — & 6, + OG, — G36, 00,2, a," 

Ay = @ 6) — 6, + Oy, — O63 = — O,2/4,"0, 

By = Byo — Bio, + 8,6, —B36,;= = Baayaye, 

B, = B, 6) — B,6, + B,6, — B,o; = — Baarya,"o- 

(Die rechten Seiten sind Nichts Anderes, als die nach den 4,, A,’ 4," 
polarisirten ersten Differentialquotienten der Formen (13)). Der Formel 
Ila geben wir noch fiir das Folgende drei parallele Kinkleidungen. 
Wir schreiben einmal: 


IIb A, — vB, =90, A, — vB, = 0. 


Hier figurirt v als ein neuer, willkiirlicher, mit mu gleichberechtigter 
Parameter, dessen wahre Bedeutung jedoch erst in §3 ins Licht 
treten wird. 

Der Inhalt des in Ila, Ilb niedergelegten Schnittpunkttheorems 
zweiter Art ist, dem durch I ausgedriickten erster Art gegeniiber, als ein 
erweiterter anzuseheu; wiahrend das letztere tiberhaupt nur (in einer 
Bedingung) aussagt, wann drei Punkte 4,, A,', 4,” der R, in gerader 
Linie liegen, liefert jenes (vermége zweier Bedingungen) das Criterium 
dafiir, dass das fragliche Ereigniss so eintritt, dass zugleich der Hiilfs- 
parameter w resp. v je einen vorgegeben gedachten Werth annimmt. 

Fir manche Zwecke erscheint die Contraction von Ila und IIb 
in die eine Formel zweckmiissig: 

Ile (Ay —wA,) — v(B,—-wB,) = 0, 

die dann immer, als in v identisch befriedigt aufgefasst werden soll. 
Diese gestaltet sich noch durchsichtiger bei Ersetzung der einzelnen 
Formen (13) durch ihre ganze ,,zu der Schaar der aus den /,(A), linear 
componirten Formen conjugirte‘‘ Schaar, namlich: 

(16) Vy = Ap — v Ba. 

Denn damit geht Ile sofort tiber in: 

Ild Va, a'a,"n = 0. 

Denken wir uns andererseits — und es ist wohl darauf zu achten, 
dass die nunmehr zu explicirende Auffassung von der soeben, im An- 
schluss an die Formeln Ila, b, c,d vertretenen (wie auch von der 
durch I dargebotenen) gedanklich scharf zu sondern ist — irgend drei 
Werthe (Punkte) 4,, 4,’, 4," bereits als dem Schnittpunkttheorem I 
Q2=0 unterworfen (d. h. geometrisch einen Punkt (6) auf der 
Fliche*) Q.: == 0), so wird in Ila sowohl, wie in IIb je eine der 


(15) 


*) Die Einfiihrung dieses Bildes (das sich darbietet, sobald man die 6; als 
homogene Coordinaten eines Raumpunktes ansieht) erweist sich auch fiir den 
weiteren Verlauf des Textes als ein zweckmiissiges Hiilfsmittel. Dies spricht sich 
deutlich durch den evidenten Satz aus: ,,Jede Zerlegung von der Form: 
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beziiglichen Relationen tiberfliissig, und es erscheinen dann die Hiilfs- 
parameter uw, v als lineare, gebrochene Functionen der 6;: 

(17) p= oe rem Bt (Qr—0). 

Werden jetzt diese Gréssen u, v gleichzeitig als Parameter zu Grunde 
gelegt, so darf von den vier Gleichungen IIa, I[b — unter Voraus- 
setzung von Q» =O — nur eine weggelassen werden, und die drei 
restirenden dienen umgekehrt zur eindeutigen Bestimmung des einem 
beliebigen Werthsysteme mw, v correspondirenden Systems (6;). Dies 
hat den Satz zur Folge: 

»Solange, bei irgendwie vorgegebenen Werthen w, v, die ein- 
deutige Bestimmung der 6; aus den Relationen Ila, ILb — unter Zu- 
hiilfenahme von I Qa: —=0 — médglich ist, lisst sich auch den in Id 
auftretenden Grissen uw, v die in (17) ausgesprochene Bedeutung unter- 
legen, und umgekehrt.“¢ 

Dies ist nun im ersten Abschnitte der Arbeit durchgiingig der 
Fall, und der eben formulirte Satz giebt uns das Recht trotz der ver- 
schiedenen Bedeutungen der Gréssen w, v, es bei einer einzigen Be- 
zeichnung fiir dieselben bewenden zu lassen. 

Versagt dagegen, wie im zweiten Abschnitte, die gemeinte Be- 
stimmung der 6, und es wird sich diese Anomalie mit der anderen 
decken, dass die durch (17) definirten Functionen w, v nicht mehr 
unabhiingig von einander sind, so werden die in der (véllig unversehrt 
bleibenden) Gleichung IId figurirenden, nach wie vor ganz unabhiingig 
von einander existirenden Gréssen mw,'v (oder mindestens eine der- 
selben, v) ganz andere, wie sie (17) liefert. 


4 4 4 1 8 
1 (uy ») F4(4) + De (us »)fa(4) + Ds (uy ») fy (4) = F(A) F(A) 
wo die g,(u,») ganze Functionen ihrer Argumente, und die letzteren durch irgend 
eine algebraische Relation (u,v) = 0 verbunden sind (cf. ,,Reducib § 5) ist (ver- 
mige Nullsetzens des Factors F) vollstindig und eindeutig repriisentirt durch 
eine gewisse, auf der Fliiche Q,. = 0 gelegene algebraische Raumcurve, und um- 
gekehrt fiihrt yede solche Raumcurve zu einer Zerfillung der gemeinten Art.“ 
Irgend zwei solche Raumcurven auf der Fliche stehen vermige der sie treffen- 
den Geraden der einen Schaar (wu = const.) in einer gewissen Punktcorrespondenz, 
die umgekehrt dazu dienen kann, die Fliiche (nebst einer Anzahl irrelevanter 
Ebenen) zu erzeugen: genau so erzeugen die beiden Bildclassencurven in der Ebene 
der R, die letztere bis auf eine Anzahl irrelevanter Geraden (cf. ,,Reducib. 
Schluss). 

Beispielsweise werden die Tangenten der P, resp. P; abgebildet durch die 
Punkte der Geradenschaar v = const., resp, der auf der Fliiche gelegenen Kegel- 
schnitte u. s, f. 

Auch die Ausartungen der R, werden so treffend veranschaulicht: den ,,singu- 
laren‘ R, entsprechen Kegel (zweiter Ordnung): einer R, = R,(R,) (cf. § 11) ein 
Ebenenpaar mit einem ,,sommet’, einer R, = R,(R,) ein Ebenenpaar ohne 
sommet, etc, 
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Dann ist (cf. § 7) eine neue Untersuchung erforderlich. 

Nach dieser, durchaus nicht zu umgehenden Abschweifung, gelingt 
die in (8) angedeutete Umformung der linken Seite Q,: von I ohne 
Weiteres, sobald man uw resp. v aus Ila resp. Ilb wieder eliminirt. 
Mit Hiilfe der Ausdriicke A,, A,, B,, B, in (15) kommt, wenn rt einen 
(gleich zu ermittelnden) constanten Factor bezeichnet: 

Ay A, 
(18) tQe = 'B, B,|" 
In der That sind, wie bekannt*), auf Grund der Verkniipfungen (12) 


die |“ “| den Aimn in (7) proportional, wenn unter 7, x; 1, m, ® zu- 
sammen die fiinf Zahlen 0,1,...,4 (und zwar je in natiirlicher 
Reihenfolge genommen) verstanden werden. 

Der beziigliche Proportionalitiitsfactor (und mit ihm der Factor t 
in (18)) hiingt noch ganz davon ab, wie wir die Formen aj, By (13) 
aus der Schaar (16) herauswiihlen. Da wir aber weiterhin (behufs 
verschiedener Controllen iiber die Grade, bis zu welchen die A,,,, in 
den spiteren Bildungen auftreten) einer absoluten Fixirung jenes Factors 
bediirfen, so greifen wir etwa innerhalb der Schaar (16) zwei solche 
Formen — sie seien wiederum mit a, By bezeichnet — heraus, dass, 
wenn noch zur Abkiirzung gesetzt wird: 


(7) Pik = Biman 
(wo die Indices die soeben angegebene Kegel befolgen) man hat: 
f19) . = Pro, %& = Pri, % = Pro, OH; = prs, & = Pra, 

By = Poo. By = Psi, By = Pex, By = Pes, By = pos 
wenn #, s zwei beliebige der Zahlen 0 bis 4 bedeuten, und p,,—=p,, = 0 
ist. Dann ergiebt eine einfache Rechnung, dass 


a; ay 


(20) B; Bel Pre” Pix 


und demnach der Factor rt in (18) gleich p,, wird: 
(21) T= prs. 


*) cf. ,,Apolaritiit’ § 1. Wie aus dem Beweise dieses Hiilfssatzes ersichtlich, 
verliert der letztere seine Bedeutung, wenn siimmtliche A,,,,, verschwinden (vgl. 
§§ 7, 11), wenn also die f,(4) linear abhiingig werden. Dann sind nicht etwa auch 
a; @, 

B; B, 
umgekehrt bilden in diesem Falle die zu den f,(4) conjugirten Formen eine zwei- 
fache Mannigfaltigkeit. Ueberhaupt liegt auf der Hand, dass bei gegebenen f, (1) 


die gleich Null d. h. die Formen «,., B,, proportional, sondern gerade 


a; a 
die Miglichkeit des Verschwindens simmtlicher . villig ausgeschlossen ist. 
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§ 3. 
Die erzeugenden Kegelschnitte P, des allgemeinen Falles. 


Wir haben alle Identitiiten vom Typus (2) fir »’ = 2 aufzusuchen., 
Diese setzen sich, nach dem Schlusse von § 1, aus zwei solchen: 
=. 4@ 2 8 1 
(22) > fild) Gi(u) = (A—w) (A, ) (d= 1,2) 
i=1 
mittelst eines willkiirlichen Parameters linear zusammen. 
Da die Gordan’sche Grundform, nach zuvoriger Division mit 4, — uw: 
, 1 1 ' 
(5) =a F(A, A, #) = i=—- (fi(), F(A), F(@)| 
selbst die linke Seite einer Identitit (2) fiir v’ —3 formirt, so haben 
wir aus ihr, nach dem Muster von § 4 der ,,Algebr. Processe“ durch 
Anwendung von Division und Ueberschiebung, eine analoge Identitiit, 
aber von einem, um Eins herabgedriickten Grade in w, herzuleiten. 
Wir ersetzen die Form (5) durch eine allgemeinere, indem wir an 
die Stelle der f,(4) ganz beliebige Gréssen a, treten lassen und be- 
dienen uns der Schreibweise: 


(23) 9 F(x, Ay, #) = Qap (a, Ht) = Qa; (a) = Qi"), 


die verdeutlichen soll, dass wir im Folgenden mit dieser Form, als 
einer biniiren, cubischen in 4,, operiren. 

Daun liefert die Gleichung Q,,»—=0 durch ihre Wurzeln — 4, 4,' A,” — 
gerade die drei Punkte der R,, welche durch die Verbindungsgerade 
von w mit dem beliebigen Punkte der Ebene (a;) ausgeschnitten wer- 
den. Jene drei Werthe 4,4,’ 4,” geniigen daher auch der zweiten Form 
des Schnittpunkttheorems d. h, das Resultat der Substitution von 4, 4,’, 4,” 
in die linke Seite von IId, oder, was dasselbe ist, die dritte Ueber- 
schiebung der beiden Formen Q, und 4, verschwindet fir @ = u 
identisch, ist also durch w — w theilbar, oder in Zeichen: 


1 2 
(24) : (Qa, Vato) = (@ —w) Rw, w). 
Hier ist es erlaubt, die ganz willkiirliche Grésse @ gleich 4, selbst zu 
nehmen, so wird: 


1 2 
(25) (Qa, vae)® = (4, —#) R(w, w). 
Fiihrt man nunmehr statt der a; wieder die f;(4) ein, so wird 


*) Die Bezeichnung Qi, soll auch dann noch beibehalten werden, wenn, 
wie in Formel (26), die #; wieder durch die f,(4) ersetzt sind. 
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R{fi(a), #} theilbar durch 4—m (denn F(A, 4,, uw) besitzt diesen 
Factor fiir jeden Werth von 4,), und wir sind zu dem Resultate 
gelangt: 

» Man entwickele die Form i F(a, 4,, @) nach den f:(a) und 
erhalte: 


¢=8 
. 1 . , 
(26) Gap I, AA). A) = Cae = DH) Cae 
dann sind die zur R, perspectivischen Classenkegelschnitte P, dargestellt 
durch: 


(27) ou; = pile) =z 


wo 


a (Viars vas)’, 
(16) Vu = Aya — v Bu 
die Schaar der zu den f,(A) conjugirten Formen bedeutet. 

Damit ist die gewiinschte Herleitung der fiir den niedrigsten Grad 
(sc. zwei) in w im Allgemeinen existirenden Zerlegungen (2) — wir 
nennen sie nach § 3 der ,,Reducib.“ die ,,Fundamentalzerlegungen“ — 
geleistet, denn ihre linke Seite driickt sich aus durch: 

2 1 a 

28) DIA) pele) = ae (Car mae) = BAKA; Hv}, 
wo die rechte Seite die Gestalt einer Combinante der f;(A) besitzt. 

Und hieraus fliesst nach §6 der eben citirten Arbeit sofort die 
Gesammtheit der ,,erzeugenden “ Zerlegungen (2) von beliebigem Grade 
v in w — und damit zugleich die Gesammtheit der erzeugenden P,,, 
— sobald man den Parameter v ersetzt durch eine willkiirliche rationale 
Function von w, des Grades v’ — 2: 

v'—2 
(29) ye 
¥_ (u) 

Zusatz, Daher lautet der gedrungenste Ausdruck unserer Funda- 

mentalzerlegung: 


: 1 2 1 ¥ » 8 8 
(30) R{fi(A); w, vy} =(—#) RB (A; w, »). 
Auf die Form R’ wird § 4 niaher eingehen. 


Fortsetzung. 
Explicite Darstellung der Form R. 
Der geschilderte Ueberschiebungsprocess, dem die durch (26) 


1 2 1 
definirte Function R = R{f,(A); u,v} ihre Entstehung verdankt, 
scheint noch nicht durchsichtig genug zu sein, um gewisse, weiter 
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unten sich aufdringende Ausnahmefille der Behandlung in praxi zu- 
giinglich zu machen. 

Wir entwickeln daher den Ausdruck R so weit, dass man erkennt, 
wie er abhingt von den dritten Ueberschiebungen der — als biniire 
cubische Formen in w aufzufassenden — Entwickelungscoefficienten 
Qiu» (26) von Qa: tiber die ersten Differentialquotienten @1,2, @2,*, Biy, 
Be,» der Formen e+, Bye (13). 

Wir setzen fiir den Augenblick zur Abkiirzung: 


(31) (Qin, ay)? = Mai, (Qin, Bay)* = Bai. (d=1,2). 


Diese Gréssen treten offenbar als Coefficienten auf, wenn man die 


Form R {f.(a); s ‘ o} nach Potenzen von w und v ordnet. Aber sie 
sind nicht unabhiingig von einander, sondern an gewisse (fiir beliebige 
Werthe von 4 giiltige) lineare Identitiiten gebunden (die spiiter noch 
mehr von Bedeutung werden). Macht man niimlich linkerhand von 
(25) 4, =u, so resultirt eine in w identisch verschwindende biquadra- 
tische Form, fiir ganz willkiirliche Werthe von v (und ebenso 4). Dies 
aber ist iiquivalent mit dem gemeinten Systeme von Identitiiten: 


(32) {1 =O, yg = Hy) Moy = MQ, Mop = My, Mpg = 9, 
7 Bo= 0, Boo — By, By, — By, Bus = Bis, Bos = (), 


Fiihren wir hier fir die drei mittleren Paare von Gréssen die je ge- 
meinsame Bezeichnung ein: 


(33) 


A,, A,, A,, 
B,, B,, By, ° 
(wo dies siimmtlich in den f;(4) linearhomogene Functionen sind), so 
1 2 1 
nimmt die Bildung R{f;(A); w’, v} ohne Weiteres die einfache Ge- 
stalt an: 
(34) R= (uw? A,+uUA,+ 4) — v(w?B, + 4B, +B). 


§ 4. 
Die rechte Seite der Fundamentalzerlegung in selbststandiger 
Darstellung. 

Aus dem soeben zu Anfang des letzten Absatzes namhaft gemachten 
Grunde erwichst auch das Bediirfniss einer, von den Ueberschiebungen 
des § 2 unabhingigen (und damit von selber explicit sich darlegenden) 
Ableitung der durch die rechte Seite von (30) i, e. durch oH Rr 
formirten Function. 

Zu dem Zwecke greifen wir auf die in Ila und IIb deponirten 
Variationen des ,,Schnittpunkttheorems der R, in der zweiten Form“ 
zurtick. 
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Versteht man unter x einen Proportionalitiitsfactor, so sind die 

angefiihrten Gleichungen auch iquivalent mit diesen: 

(35) xAy=puv, xA,=—v, «By—p, «B, = 1. 

Hier sind die linken Seiten ganz und linearhomogen in den 6 d. i. den 
Coefficienten der Gleichung (6): 

(6) 436, — A*6, + 146, —6,=0. 

Man eliminire die 6 aus den Gleichungen (6), (35). 

Dann ist die Behauptung, dass das Eliminationsresultat nur um 
einen constanten Factor (der sich mit der Grosse r in (21) als identisch 
herausstellen wird) unterschieden ist von der Form Ri. e. der rechten 
Seite von (30). 

In der That haben wir nur zu beachten, dass die Ausgangsglei- 
chung (10) fiir die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden u; (9) mit 
der R, folgender Einkleidungen fihig ist: 


(10’) Uy SS yf, (4) + yf (A) + tts fa (A) 

= A's, — A's, + A’s, — As, + 8, 

= (A—uy) (43 6,—A?o, + 46,—6,) = 0. 
Hier soll nun die weitere Umformung vorgenommen werden, dass 
rechterhand an Stelle der abhiingigen 6 eine passende Function ,,v“ 
der letzteren als zweiter, von w unabhingiger, Parameter eintritt, und 
auf diese Weise die urspriinglichen Coordinaten einer Geraden, nimlich 
die Verhiltnisse der u; transformirt werden in zwei neue unabhingige 
Parameter uwgv, die zur gegebenen R, selbst in unmittelbarer Be- 
ziehung stehen. 

Hierzu wihlen wir eben die mit w gleichberechtigte Grosse v (16), 
Dann wird man leicht erkennen, dass die Einfithrung der neuen 
,Coordinaten“*) uw, v anstatt der u, sich genau mit der in § 2 vor- 
genommenen Entwickelung, die schliesslich zur Fundamentalzerlegung 
(30) hinfiihrte, deckt. Dies wird so bewiesen. 

Es reprisentire 4, irgend eine der drei Wurzeln 4,, 4,', 4,” von 
(6), so ersetzen wir zuvérderst die «; in (10) durch die Gréssen 4,, u 
(weiterhin erst 4, durch 1). 

Da uy; i. e. die linke Seite von (10) fiir 4 = 4,, und 4 = w ver- 
schwindet: 


(36) whl) =0, Sw fu) =0, 


so verwandelt sich u,, einen von 4 unabhiingigen Factor abgerechnet, in: 


*) Man iiberzeugt sich leicht da’ on, dass die Correspondenz zwischen Werth- 
systemen (uw, v), (%,, %), U3) eine cin-vierdeutige ist. Denn bei gegebener Geraden 
(w;) kann man noch jeden ihrer vier Schnittpunkte mit der R, als Punkt w nehmen, 
wodurch dann » immer villig bestimmt ist. 
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1 


(26) eA) F(A) Fil) | = Gre =D) Qiao fil) 
= Q,4,3 — Q,4,2 + 2,4, — Q,. 


Nun stimmen aber die Wurzeln von Q,;=0 vollig mit denen der 
Gleichung (6) tberein: soll daher in die linke Seite von (26) die 
Function v statt der o resp. der Q’ eingefiihrt werden, so hat dies 
dadurch zu geschehen, dass in (16), oder auch in IId, die o durch 
die Q@ in (26) ersetzt werden. Eben dies hat der in (24) resp. (25) 
ausgepriigte Ueberschiebungsprocess geleistet. 

Dieselbe Leistung — die Transformation der u; in die w, v in der 
Form uy resp. der Gleichung uy = 0 —, nur auf directem Wege haben 
wir durch die zu Anfang dieses Paragraphen geschilderte Elimination 
der 6 aus (35) und (6) vollbracht, 

Und da das Eliminationsresultat in den Veriinderlichen 4; wu, » 
resp. zu den Geraden 3; 1, 1 ansteigt, so folgt sofort, dass es bis 
auf einen, ausschliesslich von den Coefficienten der f,(4) abhiingenden 
Factor t die rechte Seite R’ von (30) selbst sein muss, und es 
resultirt :*) 

& G, a, 
en 4 B, B, B; 
(37) TR (A, wm, v)=\a, a aw, a, 
B; B, Bs By 
a RA 





Der Factor t’ bestimmt sich, sobald wir die «, B, wie es in (19) ge- 
schehen ist, fixirt haben, Denn J’ ist linear sowohl in den p;,y—Ajmn 


(7’) resp. (7), als in den «@ resp. 6B, somit in den p;, jetzt vom zweiten 
Grade: andererseits ist die rechte Seite von (37) bilinear in den 


a; ay 

Bi Bx 

*) Kiirzer hiitte sich der Beweis fiir die Umformung (37) so fiihren lassen. 

Man weiss von vornherein durch Abziihlung der Bedingungen, welche die Identitiit 


(22) involvirt (cf. Brill in den Miinchener Berichten vom Mai 1885), dass in (30) 
noch ein Parameter » linear auftreten muss. Andererseits stellen die Coefficienten 


= Prs- Dix 


a 

der Potenzen von 4 in R’(4; uw, v) (30) irgend ein Werthsystem 6; dar, welches 
der Gleichung I Q,.=0 geniigt. Man berechne also die o, als bilineare Func- 
tionen der w, » aus Il i. e. aus (35), und setze die Werthe in R’ ein, so hat 
man die rechte Seite von (27) gewonnen. 

(Auf diesem Wege lisst sich auch ein zweiter, noch durchsichtigerer Beweis 
fiir die Ueberfiihrung des Schnittpunkttheorems I in die Gestalten II erbringen). 
Ist man einmal im Besitze der rechten Seite von (30), so lisst sich die linke d, h. 
die Coefficienten der ,(u), durch Coefficientenvergleichung finden: so bin ich 
urspriinglich durch sehr miihsame Rechnung zur Identitiit (30) gelangt. 
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(nach (20)) und den @ resp. 6. Daraus geht hervor, dass in der That, 
wie friiher angekiindigt , 


(21’) ; Pre: 


§ 5. 
Begrenzung des allgemeinen Falles. 


Es tritt nun die Frage heran, wie weit die Giiltigkeit der bisher 
unter Annahme ,,allgemeiner“ f;(4) gewonnenen Sitze und Formeln, 
insonderheit des Hauptergebnisses (28), reicht. Man wird hier unter 
,allgemeinen“* f,(4) eben solche verstehen, fiir die eine wirkliche 
Schaar (27) ,,eigentlicher“ erzeugender P, existirt. 

Dafiir liisst sich bald ein analytischer Ausdruck finden. 

Zunichst iiberzeugen wir uns leicht davon, dass sich nicht etwa 
die in Rede stehende Schaar dadurch auf eine einzige, eigentliche P, 
zusammenziehen kann, dass die « und # in (13) einander je pro- 
portional wiirden, d. h., dass die Formen a und By» nicht mehr linear 
unabhingig von einander sein kénnten. Dies kann jedoch nie ein- 
treten, (wie auch die f,(4) degeneriren méchten): denn laut der Defi- 
nition (12) existiren immer zwei, linear unabhiingige, zu den f;(A) 
conjugirte Formen. 

Indessen kénnten ev. noch andere Beziehungen zwischen den 


gegebenen Coefficienten der /,(4) eintreten, vermége deren die ge- 
meinte Contraction verwirklicht wiirde. 

Jedenfalls aber miissen in diesem Falle die Coefficienten der ein- 
zelnen Potenzen von A in der Form F’ (30) einen gemeinsamen Factor 
von der Gestalt vy — v, haben (u. umg.). 

Schreiben wir: 


1 2 1 
(30) R{Ala); w, vy} = (A—w)(BB—VZ,4+42,—25), 
so liegt auf der Hand, dass, zufolye der Bedeutung der Relationen 
Ila, IIb, die 4; den 6; proportional sein miissen, und somit wiirde 
unsere Annahme die Wirkung haben, dass die Gleichungen 

A, —%,B, =9, A, —v,B, =0 

iquivalent werden, was wiederum zur Consequenz hat, dass die aus 
den Coefficienten der A,, By, A,, 8B, gebildete Determinante verschwin- 
den miisste. Diese Ausartung tiberhaupt wird in § 8 und 9 ihre Er- 
ledigung finden. Dann wird sich ergeben, dass, sobald die 6;, und 
damit die Form FR’ (30) einen Factor v — v, besitzen, das Gleiche 
auch von einem Factor w — yu, gilt. Thatsiachlich geht dann die Schaar 
der P, (27) in eine einzige, erzeugende P, tber (die nur fiir gewisse, 
uneigentliche f,(4) identisch verschwindet). 
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Genau umgekehrt zieht die Existenz eines Factors w — gw, in (27) 
einen zweiten v — v, nach sich. 

Schliessen wir daher diese beiden Irregularititen vor der Hand 
aus, so haben wir uns zu der noch verbleibenden Besonderheit zu 
wenden, dass ev. simmtliche erzeugende P, in ,,uneigentliche“ i. e. 
in P, ausarten. Hierfiir bieten sich wieder zwei Méglichkeiten. 


Ss § 
Man denke sich die g;(u, v) in (27) nach Potenzen von w geordnet: 


2 

(27) Oui = Pi(u) = wpe + ED + V0, 

wo die Coefficienten g;, selbst linear und ganz in v sind. Dann 
héren die rechten Seiten von (27)' auf, eigentliche Functionen ihrer 
Art (in w) zu sein, wenn entweder die Determinante der g;, identisch 
(in v) verschwindet (ohne dass die g;(u) einen Factor in w gemein 
haben) oder aber, wenn aus den drei Formen ;(u) ein (und derselbe), 
in w,v bilineare Factor heraustritt. 

Nach der ersteren Annahme wiirde es nicht nur drei (doppelt 
ziblende) P; unter den erzeugenden P, geben (wie im Allgemeinen) — 
dieselben repriisentiren augenscheinlich sonst die drei Doppelpunkte 
der R, — sondern siimmtlichen P, (27’) kiime diese Higenschaft zu. 
Schon daraus geht hervor, dass die R, zu einem doppelt zihlenden 
Kegelschnitt wird. Aber auch der rein algebraische Nachweis dafiir 
ist leicht zu erbringen. Denn, sobald die Determinante der gj, ver- 
schwindet, nehmen, wie man weiss (und fast unmittelbar einleuchtet) 


2 : 1 
die p;(w) (fiir jeden Werth von v) die Form g;(u,) an, wo yp, selbst 
eine rationale Function zweiten Grades von pw angiebt. Demnach sind 


4 2 
auch die f;(4) von der correspondirenden Gestalt f,(4,). Dies verstésst 
aber gegen die Beschrinkung, der wir die f,(4) gleich im Anfang 
(cf. § 1) unterworfen haben. (Siehe Niheres unter § 11.) Verfolgen 


2 
wir nunmehr die zweite Méglichkeit ,,uneigentlicher“ g;(u), so redu- 
ciren sich, nach Abspaltung und Hebung des gemeinten, in w, v 
bilinearen Factors, die erzeugenden Zerlegungen (28), bisher zweiten 
Grades in w, sofort auf eine einzige, bestimmte, erzeugende Zerlegung 
ersten Grades in w, von der Art: 


1 3 0 
(38) a f(A) p(w) = (4 — w) S(A; w). 

Diese Identitit ist, wie auf der Hand liegt, fiquivalent mit der 
Existenz eines ,,dreifachen Punktes“ der R, d. i. eines Werthetripels 
0,, 0,, 6, (von denen auch zwei resp. alle drei zusammenriicken kénnen) 
mit der Eigenschaft: 


(39) 7,061) = f:1): 4) = Fy G2) # fo G2): fy (2) = A195) : Fos)? fs Os) 
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Das Criterium fiir das Eintreten dieser Eventualitiit springt hervor, 
sobald man sich der zweiten Form II* des Schnittpunkttheorems der 
R, bedient. Denn sollen die Relationen II*, unabhiingig von u, fiir 
drei Werthe 4, = 0,, 4,’ = 0,, 4,” = 0, erfiillt werden, so ist noth- 
wendig und hinreichend, dass die Determinante*) der Formen (15), 
A,, A,, By, B,, verschwindet, also: 

Oy) Oy Oy hy | 
(40) i aie By B; B, B; 

&, By My &, 

B, B, B; By | 

Wir charakterisiren daher ,,allgemeine“ R, durch die Bedingung**) 
(41) A20; 
fiir solche gilt der Inhalt der §§ 1—4 ohne Einschréinkung. 

Die Untersuchung des Falles A =(, sowie der darunter ent- 
haltenen, noch specielleren Ausartungen der R,, werden wir demniichst 
im zweiten Abschnitte in Angriff nehmen. 


§ 6. 
Ueber eine selbststindige, ausnahmslos giiltige Darstellung der 
erzeugenden Curven dritter Classe. 
Solange die Fundamentalzerlegung (28) als ,,eigentliche“ existirt, 


haben wir nur (wie daselbst angegeben) an Stelle von yw eine be- 
liebige lineare, gebrochene Function von mw in (28) zu substituiren: 


G — au + 8B 
= = yo+e? 


um im Besitze simmtlicher erzeugender P, zu sein. Specialisirt sich 


*) Diese Determinante A lisst sich, als Combinante der f,(4), ausdriicken 
als Simultaninvariante der beiden, zum System der f,(4) gehdrigen Gordan’schen 
Elementarcombinanten (sechsten resp. zweiten Grades in 2). Dies ist bereits in 
»Reducib,“* pg. 60 Anm, geschehen. Andererseits muss A auch darstellbar sein als 
directe Simultaninvariante der (2) resp. der beiden conjugirten Formen «@, , B,,. Be- 
schriinken wir uns hier auf das Letztere, und bezeichnen, wie iiblich, mit ¢, 7’; 
H,H’ die beziiglichen Invarianten zweiten Grades, und die Hesse’schen Co- 
varianten (je mit den bekannten Zahlenfactoren versehen), und endlich mit (HH’)' 
die vierte Ueberschiebung von H, H’, so findet man leicht, dass : 
6(HH’)* — it’ = 24A. 

Schliesslich ist 4 auch das Resultat der Elimination der Potenzen von 4 aus den 
sechs Gleichungen: /;(4) = 0, Af,(4) = 0. 

**) Zudem ist noch stillschweigend vorausgesetzt, dass die Determinante der 
9;, in (27’) nicht bez. » identisch verschwindet. 
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aber (28), wie soeben in § 5 explicirt, in eine erzeugende Zerlegung 
ersten Grades in w (i. e. eine P,), so kann die R, nur noch ver- 
mittelst dieser P, und einer (sonst beliebigen, aber) eigentlichen P, 
erzeugt werden. Da alsdann die durch Formel (42) getragene Her- 
leitung der P, aus (28) versagt, so miissen wir danach streben, eine 
von (28) ganz unabhiingige und bei allen Ausartungen einer (eigent- 
lichen) Ry, unangetastete Darstellung der gemeinten P, zu gewinnen. 
Kine solche bietet sich dar mit Hiilfe der Formel (26); man lege 
nur dem willkiirlichen Parameter 4, andere und andere Werthe bei. 
In der That, ordnen wir die Form @,;» nach Potenzen von 4,: 


(26) Ge IAA), F(A), FW) = Gar = 422, — 4,72, + 4,2, —Q,, 


so hat man fiir jeden der Coefficienten Q,(% = 0, - --, 3) eine Identitiit 
von der niimiichen Form: 


(43) Qy — >) fi(A) pi(u) = (A — mw) Qe (As a). 


Multipliciren wir also diese vier [dentitiiten mit willktrlichen Con- 
stanten g,, und addiren, so werden wir avf eine ganze Schaar von 
erzeugenden Zerlegungen dritten Grades in w (und damit correspon- 
dirender P,) gefiihrt: 


x= 38 é=38 2=8 x=3 


(44) >) eee =>) (a) >! 9 Wee = @—w) >! Aj 0) te 


x=0 é=1 x0 x0 


Diese Schaar von P, muss mit der — fiir beliebige, eigentliche 
R, nach Formel (4) immer existirenden dreifach unendlichen, linearen 
Schaar von erzeugenden P, — vollstiindig tibereinstimmen, sobald der 
Nachweis*) gelingt, dass zwischen den Q, keine lineare Identitiét (mit 
constanten Coefficienten) herrscht. Dieser Nachweis lisst sich fihren, 
wie folgt. 

In § 3 wurde von der Bemerkung Gebrauch gemacht, dass auch 
die Gleichung Q,»=— 0 in gewisser Weise das Schnittpunkttheorem der 
R, repriisentirt, insofern ihre Wurzeln (bei beliebigen 4, mu) drei auf 
einer Geraden liegende, im Uebrigen ganz beliebige Punkte der R, an- 

*) Es wiire allerdings noch der eine Einwand mdglich, dass (bei besonderen 
f,(4)) die Q, siimmtlich einen und denselben Factor » — mw, erhielten, somit in 
lauter erzeugende P, tibergehen wiirden, Aus der Definition der 2, in (26) er- 
hellt indessen unmittelbar, dass dann die Grundform |f;(), f; (41), f;(w)| fiir ganz be- 
liebige Werthe von 4 und 4, den niimlichen Factor 1 —, haben miisste. Folglich 
hiitten ihn auch die Formen /;(u) gemein, Es deckt sich also die hier erdrterte 
Eventualitiit vollstiindig mit der im Texte behandelten, dass die Q, linear ab- 
hiingig werden, 
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geben, d. h. dass die 2 in (26) mur andere Zeichen fiir die 6; (in 6) 
sind. Demnach zége eine lineare Identitit zwischen den Q eine eben- 
solche zwischen den 6 nach sich (und umg.) Dann aber miisste auch 
die Form (18): 

Ay A | 


(18) t Qe —_ B, B, 


in zwei (gleiche oder ungleiche), in den 6 lineare Factoren zerfallen. 
Dies kann aber dann und nur dann eintreten (wie der Anhang des 
Niheren lehren wird), wenn die /;(4) einen Factor in 4 (mindestens 
vom ersten Grade) gemein haben. 

Es wire noch der extremste Fall denkbar, dass die Zerlegung (44) 
identisch verschwindet. Hierzu ist offenbar das Verschwinden siimmt- 
licher Determinanten 4;,, (7) nothwendig und hinreichend, und dies 
wiirde Nichts Anderes aussagen, als dass zwischen den f(A) eine 
lineare Dependenz herrschen wiirde (u. umg.). Dies war indessen von 
vornherein ausgeschlossen. (cf. auch § 11). 

»Somit liefert die Formel (44) wirklich fiir eigentliche R, unter 
allen Umstiinden die volistindige Schaar der erzeugenden P,.“ 


Zum Schlusse fiihren wir noch den Beweis, dass in allen (sc. eigent- 
lichen) Ausartungsfallen, wo 4 = 0), thatsiichlich immer eine einzige, 
bestimmte, erzeugende Zerlegung ersten Grades (in w) existirt (die 
dann in Verbindung mit einer der Zerlegungen (44) die f(A) her- 


vorbringt). 
Denn andernfalls miisste die gemeinte Zerlegung ersten Grades 
identisch (in 4 und w) verschwinden. Nun zeigt die wirkliche Be- 
3 


rechnung des Factors S(4) in (38) (wie man sie in Formel (54) findet), 
dass das identische Verschwinden der Form S iquivalent ist mit dem 
simultanen Verschwinden aller ersten Minoren der Determinante A (40). 

Dies wird aber gerade nach dem Schluss von § 11 das Criterium 
dafiir sein, dass die f;(4) einen, in 4 quadratischen Factor gemein haben. 


Zweiter Abschnitt. 
Die Erzeugung der ,,singuliiren“ Z,. 
§ 7. 
Discussion der Bedingung A = 0. 
Wir fassen alle, unter der Annahme: 
Oy O, Ay Oy 
oD ame ie & 


B, B, Bs B, 
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noch méglichen, eigentlichen R, unter dem Namen ,,singuldre“ zu- 
sammen. Dabei wird bereits stillschweigend vorausgesetzt, dass min- 
destens eine erste Unterdeterminante von A von Null verschieden sei, 
da andernfalls (cf. § 6) die R, in eine uneigentliche degeneriren wiirde. 

In diesem Paragraphen sammeln wir alle Folgerungen von Belang, 
die sich aus der Formel (40) schépfen lassen. 

Der § 5 stellte bereits das Verschwinden von A als das Criterium 
dafiir fest, dass eine bestimmte, erzeugende P, existirt, deren zu- 
gehdrige Zerlegung aus der Fundamentalzerlegung (28) resp. (30) da- 
durch ableitbar sein muss, dass sich auf beiden Seiten ein (und der- 
selbe) in mw, v bilinearer Factor abspaltet. 

Dies ist niher zu untersuchen. Vorab indessen miissen wir dem 
berechtigten Zweifel begegnen, ob nicht beim Eintreten des Falles 
(40) iiberhaupt die ganze Herleitung der Formel (28) versagt, und da- 
mit eventuell auch die letztere selbst ihren Sinn verliert. 

Da ist nun zunichst beachtenswerth, dass die (im allgemeinen 
Falle unabhiingigen) Formen uw, v, die auf Grund des Schnittpunkt- 
theorems II* resp. II® die Bedeutung haben: 

Av By A A 
(45) “= — B,? vas B. = 3. 
vermdge (40) durch eine bilineare Verkniipfung an einander gefesselt 
werden. Man multiplicire nur die mit (45) aquivalenten Relationen (35): 
(35) xA,=uv, «By—p, *A, =v, xB, =—1 


mit den ersten Minoren etwa der ¢'" Verticalreihe von A — sagen 
wir M;, Ni, P:, Ri —, wnd addire, so erhiilt die linke Seite des 
Resultats den verschwindenden Factor A und es kommt: 


(46) wy M; + uN: + oP, + Ri = 0. 


Somit wird zum Mindesten jetzt diejenige Bedeutung hinfiillig, 
welche wir in § 4 dem Verfahren des § 2 untergelegt hatten; wir kéunen 


nicht die zwei willkiirlichen Coordinaten =, os einer Geraden in 
1 1 


zwei, von einander abhiingige (45) w,v transformiren, folglich auch 
nicht die Form uy (10) in die linke Seite von (30). Und desgleichen 
wiirde die Umgestaltung der rechten Seite von (30) in den Ausdruck 
(37) ihren Sinn verlieren. Das Letztere harmonirt auch mit der That- 
sache, dass fiir A = 0 die linearen Gleichungen (35) nicht mehr nach 
den o; auflésbar sind. 

Auf den ersten Anblick scheint also die in den §§ 2—4 geleistete 
Arbeit fiir die singuliren R, eine vergebliche gewesen zu sein. 

Indessen erkennt man bei schirferem Hinsehen bald, dass die 
Grésse v eine Doppelrolle spielte: einmal und vorwiegend als die 
durch (16) fixirte Function der o (die natiirlich immer an die Gleichung 


$* 
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A, A ‘ 
Qe = “ my | =() gebunden zu denken sind), sodann als Parameter 
0 i 
der zu den f; (4) conjugirten Schaar 
(16) Vy = Ay — VBz. 


Fiir die singuliren R, d. h. sobald AO, spaltet sich diese 
ancipite Eigenschaft von v in zwei nicht mehr vereinbare: denn wiih- 


rend v im ersteren Sinne vermége (46) eine Function von mw wird, ( 

bleibt der Parameter v in (17), nach wie vor, selbststindig bestchen, 

und hat mit der Grésse w i. e. dem Argument eines variabeln Punktes y 

der R,, absolut Nichts zu schaffen. ( 
Wir setzen nun ein fiir alle Mal fest, dass der Variabeln v in 

diesem zweiten Abschnitt ausschliesslich die zweite Bedeutung, als ' 

Parameter des Biischels (17) beigelegt werden soll. ( 
Dann aber iiberzeugt man sich Schritt fiir Schritt, dass der Ver- | 

lauf des in § 2 vorgenommenen Ueberschiebungsprocesses von der : 

Kinschrinkung A = 0 villig unberiihrt bleibt, und damit auch die ; 


Form der Fundamentalzerlegung (28) oder (30): 


: 1 
a Se 
(47) > Fi) Gi(w) = ge (Gry 2s) ; 
1 2 1 . 3 & s i 
= R{fi(a); wv} = — w) BCA; ws, »). : 
Dagegen wissen wir aus § 5, dass diese Formel eine wesentliche uU 
Modification insofern erleidet, als ihre beiden Seiten durch den niim- fi 


lichen, (nicht verschwindenden), Bilinearfactor in w, v theilbar werden, 
und sie dadurch (47) zur erzeugenden Zerlegung der einen, fiir A = 0 
existirenden P, wird. 

Diesen fraglichen Factor werden wir im niichsten Paragraphen ( 
auf Grund der (gleichfalls unversehrt bleibenden) Rechnung von § 3 
direct vermitteln. 

Dies wird zugleich zu dem eigenthiimlichen Ergebniss fiihren, dass 
selbst die Hauptformel (37) des § 4 keine formale Einbusse erféhrt. é 

Wir schliessen diesen Paragraphen mit einer letzten, aber nicht 
geringfiigigsten, charakteristischen Eigenschaft der Gleichung A = 0: 

lassen sich dann (und nur dann) die Formen (13) ay, Bx als zwei | 
(unabhingige) erste Polaren einer biniiren Form fiinften Grades (in 4) ( 
auffassen. Wir kommen in § 10 eingehender darauf zuriick: es zeigt 
sich, dass gerade diese Auffassung eine naturgemiisse und selbststiindige 
Erzeugung der singuliiren 2, nach sich zieht. 
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g 8. 


Aufstellung des in der Fundamentalzerlegung (47) enthaltenen, bez: 
u, » bilinearen Factors [u, v);. 


In § 3 hatte sich fiir die linke Seite von (47) der Ausdruck 
herausgestellt: 


(34) RAF (a); wv} = (WA, + eA, + Ay) — o(u?B, + eB, + By), 


wo man wegen der Bedeutung der A;, B; auf die Formeln (31), (32), 
(33) recurriren moge. 

Combiniren wir jetzt die Relationen (35) und (46), so liegt uns 

die, beziiglich der 6; identisch zu erfiillende Gleichung vor: 

(46) A, M; + By Ni + A, P, + B, Ri = 0. 

Hier sind unter den M,, N;, P;, R; die den Elementen der i’ Verti- 
cale (¢ = 1, 2,3, 4) zugehérigen ersten Minoren von A zu verstehen: 
mindestens fiir einen Werth des Index ¢ verschwinden jene vier Gréssen 
nicht gleichzeitig (cf. Anfang von § 7). 

Die vier, mit (46°) aiquivalenten Gleichungen (die hervorgehen, 
wenn man die Factoren der 6; einzelu annullirt) lassen sich in die 
Form von linearen Identititen zwischen den A;, B; bringen. Man 
ersetze zu dem Behuf die 6; durch die ihnen gleichwerthigen Q; (26), 
und sehe das Resultat als eine in der Variabeln w identisch zu be- 
friedigende Gleichung dritten Grades an, dann kommt: 


M;A, + NB, + P;-0+ Rh -0=0, 
M; A, oh NB, “- P; A, + RB, = 0, 
M;A, + NB, a P; A, + RB, = 0, 
M;-0 + N,;-O+ P; A; + R; B, = 0, 
Die erste und letzte dieser Identitiiten lehren die Proportionalitiit von 
A,, A, mit resp. B,, B,. Um das etwaige Verschwinden einzelner 
der M,;, Ni, P;, R; wit zu beriicksichtigen, schreiben wir, unter An- 
wendung von Hiilfsfactoren @,, @,, homogen: 

A, = No, , B, =e Mo, , 

A, => Ria,, B, —=——_ Pa. 
Dadurch formen sich die beiden mittleren Gleichungen (48) um, 
wie folgt: 


(48) 


(49) 


(50) bevy + NB, — o,(M,R; — N:P; =9, 


PA, ao RB, + o,(M;R; — N; P:) = 0. o 
Hier fiihren wir die Voraussetzung ein, dass mindestens eine der 
(vier) Gréssen E; — so sei der Index ¢ jetzt zu nehmen —: 
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(51) E;, = UR; — Ni LP; 2 0, 
d. h. von Null verschieden sei. Dann lassen sich die in A,, B, 
linearen Gleichungen (50) nach letzteren Gréssen auflésen, und man 
erhilt: 
(52) A,=a,R;+a,N;, — B, =o, P; 4- 0, M;. 

Die Substitution der so gefundenen Ausdriicke (49), (52) in (34) 
liisst sofort das Zerfallen von R in zwei Factoren erkennen: 


(63) BYf(a); w, >} = (@,u + 0) (uM, + wN + vP, + Ri). 


Hierbei sind noch im ersten Factor fiir @,, @, ihre Werthe aus 
(49) einzusetzen. Es ist evident, dass die letzteren Relationen fiir 
@,,@, so lange bestimmte Werthe i. e. Functionen der /,(A) liefern, 
als die Voraussetzung (51) erfiillt bleibt. (Hs kénnen z. B. zugleich 
M, wid R; verschwinden, wenn es nur N; und P; dann nicht thun), 

»Damit geht fiir A = 0, aber E; 2 0, die Fundamentalzerlegung 
(30) diber in die erzeugende Zerlegung ersten Grades der singuliren R,: 


(54) @, {F(A} w+ a, {f:(4)} = (A — pw) P(A). 


Der Factor P rechter Hand ist unmittelbar angebbar. Denn die 
Wurzeln von P = 0 sind genau die Gréssen 0,, 0,, 0; in (39), d. h. 
das gemeinschaftliche Lésungssystem der Gleichungen: 


(55) A=0, A,=0, By=0, By =O 


und daher die Coefficienten von P(A) einem Systeme von (nicht 
siimmtlich verschwindenden) ersten Minoren einer Horizontalreihe von 
A proportional. Sei ein solches etwa M,, M,, M,, M,, so geht 
(54) tiber in: 
(54) ou + oy = (2 — w) (OM, — PM, + 1M, — M). 

Nun lebrt aber eine einfache Ausrechnung, dass die Bildung (37) 
des § 4 auf Grund von A = 0 (bis auf einen constanten Factor) gleich- 
falls zerfallt, und zwar in: 


—% & % BP | 
By By B, By ou | 
(55) @, 0 a, & v |=(uy~M;+ uN, + P+ RB) P(A). 
B, B, B; B, 1 | 
Beal O| 


3 





Das Resultat dieser Untersuchung lisst sich so aussprechen: 
»Die Fundamentalzerlegung (30), -- wo die Function R’ rechts 
der Einkleidung (37) fthig ist, — welche fiir A 2 0 eine Schaar von 
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erzeugenden P, darstellte, geht fiir A = 0 (aber E; z 0), nach Weg- 
hebung des Factors 

(56) wu M, + uN, +P, + Ri = [p, v) 

iiber in die Zerlegung (54) der einen erzeugenden P,.“ 

Diese bildet dann, worauf bereits in § 6 hingewiesen ist, in Ge- 
meinschaft mit einer beliebigen (jedoch eigentlichen) Zerlegung dritten 
Grades (44) ,,das Fundamentalsystem“ der singuliiren R,, aus dem 
nach der in § 5 der ,,Reducib. aufgestellten Regel alle sonstigen Zer- 
legungen ableitbar sind (ef. auch daselbst pg. 61). 


§ 9. 
Der extreme Fall E; = 0. 
Sobald (ausser 4 = 0) die Bildung E,: 
(51) E; = M,R; — N:P; = 0, 
d. h. fiir alle Werthe von i (= 1, 2, 3, 4) verschwindet (was ins- 
gesammt zwei Bedingungen iiquivalent ist), sind die Gleichungen (50) 
nicht mehr nach den A,, B, auflésbar, und die auf dieser Auflésung 
fussenden Schliisse des letzten Paragraphen verlieren ihre Kraft. 
Aber fiir E; = 0 (und a fortiori in allen noch specielleren Fillen) 
héren auch (ef. § 11) die f;(A) in (1) auf, eigentliche ganze Functionen 
von A zu sein, da sie dann nicht mehr theilerfremd sind, 
Wir ziehen in diesem Falle noch eine bemerkenswerthe Folgerung. 
Die Identitiiten (48) vereinfachen sich jetzt zu: 
e 
j WA, +{- NB, == (), P,A, + RB, = 0 
| M4, + N,B,=0, PA, + RB, =0 f° 
Setzt man daher — um wieder homogen schreiben zu kénnen —: 
M, pP ¢ 


n 


(57) 


(58) > R er 


? 
so wird: 
(59) A,;=no;, B= — fo; (¢=—1, 2, 3). 

Die A;, B; werden also einander je proportional i. e. die rechte 
Seite (27) resp. (34) der erzeugenden Zerlegungen zweiten Grades er- 
laubt die Abspaltung eines Factors von der Form v — %. 

Nun haben wir frither (§ 5) erkannt, wie aus der letzteren An- 
nahme jedenfalls das Verschwinden von A folgt, und damit auch die 
Existenz der Relationen (48), (50). 

Andererseits ist sofort ersichtlich, wie man unter Voraussetzung 
sowohl der Gleichungen (50) als (59), von den letzteren riickwirts 
wieder zu (51) gelangt. Dann aber ist ja den f;(4) ein gemeinsamer 
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Factor von der Gestalt 4 — mu, eigen, folglich ist die Form Q,) (26) 
durch w — uw, theilbar und das Gleiche gilt von der rechten Seite 
von (34). 
»Lrotedem also fiir den Fall 
A=0, E;=0 


die Abspaltung des in w,v bilinearen Factors, rechter Hand von (27), 
auf dem Wege des § 8 nicht mehr gelingt, haben wir doch mittelst des 
eben geschilderten Umweges das Resultat erzieit, dass ein solcher Factor 
existirt, Und zwar ist derselbe selbst wieder reducibel*), niimlich vom 
Typus: 

(60) (u — w,) (v — »,).* 

In § 11 wird sich des Genaueren herausstellen, dass unter den 
obigen Voraussetzungen (A = 0, E;=0) die linke Seite von (46) 
gerade in die Form (60) iibergeht, sobald nachgewiesen ist, dass jene 
Bedingungen genau das Criterium fiir die Zerfallbarkeit der ,,Schnitt- 
punktsform“ 

Ay Ay | 
B, B, | 
in zwei bez. der 6 lineare Factoren angeben. 

Dies stimmt dann voéllig mit der Thatsache iiberein, dass auf Grund 
von (51) die Constanten M;, N;, P;, R; respectiven Werthen wv, u, v, 1 
proportional gesetzt werden kénnen, woraus der Uebergang des Factors 
ev MM; + uN; + vP; + R in die Form (wu + 1) (vv + 1) d. h. die 
Form (60) unmittelbar erhellt. 

Eine letzte Bedeutung unserer Anomalie A=0, E; = 0 liefert 
der nichste Paragraph. 


(18) tT Vo = 





§ 10. 
Selbststindige Behandlung der singuliren R,. 


Bis hierher erschien der Fall A =O unter dem Gesichtspunkt 
eines speciellen, aus dem ,,allgemeinen“ des ersten Abschnitts durch 
eine Art Grenziibergang (§§ 7, 8) abzuleitenden. 

Nunmehr eliminiren wir gewissermassen die Bedingung A = 0, 
dadurch, dass wir die Gesammtheit der (eigentlichen) singuliiren R, 
selbst wiederum unter einer allgemeinen Form darstellen. Niimlich so, 
dass wir die zu den /;(4) conjugirten Formen (13) a», Bx ersetzen 

*) In der That ist ja E; (51) Nichts Anderes, als die ,,Discriminante’ der 
Bilinearform [u, v]; (56), deren Verschwinden die besagte Zerfillung aussagt. 
Sobald A = 0 ist, werden die E; einander proportional. 
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durch irgend zwei, (linear unabhingige), erste Polaren einer biniiren 
Form fiinften Grades: diese letztere ist ganz beliebig und darf nur 
nicht dabin ausarten, dass ihre Canonizante dritten Grades identisch 
verschwindet. 

In der That, sei gy» eine Form fiinften Grades: 


(G1) gr = gy A° + 5g,A'2' 410 gy HA? 4 0 gy AH 9-45g Ad +942 
(wo 4’ als homogener Hiilfsparameter eingefiihrt ist), und 

09a 

or? 


O9as 


(62) G,= “he ? G, = 


so miissen sich, wenn die gedachte Darstellung méglich sein soll, die 
Verhiltnisse von vier Gréssen m,n”, p, r so bestimmen lassen, dass: 


(63) map» +nBp=G,, port rpprSG@, 
wird, und somit die Relationen gelten: 

me, + nB, + pa, + rp, =9, 
me, + 2B, + pa, + rp, = 0, 
ma, + np, + pa, + rp, =0, 
ma, + nB, + pa, + rp, = 0. 


(64) 


Daraus folgt: 

Soll die Schaar der zu den f;(A) conjugirten Formen 
(17) on v Bis = Vp 
iibereinstimmen mit der der ersten Polaren einer Form gy (61), so ist 
dazu nothwendig und hinreichend, einmal, dass die Determinante & 
der Gleichungen (64) verschwindet, sodann, dass wenigstens eine der 
Grissen E; (51) von Null verschieden ist: 


(51) E; = UR; — N:P, 20 =1, 2,3, 4),* 


Denn fiir A = 0 berechnen sich*) die m,», p, 7 aus den Gleichungen 
‘ *) Diese Berechnung erleidet nur dann eine wesentliche Modification, wenn 
siimmtliche ersten Unterdeterminanten M;, N;, P;, R; von A verschwinden. 
Dann miissen die Verhiiltnisse der m,n, p,7 noch einen Parameter x linear mit 
sich fiihren, und die Darstellung (63) ist noch auf unendlich viele Arten méglich, 
In der That wird in § 11 nachgewiesen, dass dann die Schaar v,, aus zwei 
vierten Potenzen componirbar ist: a, —=(4—«)*, By =—(4— 6), Dann darf 

man offenbar setzen: g,, = (4 — «)5-++ «(4 — 8), denn man erhiilt: 
G,= Opa + %Br. 


ie. mini:p:r=iin:—a:— Bx 
— Gy wey + “BB : 


und umgekehrt setzen sich a, 8, aus G,, G, zusammen, wie folgt: 


x(a — 8) =aG,+G,, 
—(« — B) = BG,+ G,. 
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(64), unter Beniitzung der in (46’) zuerst vorkommenden Zeichen 
M;, N;, Fes R;, wie folgt: 
(65) min:p:r= M;: N;: P:R. 

Die Ungleichungen (51) sagen demnach nichts Anderes aus, als 
dass die Identititen (63) nach den a», Bz auflésbar seien, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, dass die letzteren beiden Formen linear 
independent sind. 

Am einfachsten nehmen wir daher fiir a, 8x die ersten Differential- 
quotienten von gz selbst: wir setzen zweckmiissig: 

(66) ay=G,, pr=—G,. 
Dann werden die Functionen uw, v (45) identisch d. h. die linke Seite 
der bilinearen Relation, sowie der Factor (56) proportional mit u — », 
weiter 
| Io Ii Ix Is | 
(67) -|o I2 Is Is sa 
| I G2 Is Is | 
D2 Is Is Is | 


3 
und endlich der Factor P(A) in (54) proportional mit der Sylvester’- 
schen Canonizante 7’ von gz, sodass die erzeugende Zerlegung ersten 
Grades (54), im Hinblick auf ihre urspriingliche Gestalt (28), jetzt 
suce. lauten wiirde, wie folgt: 

i=3 

1 

(68) = fi(A) gi (u) eek yy ET (Qa, vas)’, 

i=1 


u 4 
~ y= #) (w= a) (Qasr, Jay), 


Fe ren 54 (Qa: ? gy = (A —— {t) T'(A). 


Um zu dieser einfacheren Repriisentation zu gelangen, bedarf man 
keineswegs der Entwickelung des § 8: denn das Schnittpunkttheorem 
in der Form II¢ geht bei unserer neuen Einkleidung der Formen 
zs, Bx» (66) tiber in: 

Il¢ Ja, ai a," ev = 0, 

wo u,v irgend zwei beliebigen (und vollkommen gleichberechtigten) 
Punkten der R, als Argumente angehéren. Demnach muss die Bildung 
(Qa*; Jazuy)®> neben dem Factor wu — A, auch den analogen v — A, 
enthalten. 


Dann verschwindet die Canonizante dritten Grades von g,, identisch: umgekehrt, 
wenn dies der Fall i. e, wenn alle ersten Minoren von A gleich Null sind, so ist 
dies bekanntlich das Criterium fiir die Darstellbarkeit von g, als Summe zweier 
fiinften Potenzen. 
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Zu dem iiber die erzeugenden Zerlegungen dritten Grades (44) 
friiher Gesagten ist hier Nichts hinzuzusetzen, 


Dass die Covagiante T(A)- von gx» nicht identisch verschwinden 
soll, wie oben postulirt, ist mit der gleichfalls schon im ersten Ab- 
schnitt (§ 5) erledigten Eventualitit iiquivalent, dass nicht simmtliche 
ersten Minoren von A einen verschwindenden Werth annehmen (vgl. 
den Schluss der letzten Anmerkung). 

Fiir eine etwaige Weiterfthrung*) in der combinantentheoretischen 
Untersuchung der singuliiren R, auf dem hier eingeschlagenen Wege 
finde folgende Schlussnotiz ihren Platz. 

Wie neuere Untersuchungen ermittelt haben, finden alle (biniir, 
wie ternir-) projectivischen Eigenschaften einer R, (resp. R,) ihren 
algebraischen Ausdruck in biniiren, terniiren Combinanten der /;(A) 
(oder auch der zu letzteren conjugirten Formen a, By), welche nach 
einfachen Vorschriften aus gewissen ,,Elementarcombinanten“ zu deri- 
viren sind. Die letzteren lassen sich wiederum (durch Polarenprocesse) 
zuriickfiihren auf die rein biniiren, sogenannten Gordan’schen Ele- 
mentarcombinanten, die in unserem Falle, bei beliebigen (eigentlichen) 
fi(4) aus den beiden Formen sechsten resp. zweiten Grades bestehen: 


(69) (a2, Bas)! = (@B) «Be, (aa, Bur)? = (a8)? aa fr. 

Nun ist sofort erkennbar, dass dieselben im Falle der singuliiren 
R, (66) tbergehen in die von Salmon*™) mit H und S bezeichneten 
Covarianten der Form gy. 

Wir kénnen daher sagen: 

,, Die singuliiren R, sind dadurch charakterisirt, dass ihre Gor- 
dan’sche Elementarcombinante sechsten Grades zusammenfillt mit der 
Hesse’schen Covariante einer biniiren Form fiinfter Ordnung.“ 


*) In dieser Richtung wiire vor Allem die Frage zu beantworten nach der 
invariantiven Abhiingigkeit der zu G,, G, (66) conjugirten Formen /,(1) von der 
Form gy; (61). Wir stellen zu dem Behuf vorerst allgemein die Gruppe der f;(4) 


riickwiirts aus den beiden (nunmehr als gegeben gedachten) Gordan’schen Ele- 
menturcombinanten dar, indem wir auf diese geeignete Polarenprocesse anwenden, 
Bezeichnet man die letzteren Formen mit W., Pp», wie in ,,Reducib. pg. 59, wo 


die parallele Frage bez. der Darstellung der Schaar v,, (16) erledigt ist, so kommt 
auf demselben Wege, wie dort, das (iibrigens leicht zu verificirende) Resultat: 


1A, F(a), Fe) | 
= (4— 44) (4,— 4) (uw —4) { Wri Fp (Pera) + Py s(u—a + Pya(Q—y)] ’ 


wo die dinke Seite bei willkiirlichen 4,,@ die ganze Schaar der f;(4) repriisentirt. 
Im vorliegenden Specialfalle (66) hat man nur fiir Wy, Py» die beiden Co- 
varianten H, S von g,; zu substituiren (cf. den Text). 

**) Vgl. Salmon-Fiedler, ,,Algebra‘ art, 224. 
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Somit gehdren alle fiir die singuliren R, erforderlichen Combi- 
nanten in gewissem Sinne einem Theile der Invariantentheorie von 
ge an, 

Der in Rede stehende Specialfall von (69) is®, nach der rein bi- 
niren Seite, von Herrn Lindemann®*) einer eingehenden Unter- 
suchung unterworfen worden, womit die angedeutete Fortschreitungs- 
richtung gegeben ist. 


Anhang. 


§ 11. 
Systematische Untersuchung der uneigentlichen /?,. 


In den beiden vorangegangenen Abschnitten haben wir die ,,eigent- 
lichen“ R, in zwei Hauptgattungen eingetheilt, und genaue Criterien 
fiir dieselben aufgestellt: die erste Gattung der ,,allgemeinen‘‘ R, war 
vollig definirt durch die Ungleichung (41) A2 0, wenn noch die Be- 
schriinkung hinzutrat, dass die ,,Determinante“ der erzeugenden Classen- 
kegelschnitte P, (27') hiusichtlich des Parameters v nicht identisch 
verschwinden sollte. Dem gegeniiber stand die zweite Gattung, der 
,singuldren“ R,, deren Charakteristik durch: (51) A=0, E; 20 
(wenigstens fiir einen Werth 1, 2, 3, 4 des Index ¢) getroffen war. 
Diese beiden Gattungen enthielten die Gesammtheit der eigentlichen i. e. 
nicht zcrfallenden R, Wurden irgendwie die gezogenen Grenzlinien 
iiberschritten (und schliesst man jetzt den Fall aus, dass dabei nur 
die erste Gattung in die zweite tibergeht), so zerfillt die R,, und die 


4 
fi(A) (1) werden ,,uneigentlich d. h. nach § 1, sie erhalten entweder 


einen gemeinsamen Factor in 4, oder sie sind von der Form f;(2’) 
(wo 4’ selbst wieder rational und vom zweiten Grade in 4 ist), oder 
endlich, sie héren auf, linear unabhiingig zu sein. Und zwar dachten 
wir uns die gemeinten Ueberschreitungen auf dem Gebiete der er- 
zeugenden Classencurven P,, P,, P,; — auf diese niedrigsten Classen 
darf man sich beschriinken — vorgenommen, indem wir je eine voll- 
stiindige Schaar der letzteren Curven in lauter ,,uneigentliche“ dege- 
neriren liessen. 

Nunmehr schlagen wir den wmgekehrten Weg ein: die f;(A) mégen 
in einer der drei angegebenen Weisen ,,uneigentlich“‘ werden (wobei 
die hervorragendsten Unterfiille durch scharfe Criterien von einander 
zu isoliren sind): welche Modificationen erleiden dadurch die er- 
zeugenden Classencurven ? 


*) Diese Annalen Band 21. 
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Jedenfalls miissen wir so — und dies dient zu einer vollstandigen 
Controlle -- zu den friiher direct eingesehenen Ausartungsmdglich- 
keiten zuriickgelangen. Dabei bietet sich von selbst Gelegenheit, 
einige, damals durch offen gelassene Beweise entstandenen Liicken 
auszufiillen. 


Fast alle Entwickelungen des Folgenden lassen entsprechende Er- 
weiterungen auf (ebene, wie riiumliche u.s. f.) R, zu. 


Zuniichst befreien wir die zu Beginn von § 1 festgesetzte Defi- 
nition der ,,eigentlichen“ R, von jeder Willkiir durch den Nachweis, 
dass dieselbe coincidirt mit der der ,,nicht zerfallenden“ R,. In der 


That, soll die R, zerfallen, d. h. sollen die fi(a) in (1) ganzen Fune- 
tionen niedrigeren, als viertey Grades eines Parameters proportional 
werden (sc. ohne dabei in Constante iiberzugehen), so kann dies nur 
so vor sich gehen, dass entweder ein und derselbe Factor (in 4) aus 
allen /;(4) heraustritt, oder aber, dass die f; in Wirklichkeit Fune- 
tionen geringeren Grades eines Zwischenparameters 4’ werden, der 
selbst wieder rational von 4 abhiingt. 


Eine etwaige Combination nimlich der beiden Eventualitiiten, in 


4 m 
dem Sinne, dass die f;(4) den Typus /;(4’) aufwiesen, wo 4’ eine 
rationale Function ne" Grades von 4, und mx > 4 wiire, folglich die 


mun 


fi(A) wiederum eine ganze Function, des Grades mn — 4 in A, als 
Theiler gemein haben miissten, fiihrt, wie leicht zu sehen, zu nichts 
Neuem. 


mn 
Denn, sobald die f;(4) durch einen Linearfactor von der Form 


A — A, theilbar sind, sind es auch die fil’) durch einen solchen von 
der Form 4’ — 4,’: man kommt also suce, zum Falle mn = 4 
zuriick, 


Aus dem eben Gesagten folgt bereits, dass die friiher erwihnte, 
dritte Méglichkeit uneigentlicher R, (die in einer linearen Dependenz 
zwischen den f;(4) ihren Ausdruck fand) den beiden ersten (resp. 
einer derselben) als Specialfall subsummirt werden kénnen muss. 


Im letzten Abschnitt wird sich dies noch deutlicher herausstellen. 


Demnach unterscheiden wir fiinf Gattungen uneigentlicher R,, 
jenachdem die f,(A) eine ganze Function ersten, zweiten, dritten Grades 
(in A) gemein haben, oder ganze Functionen zweiten resp. ersten 
Grades einer rationalen Function zweiten resp. vierten Grades von 4 sind. 
Von diesen Fiillen wird der zu dritt genannte nur wieder einen Special- 
fall des leizten ausmachen. 
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Die tibrigen vier Gattungen theilen wir, je nachdem die Invariante 
A von Null verschieden ist, oder nicht, in zwei Hauptpartien ein. 


I. A20. R,=(R,)? Constantenanzahl*) = 7. 


Hier existirt nur eine Gattung von R,, d. i. die siimmtlicher, doppelt- 
ziihlender, nicht zerfallender Kegelschnitte R,: 


(70) oa; = f(t) = fi(k), ¥ = P(a), 


2 
(wo die f; (a’) ,,eigentliche“ Functionen zweiten Grades in 4’ sind, und 


Zihler und Nenner der rationalen Function**) P(i) bez. A theiler- 
fremd sind), 

Damit dieser Fall eintritt, ist offenbar nothwendig und hinreichend, 
dass die Determinante der erzeugenden P,: 


2 1 1 1 1 2 

(27’) OU; = Hi(U; ¥) = Pio(v) + Hia(v)u + Hia(r)E, 
nimlich die in v cubische binire Form: 

Pio Pir Pre 
(71) Po Py P| = vO + Oo, + vO, + O, = 0. 

P30 P31 Pe 
identisch verschwindet, oder dass einzeln: 
(71') % =0, o, =0, 0% =0, oO =0. 


Dabei denken wir uns die @ bereits von ihrem gemeinsamen ***) 
Factor A befreit. Dann stimmt (71), wie leicht zu beweisen +), gerade 
iiberein mit der Invariante j der, zu den f;(A) conjugirten Schaar (16) 
Ve = Aye — v Bx. 


*) Die Constantenanzahl d. h. die Maximalanzahl der den Typus I oder 
(70) begleitenden willkiirlichen Constanten ist aus der Darstellung (70) sofort ab- 
zulesen, Denn die R, hiingt von fiinf Constanten ab, wiihrend weitere fiinf in der 


2 
rationalen Function P(4) figuriren. Von letzteren kommen aber, auf Rechnung 
einer linearen Transformation von 4 drei in Abzug: man hat also 5-+(5—3)=7. 

Ebenso erledigen sich die iibrigen Gattungen. 

**) Die einmalige Erkliirung des Zeichens P mége geniigen. 

Eine canonische Form des Typus I wird geliefert durch: 

Wy 2 Wy Hyams a's 1, a = i? 

***) Dass die ®; in (71) den Factor A enthalten miissen, folgt daraus, dass 
die Form (71), wie aus der Zerlegung (55) hervorgeht, auch dann identisch ver- 
schwindet, wenn A = 0. 

Kine einfache Rechnung zeigt, dass A in keiner hdheren, als der ersten 
Potenz auftritt. 

+) Der Beweis beruht auf der bekannten Kigenschaft einer biquadratischen 
Form v,., dann und nur dann als Summe zweier vierter Potenzen darstellbar zu 
sein, wenn ihre Invariante j verschwindet. 
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Die erzeugenden P, (27') werden genau so uneigentlich, wie die 
fi(a) selbst, denn es kommt: 


1 1 2 
(72) 6u =i (u,v), w= Plu), 


und es sind dies die erzeugenden Zerlegungen (in uw’) ersten Grades 
(und damit das Fundamentalsystem cf. ,,Reducib.{* pg. 55) der R, 


on = fi (i). 


2 

Wiirden die /;(4’) ihrerseits aufhéren, eigentlich zu sein (sodass 
entweder nur ihre Determinante verschwinde oder ein gemeinschaft- 
licher Factor von der Form 4’ — A,’ existirte), so wiiren die /;(4) ent- 


1 4 
weder von der Gestalt f/'(4"), 4” = P’(A), oder sie besiissen einen und 
denselben quadratischen Factor in 4. Beide Fille gehéren aber der 
zweiten Hauptpartie an, wo A = 0. 


II. A=0O, 


Erste Gattung. Die R, wird zur R,: R, = R, - (R,).*) Con- 
stantenanzahl = 9. 
Die Darstellung ist: 


4 3 
(75) xi = fi(4) = gi(4)(A—«), 


d. h. es hat sich von der R, eine Gerade (= R,) abgetrennt. 

Dies tritt, wie bekannt,**) dann und nur dann ein, wenn in der 
Schaar der zu den f;(A) conjugirten Formen (16) vy = ay — vBy eine 
vierte Potenz, (A—a)*', vorkommt. Nimmt man sie als Form ay, so 
wird : 


(76) A, = a6, — a*6, + a6,—6,, Ay=aA,, 
und es zerfillt daher die ,,Schnittpunktform‘‘ (18) in zwei lineare 


Factoren : 
(77) Ay 


A, 
B, B, | = A,(@B, —B,). 


*) Die Bezeichnung R,(R,) { und entsprechend die fiir die nichste Gattung 
R,(Rz)} ist gewihlt worden, da die Lage der von der R, sich lostrennenden R, 
noch ganz davon abhiingt, auf welchem Wege man den Grenzfall (75) ein- 
treten liisst. 

So hat, bei festgehaltenem a, die R, nur der Forderung nachzukommen, 
einen festen Punkt (mit den Coordinaten g;(a)) zu passiren, ist aber sonst will- 
kiirlich. Vgl. dariiber meine Arbeit ,,Ueber algebraische Knoten“ in den Pro- 
ceedings of the Royal Society of Edinburgh von 1886 (§ 7), sowie Brill, diese 
Annalen Band XII, pag. 101, Anm. 

**) cf. z. B, ,,Apolaritét § 17, pag. 90. 
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Aber auch das Umgekehrte gilt: das Zerfallen von (77) in zwei (bez. 
der 6) lineare Factoren zieht das in (75) Formulirte nach sich. 
Diesen Satz beweisen wir in folgender Art. 
Versteht man unter Q,, Q,, G2, Qs die (durch die Zahl zwei dividirt 
Ay A, 
B, By) 
(oder Q,:) nach den 6;, so gelten die leicht zu erhiirtenden Identitiiten: 


gedachten) ersten partiellen Differentialquotienten der Form 





Q = B, Ay — @,B, — BoA, + @%B,, 
(78) Q, = B,A, — «,B, — B, A, + @,B,, 

Q, = B,A, — «,B, — B,A, + «,B,, 

Q; = B,Ay — @,B, — BsA, + @,B,. 


Daraus geht unmittelbar hervor, dass die Coefficientendeterminante 
von Qq gleich dem Quadrate der Invariante A ist: da nun die erstere 
(nebst ihren simmtlichen ersten Minoren) verschwinden muss, damit 
Qe» reducibel wird, so ist sicher auch A = 0, ausserdem aber ist noch 
erforderlich (und hinreichend), dass fiir einen gewissen Werth uw, von 
uw die Formen A, — wA,, B, — wB, proportional werden. (Dann gilt 
auch das Entsprechende fiir zwei Formen A, — v,B,, A, — »,B, und 
umg.). Mithin muss die auf Grund von A = 0 stattfindende Relation 
Ap _ By Ao _ Ay. 


zwischen den Functionen u = a." E *-E-e 

(46) pvM; + eN; +P; + Rk =0 

bis auf einen constanten Factor sich zerlegen in die Form (60): 
(60) (u—p,) (v—,) = 9, 


d. h. es muss (fiir alle Werthe von ¢ = 1, 2, 3, 4) die ,,Discriminante“ 
E; von (46): 
(51) E; = M,R; — NP; 
verschwinden, und umgekehrt. 

In der That existiren dann nicht verschwindende Constante x, x’ 
so, dass: 


(79) 


oder auch: 


. — uw, A, = x (B,—a,B,), 
Ay — »,B, = x’ (A, —»,B,) 


(79) e — x B, = u,(A,—-*B,), 
A, — # A, = v,(B,—x'B,) 


und man hat, mit Hiilfe eines constanten Factors 1’: 


(80) 





“\ = (A, — «B,) (By — 


B, 
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Damit ist der gewiinschte Beweis erbracht, und zugleich die Form 


(81) a, — xBx, proportional mit (A—up,)* 


als die, in der Schaar v, (16) enthaltene volle Potenz ermittelt. 

Stillschweigende Voraussetzung ist nur, dass nicht die Relation 
(46) (fiir alle Werthe von ¢) in w und v ¢dentisch erfiillt sein soll i. e. 
dass nicht simmtliche erste Unterdeterminanten M;, N;, P;, R; von 
A den Werth Null annehmen. In der That lehrt die Untersuchung 
des niichsten Abschnittes, dass dann die f;(4) sogar einen, in 4 
quadratischen Factor gemein haben. 

Demnach resultirt: 

»,Das Criterium fiir die Ausartung der R, in eine eigentliche R, 
lisst sich einmal dahin angeben, dass zwischen den 6; eine lineare 
Identitit herrscht. Dies ist andererseits zwei unabhingigen Bedingungen 
diquivalent, die durch das simultane Bestehen von: 


(82) A=0, E,=0(i=1, 2, 3, 4) 


ohne dass zugleich alle ersten Minoren von A verschwinden, genau ab- 
gegrenet sind.“ 

Ist dies Criterium einmal festgelegt, so ist nach Friiherem der 
Einfluss auf die erzeugenden Zerlegungen niedrigsten Grades, und 
dadurch die Erzeugung der aus der R, hervorgegangenen FR, villig 
bestimmt. 

Denn einestheils liefert, zufolge § 9, die Darstellung der erzeugen- 
den P, (27), nach Abspaltung des Factors (u—w,)(v—v,) sofort die- 
jenige fiir die erzeugende P, der R, (ef. ,,Reducib.“ pg. 56). 

Anderntheils emanirt aus der Schaar (44) der erzeugenden P,, 
unter Beriicksichtigung der zwischen den 6 waltenden Identitiit: 

(83) A, — #’A, =0 

unmittelbar die (zweifach unendliche Schaar der erzeugenden P, der J, 
(cf. ,,Reducib.“ pg. 55). In der That lehrt ein Blick auf die Her- 
leitung von (44) aus (26), dass sich der Factor w» — mw, (wie auch der 
andere 4 — w,) absondert. 

Die Constantenanzahl*) unseres Gebildes betriigt neun, und nicht, 
wie es zuerst scheinen kénnte, acht. 








*) Denn die R, : ea; = 9,(2) (75) hiingt von acht Constanten ab, zu denen 
noch die Griésse « als neunte hinzutritt. In der That stellen A=0, E;=0 nur 
zwei Bedingungen dar, da sich die vier E;(i=1, 2, 3,4) nur um constante Factoren 
unterscheiden. 

Andererseits wiirde das Verschwinden siimmtlicher erster Minoren, die man 
aus der Determinante der Form Q,. bilden kann, im Allgemeinen drei Bedingungen 
diquivalent sein. Es tritt demnach hier eine iihnliche Reduction ein, wie bei den 
Bézout’schen Resultantendeterminanten. 


Mathematische Annalen, XXXI. 9 
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Zweite Gattung. Die R, wird zur R,: Ry = R, . (R,).*) 
Constantenanzahl = 7. 
Hier lést sich vermége der Gleichungen : 


4 2 
(84) 9x; = fi(4) = hi(A) (A—a) (4—8B) 
von der urspriinglichen R, ein Kegelschnitt*) R,' ab, und (84) selbst 
reprisentirt nur noch den verbleibenden Restkegelschnitt R,. 

Wir folgern zuvérderst, dass sich die zu den /;(4) conjugirten 
Formen aus zwei vollen Potenzen linear componiren: wir diirfen setzen: 


(85) Eno (Aa— a)’, Bu = (A—B)'; 
dann nimmt die Invariante A die Gestalt an: 


” 6« Ff 
le a? a ae 
~l1 Bp Bt B 
BB 6 BY 


es verschwinden also simmtliche ersten Minoren von A. 

Wir zeigen nunmehr wmgekehrt, wie man von der Annahme des 
Letzteren zu (84) zuriickkommt. 

Da die fiir die vorige Gattung nothwendigen Bedingungen hier 
erfiillt sind, so sind die f,(A) jedenfalls durch einen Factor 4 — a 
theilbar. In der That iiberzeugt man sich mittelst der Relationen (78) 
davon, dass die mit unserer Annahme iquivalente Existenz von zwei 
linearen Dependenzen zwischen den A,, A,, B,, B, zwei ebensolche 
zwischen den , Q;, Qo, GQ; bewirkt (wenn auch nicht wmgekehrt, da 
ja A =0, also die Relationen (78) nicht umkehrbar sind). 





(86) A |= 0 


? 





**) Dass sich hier im Allgemeinen d. h. bei beliebigem Uebergange zum 
Grenzfalle (84) ein wirklicher, (nicht zerfallender) Kegelschnitt R,' ablést, hat 
bereits Herr Brill in der oben citirten Arbeit (diese Annalen Band XII, pag. 102, 
Anm.) ausgesprochen. 

Es ist bemerkenswerth, dass sowohl die in Rede stehende Gattung, wie die 
oben unter I behandelte: R, = (R,)* die gleiche Anzahl (= vier) von unabhiingigen 
Bedingungen erfordern. Dies ist darin begriindet, dass in beiden Fallen (und 
offenbar nur in diesen) eine (in 4 identische) Relation zweiten Grades zwischen 
den f;(4) statthat. Man erhalt so neun, in sechs homogenen Unbekannten lineare 
Gleichungen, und die Elimination jener Gréssen fiihrt zu einem System von Be- 
dingungen, das vier unabhiingigen Relationen zwischen den Coefficienten der 
f,(4) aquivalent ist, und die beiden Méglichkeiten R, = (R,)*, und Ry = R,y(Ry) 
vereinigt. 

Man beachte noch, dass dieser Abziihlungsmodus eine Modification erleidet, 
wenn sich eine R, loslist: R, = R,(R,): zwischen den analogen dreizehn linearen 
Gleichungen mit neun homogenen Unbekannten herrschen zwei lineare Iden- 
titiiten. 
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Daher verschwinden jedenfalls alle ersten Minoren, die man der 
Determinante der Form Q, entnehmen kann, und es zerfillt die 
letztere: folglich sind die f,(4) zuniichst vom Typus (75). 

Nehmen Wir, der Kinfachheit wegen, a = 0 an (was stets durch 
die lineare Transformation 4’ = 4— a erreicht wird), so erhalten 
wir fiir: 








(87) Ve = Oy — VB» = At — vBy 
folgendes Aussehen der Determinante A 
0 0 0 0 
0 0 g 1 
vane “ARAL 
B, B By B,| 


Sollen hier alle ersten Unterdeterminanten gleich Null sein, so ist nur 
nothig (und hinreichend), dass fiir eine gewisse, zweite Form £, des 
Biischels (87) gleichzeitig: 


By By Bi Br|_ 9 [Br Bo 
B, By B Byi” \By B 
oder, es miissen zwei nicht verschwindende Gréssen #,, 6 existiren, 
sodass : 


(90) Bb; = B;, B= 6,8, By = 8,8, By = B, B®. 

Dies aber erlaubt sofort den Schluss, dass der erste Coefficient B, der 
Form fy, und damit die letztere selbst (innerhalb der Schaar (87)) 
stets auf eine und nur auf eine Art so bestimmt werden kann, dass 
gleichzeitig alle Determinanten der Matrix: 


(39) =0, —0, 




















(Bo By By Bs 
— Br Be By B 
verschwinden, wozu geniigt, dass 8, so gewihlt sein muss, dass: 
(92) BB, — B, =0 
oder: 
(93) 6B, =8,, B= 66, b= B°B,, By=—'B,, By = BB, i. e. 
(93°) Ba = B,(4—8)*. 


Die Bestimmbarkeit von 8, gemiiss (92) liegt auf der Hand: denn 
war urspriinglich die Grésse 6, so beschaffen, dass (92) noch nicht 
erfillt ist, so lisst sich ja in (87) stets 6, ersetzen durch 1 — vf, 
(wihrend £,, 6,, 6,, 8, unveriindert bleiben), wo dann tiber v in der 
angegebenen Weise verfiigt werden kann. 

Das Verfahren dieses Abschnitts bleibt immer ausfiihrbar: doch 
lisst sich leicht erkennen, wann eventuell entweder die f,(4) noch 
9* 
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2 
einen dritten Linearfactor 4 — y gemein haben, oder die h;(4) in (84) 


von der Form h,( i), V' = P(A) sind. Will man beide Degenerationen 
ausschliessen, so hat man nur zu fordern, dass nicht zugleich alle 
Gréssen Ajm» (7) verschwinden. Wir kénnen somit das Resultat aus- 
sprechen: 

,,Soll die R, in eine eigentliche R, ausarten, dadurch dass sich 
ein gweiter Kegelschnitt R, abspaltet, d. h. sollen die f;(A) in: 


4 2 

(84) 9%; = fi(4) = hi (A) (4 —@)(A—8) 
einen quadratischen Factor in 24 gemein haben (so, dass nach Division 
mit demselben die f;(A) eigentliche Functionen zweiten Grades von 
A werden) so ist das Criterium dafiir, dass alle ersten Minoren der 
Determinante A verschwinden, ohne dass dies stimmtliche, aus den Coef- 
ficienten der f;(4) zu bildenden dreireihigen Determinanten thun.“‘ 

Die erzeugende Zerlegung ersten Grades (54) verschwindet jetzt 
identisch, dagegen reduciren sich diejenigen dritten Grades (44), nach 
Absonderung der beiden Doppelfactoren (A—«a)(4— B), (u—«)(u—) 


2 
auf die einfache Mannigfaltigkeit der die R, : ox; = h,(A) erzeugenden 
P, (womit deren F'undamentalsystem geliefert ist cf. Reducib. pg. 55). 
Diese Reduction der Mannigfaltigkeit correspondirt genau dem 
Umstande, dass zwischen den linken Seiten Q; (oder auch den 6;) der 
P, (26) die evidenten linearen Identitiiten gelten: 
94 Q, a3 — Q, a? + Qa — Q, =0, 
si 2,8? — 2, 6? + 2,8 — 2, = 0. 
Dritte und letzte Gattung. Alle Ajn, = 0. Constanten- 
anzahl = 8, 
Die R, wird zu einer einfach oder mehrfach zihlenden Geraden. 
Wir charakterisiren die Gesammtheit dieser, iiberhaupt noch ver- 
bleibenden Fille in doppelter Weise: einmal sind dann immer die 
fi(a) linear abhingig, und zugleich immer von der Form: 


4 1 4 
(95) 9% = fi(4) = fi" (A"), A” = P*(A). 
Die erstere Behauptung, wie auch ihre Umkehrung, bedarf keines 
Beweises: wir brauchen also nur klarzumachen, dass sich die beiden 
angegebenen Criterien vollig decken. 

Dies ist in zwei Zeilen erledigt. Sind die f,(4) vom Typus (95), 
so miissen sie durch eine lineare Identitiit (bez. 4) verkniipft sein, da 
es die f;’(A") bez. 4” sind, und alle Ajmn (7) sind sicher gleich Null. 

Besteht aber umgekehrt eine lineare Dependenz zwischen den 
fi(a), (wozu nothwendig und hinreichend ist, dass alle Aj, verschwin- 
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den), so lassen sich alle Verticalreihen der Coefficienten a,;, (1) durch 
irgend zwei derselben (deren Elemente nicht alle den Werth Null 
haben) linear und homogen ausdriicken. Sobald man sich dies aus- 
gefiihrt denkt, gehen die f,(4) sofort in die Gestalt (95) tier. 

Die erzeugenden Zerlegungen ersten (54), wie dritten (44) Grades 
verschwinden simmtlich identisch: das Erstere sagt Nichts Anderes 
aus, als dass jede P, der Ebene als ,,Erzeugende“ der Geraden 


1 
(95) ox; = fi’ (4”) 
angesehen werden kann, 
Die einzelnen Unterfille dieser letzten Gattung von uneigentlichen 
R, (die bereits als Ausnahmefiille der drei voraufgegangenen Gattungen 
bemerkt wurden) durch eingehende Separatcriterien zu charakterisiren, 
ist fiir den Zweck dieser Abhandlung irrelevant. 


Tiibingen, den 19. August 1887. 











Partielle Differentialgleichungen der hyperelliptischen 
Thetafunctionen und der Perioden derselben. 


Von 


Ep. Witrueiss in Halle a./S. 


Einleitung. 


Die im 99. Bande des Journals fiir Mathematik, S. 236, von mir 
entwickelten Differentialgleichungen zwischen den partiellen Ableitungen 
der hyperelliptischen Thetafunctionen nach den Argumenten und nach 
den Parametern habe ich fiir den einfachsten Fall, fiir Thetafunctionen 
mit zwei Argumenten, im 29, Bande (S. 272) der Math. Annalen so 
umgeformt, dass die simmtlichen darin vorkommenden Ausdriicke un- 
mittelbar Covarianten, oder Theile von Covarianten sind, oder sonst 
mit der Invariantentheorie in engster Verbindung stehen. Die ent- 
sprechende Form der Differentialgleichungen will ich nun hier fiir die 
hyperelliptischen Thetafunctionen mit @ Argumenten aufstellen, und 
zwar soll dies auf directem Wege geschehen, ohne dass ich dazu, 
wie ich es in dem erwihnten Aufsatze fiir @ —2 gethan habe, die 
schon im Journal fiir Mathematik entwickelten Differentialgleichungen 
benutze. Dabei werde ich auch ein anderes Verfahren einschlagen als 
in dem ersten Aufsatze im Journal fiir Mathematik. Denn dort kam 
es mir in erster Linie darauf an, dass in der ganzen Hauptentwicklung 
nur von der Definition der Thetafunction durch die Normalintegrale 
zweiter Gattung (und der Thatsache, dass dieser Definition wirklich 
durch eine analytische Function geniigt wird), und sonst von keiner 
Eigenschaft der Thetafunction Gebrauch gemacht wurde, wihrend ich 
hier nur auf die Form und Zusammensetzwng der in den Differential- 
gleichungen vorkommenden Ausdriicke Gewicht lege. Demgemiiss will 
ich mich hier nicht auf die Definition der Thetafunction allein be- 
schriinken, sondern auch die Haupteigenschaften derselben als bekannt 
voraussetzen und in die Entwicklung mit hineinziehen. Ich werde 
zuerst die Differentialgleichungen der Perioden der Normalintegrale 
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erster und zweiter Gattung aufstellen, — es sind dies die Gleichungen 
(A), (B), (C) und (D) —, und dann gelange ich mit ihrer Hilfe zu den 
Differentialgleichungen der Thetafunctionen selbst, indem ich zu deren 
Definition die Veriinderungen benutze, die sie erleiden, wenn man die 
Argumente um Systeme von Perioden vermehrt. 


§ 1. 
Bezeichnungen und Definitionen. 


Zuerst miissen einige Bezeichnungen und Bezeichnungsweisen fiir 
die folgenden Entwicklungen eingefiihrt werden. 

Die ganzen Functionen sollen, da hier grosser Nachdruck auf die 
Invarianteneigenschaft der vorkommenden Ausdriicke gelegt wird, als 
homogen in den Variablen betrachtet werden. Ich werde jedoch fast 
iiberall nur die eine, die erste, der Variablen schreiben, theils der 
Kiirze halber, theils mit Riicksicht auf die im folgenden vorkommenden 
Differentiationen und Integrationen, 

Wenn Ableitungen nach den Variablen 2, und x, gebildet werden, 
so soll dies durch angefiigte Indices ausgedriickt werden, jedoch der 
Art, dass die mit dem Index versehene Function nicht die Ableitung 
selbst, sondern dieselbe dividirt durch die Dimension der urspriing- 
lichen Function in den x bedeutet: wenn uw die Dimension von g(#,, 2.) 
in den « ist, so soll 
$8 =I» $e = #901 
sein. Und entsprechend sei auch die Bezeichnung bei den hoheren 
Ableitungen : 


a o* 
oat = u(u — 1) go, tae =He— I) Iu,++s 


iiberhaupt sei 

O9na O9x2 res 

Ga, P92, Ga = PInrtn 
wenn p die Dimension von g,, in den @ ist. Man hat bei dieser Be- 
zeichnung den Vortheil, dass die Polaren von g unmittelbar die 


folgenden Ausdriicke sind: 
Ys 930 (X) + YoGos (%); 
Ys? Joo(®) + 2Y,Y2911(%) + Yo Goo (2), 
eaeer ‘Ooo ce bw, me Cee ee eee 
G(X) = 2 9yq(%) + %oGoy (2X) 
(1) = 1" GYoo(X) 2%, %_G\1 (L) + Ly? Joo(Z) 
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ist. — Die Differentiationen nach anderen Variablen sollen durch 
Differentiationszeichen ausgedriickt werden. — 

Was nun das hyperelliptische Gebilde anbelangt, so will ich die 
20+ 2 singuliren Punkte (Verzweigungspunkte) siimmtlich im End- 
lichen annehmen, so dass der Radicand der in den Integralen be- 
findlichen Wurzelgriésse 


y? = f per aa) -3 ery " Ay x* 


a= 
ist. In den @ Normalintegralen erster Gattung 
* H(x) 
J “gy a (a=1,2,..., @) 
sel 
H (2) = (— x)", 


und in den @ Normalintegralen zweiter Gattung 


G2), ' 
f sy dt, (#@=1,2,..4 @) 


sollen die ganzen Functionen G(x), die im allgemeinen noch eine 
Anzahl willkiirlicher Constanten enthalten, hier dadurch vollkommen 
bestimmt sein, dass identisch 


2) Sys He Oe By — ae wos 
ist, wo 
(3) f(«|8) 


die (e+ 1) Polare von f(x) unter Einfiihrung der neuen, willkiirlichen 
Variablen s,, s, ist. Die Summation iiber « ist hier, wie iiberall im 
folgenden, wo die Summe oder das Product iiber diesen Buchstaben 
oder iiber 8, y, 0 gebildet wird, von 1 bis @ auszufiihren. 

Diese @ Integrale erster, bez. zweiter Gattung will ich je in ein 
einziges Integral zusammenfassen. Bei den Integralen zweiter Gattung 
ergiebt sich die Art und Weise, wie dies am vortheilhaftesten ge- 
schieht, unmittelbar aus der Gleichung (2), welche die Functionen 
G(x) bestimmt: man hat dieselbe nur mit dz zu multipliciren und 
zu integriren: 


(4) 2 (— ye f a = -f¢ nose _ ai 


Die Zusammenfassung der Integrale erster Gattung geschieht dadurch, 
at 





1) te, wo ¢, wie oben s, eine neue 
willkiirliche Variable ist, multiplicirt und addirt; wenn man dann 


dass man dieselben mit i 
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6) ($21) Cat tee = — aye = a2) 


bezeichnet, so ist 


ane es oe 


Denkt man sich hierin die rechte Seite in homogenen Variablen ge- 
schrieben, so ist dieselbe eine Covariante der beiden Reihen cogredienter 
Variablen x,, 2, und ¢,, ¢,; und diese Gleichung lehrt daher, dass sich 
die Integrale erster Gattung bei der linearen Transformation der 
Variablen 2,, 2, so iindern wie die Coefficienten einer Covariante 
(9 — 1)" panies —*) 





*) Ein satatenaiin Verhalten bei den Integralen zweiter Gattung kann 
man, wie es schon durch F, Klein in seinen Vorlesungen geschehen ist, dadurch 
erreichen, dass man 


(— 1)*" ae-! — f(x|s) \ dx 
(« — 1)!(e— a)! Awe as°-* (A aes (a= 1,2,...@) 


als die Normalintegrale annimmt, Dieselben unterscheiden sich nimlich nur um einen 


rationalen Ausdruck von f G(z), i denn schreibt man die Gleichung (4) 





homogen in den Variablen s,, sq: 


G ia 
©  Seartare fe aon fhe ae — a, 


2y (Seu — 8)? y SX — 8 





und differentiirt dieselben, so findet man: 


G(x)q Lia (—1)°"" a ( — f(x\s) ) dx 
By ~ (@—1I(e—a@)! 28° Os,¢-* \ (ee—5)*? 7 y 
te: ( sf ). 
~~ (a — 1)! (e — a)! G8,7—" Gse—* \ 82% — % 
—F(@ls) 42 auech diese Normalintegrale erhiilt man, 
(4e—t)* y 
indem man die (g — 1) Polare der Gleichung (a) unter Einfiihrung der Variablen 
t,, tg bildet, und die linke Seite durch das in Frage stehende Integral ersetzt: 








Den Ausdruck von 








— F(w\s) 
(qe —tPy 
> eet ae a ee ee 
(@ — 1)! (@— a)! 08,7" Gs0-* \ &e—s)*/ y 
(t, 82 — ts,)® 





(8, — 8)° (tg — ty) 


Diese Gleichung zeigt insbesondere auch das invariante Verhalten dieser Normal- 
integrale. 
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Um nun die zu dem hyperelliptischen Gebilde gehérenden Theta- 
functionen herzustellen, muss man auf 2@ bestimmten Integrations- 
wegen 2g Systeme von Perioden der Integrale erster und zweiter 
Gattung : 


20135 2@22, tery 2 Wop, 
(7) 2018, 2026, o 0 0 208, (B = + 2, es @) 
resp. 


2m 2) Stes . 2 Nes g—1,2 4 
2n1; 2n22, eer 2 Nes ’ ae 


bestimmen, wobei der erste Index der Periode das Normalintegral, das 
integrirt wurde, und der zweite Index den Integrationsweg angiebt, 
auf dem die Integration ausgefiihrt wurde. Alsdann setzt man die 
Determinante 

| @, @yy ..- Wie 





(8) 


@ Mo, «+. @e 
21 29 Cl we, 





| 
| o1 @o2 eee oe 
und bezeichnet mit (@)e¢g die adjungirte Subdeterminante von @,.; jetzt 
ist, wenn man 
1 
= Nay(@)3yUatg = 4(u), 
® {, wel 
bd ut ’ 
= > (@)ag tp Ua =n @ya(@)yg%ats = 4(U, 7), 
ap apy 
(wobei, wie schon oben bemerkt, tiber a, 8B, y je von 1 bis @ zu 
summiren ist,) annimmt: 


(10) a> eXU7) ae Oth, yy . 0) My) 


— die Summationsbuchstaben 17,,7,,..., % haben je alle ganzen, 
positiven und negativen Zahlen zu durchlaufen — die Fundamental- 
thetafunction, aus der die ibrigen Thetafunctionen @(u,, %., ..., Ue)p 
durch Vermehrung der Argumente um Systeme von halben Perioden 
entstehen. — 

Da in den Entwicklungen der beiden folgenden Paragraphen die 
Integrationswege, auf welchen eine Periode bestimmt wurde, nicht in 
Betracht kommen, will ich in denselben an den Perioden den zweiten 
Index, welcher den Integrationsweg angiebt, weglassen und also unter 
20a, bez. 2m. irgend eine Periode des betreff. Integrals erster, bez. 
zweiter Gattung (d. i. ein 2@ag od. 2a@es, bez. ein 2yeg od. 2nu8,) 
verstehen. 
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§ 2. 
Erste Gruppe der Differentialgleichungen der Perioden. 


Die vier partiellen Differentialgleichungen der Perioden 2m, und 
2a, welche sich auf die Invarianteneigenschaft dieser Gréssen be- 
ziehen, lassen sich nun leicht aufstellen. 

Fiihrt man niimlich zur augenblicklichen Abkiirzung die Bezeich- 
nungen ein: 


Asots TAs 2 Asti ~z ‘toda “+ (2942) A, “ oak = é9, 
(2 0-+2)A ye 29-+1) Arey 4g — A, 29. 
0+2) Are+2 (2e+1) Asetis —_ + 1a 4 = bh 
OA, 


so ist, wie unmittelbar ersichtlich, 


ef(@) =e +2)fw(@), 
ef(w|s) = (@ + 1) fola|s) + & feels), 
Sf(@) = (e+ 2) ¢fo(), 
$f (a\s) = (@ + 1) fy (ws) + s7 is f(s), 
und man tiberzeugt sich jetzt leicht, durch einfaches Ausfiihren der 


Differentiationen und der Operationen ¢ und € von der Richtigkeit der 
Identititen 











a (a) m(x) me o—l (a—1) H(@)q_4 
& 3y yee pe a) 2y Riess 

—f@\s) _ i. —f(e\s))_ 2 (—fels) 

(11) (a—s)?y (e—sty os \(a—s)ty 7? 

a (a) wom (ac) bd —1\ *H(x), 
cy aS -2¢65) 3 "* 
¢ fel) _ 4 (Hafele) on 2 (ashe) sf(als)) 

(a—s)*y (w—s)*y (w— sy 


Beide Seiten jeder dieser Gleichungen multiplicire ich mit dz und 
integrire sie auf einem geschlossenen Integrationsweg. Da das Er- 
gebniss einer solchen Integration bei den Normalintegralen erster und 
zweiter Gattung die Perioden 2@¢ und 2% sind, so findet man, wenn 
man die Gleichungen (4) und (6) mit in Betracht zieht: 
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(8) (8 3) Peete DS (8— f) @— 1) 2a. rte, 
> 2n.(— 91 = FZ >) 2a (— 9)" 

=— S @—1) 20 (— 9, 
t B(CaH tetra — BCH eoates 
4 a 22 (— ss) = x> 2 iq 8+ (— s)e 


=: > a2nq(— s)*-1. 


a 


(12) 





Die Variablen s und ¢ in diesen Gleichungen sind ganz beliebig, wie 
schon oben hervorgehoben wurde; es miissen daher die Coefficienten 
gleich hoher Potenzen dieser Variablen auf beiden Seiten einander 
gleich sein. Dieser Umstand liefert die Differentialgleichungen fiir 
die Perioden selbst: 


EM, = (@ — 1) Wer, 


EN = — tMHit1, FI =O, 
fa, = — XM, 
o%e = Ne» 


oder wenn man fiir die Operationszeichen « und € die Differential- 
ausdriicke selbst einsetzt: 


A, 
> ?e +3—4)A, Tay — == (@—1)@y_1, 


1 





€ € On; . 
ge tet3—i) 4a] ae Sees 


A—1 


a 
(A) 2 Re +3—a’) A ae 7" 


do, 

> AA 9A, 
Ps 0a, 

AA; GA, = &Na» 


wo @ einen der Werthe 1,2,...,0, ¢ einen der Werthe 1,2,...,9—1 
bedeutet und die Summation iiber 4 in jeder dieser Gleichung von 1 
bis 2@ + 2 auszufiihren ist. 





=> — AOD. , 
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Die vier zugehérigen, entsprechenden Gleichungen erhilt man 
aus der Thatsache, dass die, durch Integration auf einem geschlossenen 
Wege aus (4) und (6) hervorgehenden Gleichungen 


a (° oe i) 2 ea te—@ -f{ ee dx, 


\) i *—flals 
2 2a (— 8)*— -{ ae da, 
wenn man sie homogen in den Variablen macht, ungeindert bleiben 
bei den gegenseitigen Vertauschungen von 2, und 2, s, und s, 
t, und ¢,, A, und Agoy22, @q und (— 1) @gyi¢ und my, und 
(— 1) Ho41~2} €8 muss dies also auch mit allen Gleichungen der Fall 
sein, welche Folgerungen aus diesen beiden Gleichungen sind, ins- 
besondere mit dem Gleichungssystem (A). Man findet auf diese Weise: 


‘i 

> ak’ am (@ — &) @a+1, 

> 4A 1 one = — (9—1) 9 AAj 2m an 0 
71 ; 0A, " oa oA, ’ 


D eet3— 0 as Be e—et ie, 
vo—i 





< ‘ One 
2 Cet 3-2) Aa gg = (e—a+1) me, 


wo A, @ und ¢ dieselbe Bedeutung wie in dem System (A) haben. 

Diese beiden Systeme, (A) und (B), von Differentialgleichungen 
sind diejenigen, die ich in diesem Paragraphen aufstellen wollte. — 

An dieser Stelle méchte ich noch ¢@ und £@ bestimmen. 

Aus der Bedeutung des Operationszeichens ¢ folgt, dass wenn 
man diese Operation an einer Determinante auszufiihren hat, man die 
Summe der Determinanten bilden muss, die entstehen, wenn man die 
Operation ¢ je an einer Zeile oder Colonne ausfiihrt. Bezeichnet man 
die Determinante (8) in der Weise: 


‘ o= |@i 2, O28, 38, eery Wo p|, 
so ist 


EO = | € 049, 28» 38) a 8 | a. | op, E@228, 032, am o | 
+ |@ip, 2p, €se,.. +, eel +--+ 
oder, da @, irgend ein @eg bedeutet, also &@¢g = (a—1) @g-1,¢ ist: 
Eo = | 0 » Moe, Ggphy.- + | aL |@1 8, @1 py D3g, ++ sy po) 


+ | O12, 23, 2@22, sey | + eee 
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und hieraus folgt, da jede dieser Determinanten den Werth Null hat, 
dass e@ = 0 ist, oder: 


eo 
(13) 2 (20 +3 — 4) Ar 59° =0. 
Ebenso findet man 


eo 
(14) 2 4b Ara ya = 0. — 


In analoger Weise erhalt man auch den Ausdruck fiir fa. 


fa =| Corig, We, @38,+ ++, @ep| + |@is, Gee, Wz, . 
+ | G8, @22, §@sg,-..,@gs| + -°- 
= |— @g, W22, 38) ++ +» Oo3| + |@1g, —2@24, Wag, 
+ | 8, Weg, —3a34,..., @on| +-:> 


=—a —20—30—-:-:- =— J e(e+1)o; 
mithin ist 
é 1 
(15) > Ai Fe = — Feet No. 
Und hierzu tritt noch die entsprechende Gleichung 
‘ 0 1 
(16) > Pe +3—2) Ava g4?-=— Feet Do. — 
3. 


Zweite Gruppe der Differentialgleichungen der Perioden. 


Ks ist 


“+ @p 2 | 


see @o 8 


Die iibrigen 2¢@ — 1 Differentialgleichungen fiir jede der Perioden 


will ich zusammen auf einmal entwickeln. 
Die Differentiation nach den Constanten in denselben wird 


in der 


Form eines Aronhold’schen Processes geschehen, d. h. es werden die 
Perioden nach den [Coefficienten A, von f(x) differentiirt, die Ab- 
leitungen mit den entsprechenden Coefficienten einer Covariante 


0— SCF) no 
u=0 


nultiplicirt und die simmtlichen Producte addirt. Diesen Process will 


ich mit 0 bezeichnen: 
a 7) 
> % 34- = 89, 
& & 


wo g irgend eine Function der A,, ist. 
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Die Covariante g(x) selbst wird in der folgenden Weise hergestellt: 
ich bilde die (29 — 1) Polare von f(x) unter Einfiihrung der neuen, 
vollkommen unabhingigen Variablen v,, v, und bezeichne dieselbe 
mit ~(x); dann ist 

(17) p (a) = or (#) Fro (&) — Pio (&) for (x) 





Z“—v 


die betreffende Covariante. Da der Zahler ,, (x) fi9(%) — 10) fo, (2) 
fiir « =v verschwindet, so ist p(x) thatsichlich eine ganze Function; 
sie enthilt in ihren Coefficienten noch die Variable v in der (2¢@—2)'" 
Potenz. 

Um jetzt die Differentialgleichungen fiir die Perioden der Normal- 


integrale erster Gattung abzuleiten, gehe ich von 0 2 aus. Da 


df (x) = 9(2) 

ist, so folgt durch Ausfiihren der Differentiation und der Operation 0, 
indem ich die Relation zwischen einer homogenen Function und ihren 
beiden Ableitungen (vergl. (1)) beriicksichtige, die Richtigkeit der 
Gleichung 

5 22) 1 da (x(x) (a) 

2y 2e+2 da \(a—v)2y 
oo ae + x(v)_  __F(a|») 
2efz 2e+2 2c—v)y 











wo 
(18) K(x) = [x(v) f(w|v) — 2(){vd0(%) + Yi (*)} 
— (9 — 1) @ — ae? {ty 49 (%) + Yo (@)} (@ — ¥)] : (@ — 0)? 
(da die eckige Klammer selbst wie ihre Ableitung nach a fiir «=v 
verschwindet,) eine ganze Function von z vom (g — 1)'" Grade ist, 


die ¢ ebenfalls im (g — 1)" Grade und ausserdem noch v enthilt; 
man kann daher 


(19) Ke) = DB (oa 1) be aie 

setzen. Integrirt man jetzt nach einer Multiplication mit da auf 
einem geschlossenen Integrationsweg, so erhilt man, analog wie oben 
bei den Gleichungen (11) 


‘ZC oe te-« 


a oe —O —1 -a@ 
teh a(c 1) bye opt a FFD (G1) ae 


und, da ¢  belishig ist, also die tadpiiciiee gleich hoher Potenzen 
auf beiden Seiten einander gleich sind, so folgt hieraus 


(C) aaa Ze3 2 wet Kap — 4e+: + ee iah lit 











Ep. WitrTaetss. 





144 


Dies ist die gesuchte Differentialgleichung fiir die Perioden der Normal- 
integrale erster Gattung. Die Grissen kag in denselben sind durch die 
Gleichungen (17), (18) und (19) definirt. Da (x) wie die k,, die 
ganz unabhingige Variable v in der (29—2)'" Potenz enthalten, so 
sind in jeder dieser Gleichungen im Grunde 29 — 1 verschiedene Glei- 
chungen zusammengefasst. 

Die Function K(x) ist, wie aus ihrer Definition hervorgeht, fiir 
o = 1 und 2 identisch Null, und fiir @ — 3 gleich 

D* A* f(a), 
wo D, bez. A die Polarenbildung unter Einfiihrung der Variablen 
t,,t,, bez. v,, v, bedeutet. Das erstere folgt iibrigens ohne Rechnung 
schon aus dem Umstande, dass K(x) zu Folge seines Ausdrucks (18) 
eine Covariante von f(#) darstellt, welche in den Aj linear ist, aber 
fiir @ = 1 die Variablen x, ¢, v zusammen in der nullten, fiir 9 = 2 
nur in der vierten Dimension enthilt. — 

Die entsprechenden Differentialgleichungen fiir die Perioden der 
Normalintegrale zweiter Gattung aufzustellen, ist mit etwas mehr 
Schwierigkeiten verkniipft. Zuerst folgt aus der Bedeutung von 0, 
dass, wenn man die (@-+1) Polare von g(a) bei Kinfiihrung der 
Variablen s,, s, mit 


p (x| 8) 
bezeichnet, und 
— 2p(x\s) f(x) + p(x) f(x|s) = O(a) 
setzt: 
(20) 3 —fels) (a) 


@—sty — (a@— 8)? 2y° 





ist. Es handelt sich jetzt darum, die rechte Seite so zu zerlegen, dass 
bei der Integration unmittelbar die Normalintegrale auftreten. Dies 
gelingt mir aber nur durch einen Kunstgriff. Dazu ist es aber noth- 
wendig, eine Anzahl neuer Bezeichnungen einzufiihren, von denen 
die eine: 


(21) os (X) fo(els) = Yule) fos (@| 8) -— > (a\s) 





eine dauernde ist, wihrend die iibrigen nur zur augenblicklichen Ab- 
kiirzung dienen: 


ee tray {fCe18) 9 (als) + F(x) (6 |8) — 2f(e| 8) 9(eI5)} 


(x—v)* (s—v)? 








— 2f(«|&) p(x|s) + F(x|s) p(x|E) = O(a|&), 





F(@\s) f(a| &) — f(E|8) f(x) (Stet) + Yor (x) + 2 sol) F You(®))__ 4 (e|&) 
aw /* 


Lx£—Wv x 


Z-—vWv 
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Die Umformung der rechten Seite der Gleichung (20) geschieht nun 
dadurch, dass ich dieselbe mit 2f(w|&):y, wo & eine unabhiingige 
Variable ist, multiplicire, alsdann in Partialbriiche zerlege und die 
Glieder, welche im Nenner x — a, und x—=s nur auf der ersten 
Potenz enthalten, wieder in einen Ausdruck zusammenziehe. Ich 
komme dadurch zu der folgenden Gleichung: 


2e+2 
(22) ® (x) f(a} &) ii f(s\é) p(s) 1 _S f(a, \8) f(a, | &) ¥ (ay) aq 
w! (@— 8)? F(a) 18) (@ 8)? et AF 1)*(@, — 8)? (Gy = 0) fin (%) 








1 1 L(«\é) f 
‘(@—a)*~ 2° Be+2 + exarre| OH) +55 F(s|) ()—-Mia|8], 


wo also die Richtigkeit dadurch nachgewiesen wird, dass man beide 
Seiten in Partialbriiche zerlegt, denn diese Zerlegung wird bei passen- 
der Umformung auf beiden Seiten die gleiche sein. Hierin lasse ich 
nun § in & tibergehen: dann verschwindet M(a|§), ®(x|&) verwandelt 
sich in ®(~) und L(a#|§) wird gleich 








(23) L(a) = ete + {p(2|s) + 9(s|x) — 2p(a|s)} 
4.9 Lels fee) — fels) fw) 


(a -— v)? (s—v)* : 





so dass die Gleichung (22) die Form annimmt: 








_O@) 4 os), f(e\s) -2 _F(@ale) ¥ (a2) _ Fela) 
(e—s) f(a) * f(s) (a@—3F 2 (e+ 1)? (@,—8)*(@,— 0) fw (4) | (@—4)* 
as L(x) . 
~ Be+te2 


Und damit hat man die gesuchte Zerlegung von 





© 
Gon gefunden. 


Dieselbe muss man jetzt in der Gleichung (20) einsetzen; man erhiilt: 
g —fels) — 1 Ew) __ vs) | _ Fels) 
@—sty” ef? dy 2f(s) (@—s)*y 


f(a,|8) ¥(%) F(@\a) 
+ ae 1 (@,—8)* (4, —0)fio(%) (@—%)*y 


Der Ausdruck von (a) ist, wie man sich leicht tiberzeugt, eine ganze 
Function der Variablen und zwar ist derselbe in ~ und s symmetrisch 
und vom (g—1)'" Grade; man kann also 








(24) L (a) -> lag (— x)P-1(—s)*— 
setzen , wo ” 
(25) lag ed lea: 
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Demgemiss wird 


—f(x\8) Mee | ae gs) _ f(x\8) 
. @—sFy TPT be a5 ‘ite Maine 27(s) | (@—sy 





Ka \8)¥(%) 1(#|42) 
+ QieTK (a, —8) (@,—) f(a) (e@—a)ry 


Diese Gleichung integrire ich nach einer Multiplication mit dz auf 


einem geschlossenen Integrationsweg und finde 


@ D2ne(- 7 er e+ 2 (Gre i 


F(a, | 8) ¥ (aa) oF 
7a —aa}?~*) 2a. 
'. 4(e+1) (a, —8)* Cr —0) fw (a) 
Der Coefficient von 24, muss, da die iibrigen Glieder ganze Functionen 
von s sind, und s eine ganz beliebige Variable ist, ebenfalls eine ganze 
Function von s und zwar vom (g— 1)" Grade sein; man kann ihn 


daher gleich 

pm See AW’ (_ ¢)a—l 

2e+2 > Fie 8) 
setzen, so dass die letzte Gleichung iibergeht in 

, 1 . 1 , , 
9, nines PE cate: ee = ce-—] ae le 2 sh on aE 

a>'2 Na(—8) FeFidy 02 OH( op + sepid, Me ne(—s)*—", 
und da gs beliebig ist, folgt hieraus 


1 I % 
ON = Tere er + re -Fo aoe 


Die Coefficienten keg haben uun denselben Werth wie die Coefficienten 
kag in (C): es ist 
kop = kes . 

Den Beweis hiervon habe ich schon in dem in der Einleitung erwihn- 
ten Aufsatze im Journal fiir Mathematik, Bd. 99, Seite 244, geliefert. 
Derselbe muss nur in nebensichlichen Momenten einige Aenderungen 
erfahren: so wird dort an Stelle der Operation d nach a, differentiirt, 
und es werden dort nur die Gleichungen zwischen den Normal- 
integralen betrachtet, durch deren Integration erst die Gleichungen 
(C) und (D) entstehen. Aber dies alles macht nur unbedeutende Ver- 
inderungen nothwendig; in der Hauptsache bleibt der Beweis be- 
stehen. — 

Demnach ist 


1 ' 1 
(D) Ona = TEE 0% T 3942 >) kepne» 
8 B 
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wo die Grossen.kag durch die Gleichungen (17), (18) und (19), die 
Grissen lag durch die Gleichungen (21) , (23), (24) wnd (25) definirt sind. 

Dies sind die Differentialgleichungen fiir die Perioden der Integrale 
zweiter Gattung, die ich hier aufstellen wollte. In denselben sind 
wiederum 2@ — 1 Gleichungen zusammengefasst, da in den Coefficienten 
noch die willkiirliche Variable v in der (29 — 2)'** Potenz vorkommt. — 

Um jetzt auch noch den Ausdruck von d@ zu bilden, habe ich 
wie oben bei der Bestimmung von ¢@ zu verfahren. Ich erhalte un- 
mittelbar 


, a 2 1 Py ” 
B= gh | 1p, O295°°+, Mee|— TG (—v)’—*| Nya Map, +++, Oop 
Y 


_ 1 
Toa heel 14 289° Mee] — Tag (—e)” [erp tyas+*+r Meal 
Y 


oder wenn ich die y,g enthaltenden Determinanten eben nach den 
Gliedern der Colonne der y,3 entwickle, indem ich wie in §1 die 
adjungirten Subdeterminanten von @gg in @ mit (@),¢ bezeichne: 


_ 1 - 
90 — sehr Lhe Tepe MA ea OO 
a apy 
Hierin ist aber D> hes gleich Null, Denn wie aus den Gleichungen 


(13), (14), (15) und (16) folgt, hat @ die Invarianteneigenschaft; wie 
ich spiiter zeigen werde, ist dasselbe mit 


> te (@)ag (— ver 
apy 
der Fall: demnach miisste auch Shes falls diese Summe nicht ver- 


schwiinde, diese Higenschaft besitzen; aber dies ist nicht méglich, weil 


> kee die Coefficienten A, linear, und die einzig darin vorkommende 
Variable v nur in dem (29—2)'" Grade enthilt. Folglich muss 
D>, hee = 0 und dementsprechend 

. ~—% 
(26) 80 = te D0 (@)ae(—v)4 


: apy 
sein. 
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Die Differentialgleichungen der Thetafunctionen. 


Aus den partiellen Differentialgleichungen fiir die Perioden der 
Normalintegrale habe ich jetzt die partiellen Differentialgleichungen 
fiir die Thetafunctionen selbst abzuleiten. 

Wie ich schon in der Einleitung angefiihrt habe, will ich dazu 
gewisse Eigenschaften der Thetafunctionen benutzen und insbesondere 
die Eigenschaft derselben, in sich selbst multiplicirt mit einem Ex- 
ponentialfactor zuriickzukehren, wenn man die Argumente um ein 
System von Perioden vermebrt. Es ist dies, wenn man statt 


Ou, , Ua, -- +5 Up)p 
einfach O(u,), schreibt, die Formel 


(27) O(te+20,)p = (— 1y"0(u,)pe* *alvatee) 


wo N eine ganze Zahl ist, die davon abhingt, wie Thetafunction 
und welche Periode man annimmt. Aus derselben folgt 


(28) lg O(ta+202)p = 1s O(wale + Di? usta) + Nui, 








é lg O(u,,+20,) prt u 

(29) a eT 
alg O(u,+2o,), lg O(u,), 

(30) OU, Ou, Og Ou, 


Ferner erhilt man, wenn ¢0(uq), bedeuten soll, dass die Operation 
é nur an den Coefficienten der Reihenentwicklung von O(w.), nach 
Potenzen der u, ausgefiihrt werden soll: 


¢ lg O(ta+2.)> a. oP . 5(2ep) 
© (tha)p +> {2 (y+ 05) (ng) + 2p e(ap)}, 
2 


welche Gleichung mit Hilfe von (29) in 
(B1)  & lg O(te+2eu)p = & Ig © (the)p +> 2 (ths-+ 0p) &(m) 
7 


~Da( 29a + y) sop 


iibergeht. Analoge Gleichungen bestehen auch fiir £ le Q(%.-}-2a,)p 
und @ lg O(.+2a@u)p. — 
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Um nun die zu dem Operationszeichen ¢ gehdrige Differential- 
gleichung aufzustellen, bezeichne ich 


a 


(82) slg O(te)p +2) (y= 1) ya ooh (ue). 


Indem man in dieser Gleichung uv + 2, an Stelle von u, setzt und 
die Verwandlungsgleichungen (29) und (31) benutzt, findet man 


1 (We + 2 We) = (te), 


d. h. y(t) bleibt ungeaindert, wenn man die Argumente um ein 
System von Perioden vermehrt. Ich differentiire die Gleichung jetzt 
partiell nach wg: 


dlg O(ug), lg O (u,) dlg O(u,) 24% a) 
(33) e— up +201) z= OU, du, Po < OWs44 P Ou, 





algo ; : . . 
- (“a)p eine rationale Function von Quotienten der Theta- 
Us Ou, 


élg O(t.)»p 
ou 


Nun ist 





functionen ; %_ ist eine Summe von Integralen erster Gattung; 


ist eine Summe von Integralen zweiter Gattung plus einem rationalen 
Ausdruck von Quotienten der Thetafunctionen, und demnach sind 
2180 (Hap vorkommenden Glieder #16 O(Ma)p. 
Os OU, 0A, 
Integralen erster und zweiter Gattung plus einer rationalen Function 
von Quotienten der Thetafunctionen. Daraus erkennt man, dass 


a 
— eine rationale Function von Quotienten der Thetafunctionen 


auch die in « gleich 


plus einer Summe von Integralen erster und zweiter Gattung ist, welch 
letztere aber noch mit rationalen Functionen von Quotienten der 
Thetafunctionen multiplicirt sein kénnen. Da aber y(uq) bei Ver- 
mehrung der Argumente um Systeme von Perioden ungeindert bleibt 


— 


und dies demnach auch bei a) der Fall ist, so miissen sich in dem 
OU, 





Ausdruck fiir oy) die Integrale erster und zweiter Gattung weg- 


gehoben haben, so dass derselbe nur aus einer rationalen Function von 
Quotienten der Thetafunctionen bestehen kann. 

Denke ich mir nun beide Seiten der Gleichung (33) mit ©?(u,)p 

multiplicirt, so bleibt alsdann die linke Seite fiir alle endlichen Werthe 

. O24 (Mq 

der Argumente endlich und dies muss demnach auch mit 9? (wa)» 7 


der Fall sein. Hieraus folgt, wenn man den Umstand hinzunimmt, 

















Ep. Witrueiss. 


150 
duis 2) 
ou 


bei Vermehrung der Argumente um ein System von 


Perioden ungeiindert bleibt, dass diese Function nur eine Summe von 
Quadraten der Thetafunctionen sein kann: 


(34) Ou (Ma) O° (a)r 


du, => C 62 (a)p ? 


wo die ¢, Constanten sind. 
Ich will mich jetzt vorerst nur auf gerade Thetafunctionen be- 
schriinken. Ist aber O(we), eine gerade Function der Argumente, so 


muss, wie aus (33) folgt, ae eine ungerade Function dieser Argu- 
3 

mente sein. Dies ist aber im Widerspruch mit der Darstellung (34) 

04 (Ma) 


von 2 us 





» Wenn in derselben die ¢c, von Null verschieden sind. 


Folglich miissen die ¢, und mithin we. Sate gleich Null, und dem- 


gemiiss ¥ (u~) selbst eine Constante, C, sein, so dass jetzt aus der Glei- 
chung (32) sich ergiebt: 


é lg O(ua)p +2)¢—)e My 





é in Ue 

(Ha) og 
My 

oder, wenn man an Stelle des Operationszeichens ¢ den Differential- 

ausdruck setzt: 


alg O(u, oem, 
(85) Bi e+3— a) As Fa + Dy Duyn ey =O 


Diese Gleichung gilt zuniichst nur fiir gerade Thetafunctionen. 
Dass sie auch fiir ungerade Thetafunctionen richtig ist, kann man 
durch eine ahnliche Betrachtung beweisen; aber man kann auch davon 
ausgehen, dass jede Thetafunction in jede andere iibergeht, wenn man 
die Argumente um ein passendes System halber Perioden vermehrt: 


ai > "18 (ug + > 3) 
(36) O(c +@a)p =e* O(tte) ec” : 


Setzt man namlich in (35) uw. + @e an Stelle von uw, und benutzt 
diese Formel (36) zur Umformung, wie dies oben mit (27) geschehen 
ist, so wird die Gleichung (35) wieder ihre urspriingliche Form an- 
nehmen, nur dass an Stelle von O(u.), jetzt O(u.), steht. Daraus 
folgt, dass diese Differentialgleichung fiir alle Thetafunctionen gilt, 
und dass dabei die Constante C, immer den gleichen Werth hat. 
Dieselbe Betrachtungswejse zeigt dann auch die Richtigkeit der 
folgenden Differentialgleichungen: 











on 


on 


yu- 
34) 
id. 
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él e alg 0 
DAs s Te +e Y) Uyps : jee Oi 


> 4,28 nay Sr Bu S( ik 
d lg O(u 0 
Det 3—a) Ar os Borne! Sit my, 


(die Summation beziiglich 4 ist von 1 bis 2@ + 2 auszufiihren,) und 


(2942) 6 lg O(a), 
Seo ME FM pr 


" é ju Ou, GU, du, 


2 é lg O(u,),, 
key Ue Fa a ; 4 Diane = C;, 
BY 


worin die Constanten C,’, C,, C,’ und CQ, ebenfalls fiir alle Thetafunc- 
tionen dieselben Werthe haben. 

Es handelt sich jetzt noch darum diese Werthe zu bestimmen. 
Hierzu benutze ich am besten die Entwicklung (10) der Fundamental- 
thetafunction. Dieselbe ist eine Fourier’sche Reihe im weitern Sinne; 
es muss also Glied fiir Glied einzeln den Differentialgleichungen ge- 
niigen, insbesondere auch das Glied e”™, welches dem Werthe Null 
der Summationsbuchstaben entspricht. Indem ich dies Glied in die 
Differentialgleichungen einsetze und die Argumeute Null werden lasse, 
finde ich 





C, = C;’ = C, = C, = (), 
0 — A Dalope opie 


apy 


Wenn man nun noch die Differentiation des Logarithmus in den 
Differentialgleichungen ausfiihrt, so ist man zu dem gesuchten System 
der partiellen Differentialgleichungen der Thetafunctionen gelangt: 


D4 as ee +2e- 7) Uyp4 ON = 0, 
am 4)A, £0(00 ch +0 Duy “Cor — 0, 
(im): 

Y 


ia A) Aas 2005 Diet 1—ve a =0, 
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(wo tiber 4 von 1 bis 29 + 2 summirt wird,) und 


(F) (29+2)8 0 (ua)p 
#0 (u, 


aay » 








ts Tare i a 
Y 


By 


apy 


In denselben kann O(tta)p jede der Thetafunctionen bedeuten. — In 
der letzten Gleichung sind wieder 29 — 1 einzelne Gleichungen zgusam- 
mengefasst, da in derselben noch die willkiirliche Variable v in der 
(2@—2)' Potenz vorkommt. — 

Am Ende des vorigen Paragraphen wurde bei der Bestimmung 
von d@ von der dort noch nicht bewiesenen Eigenschaft der Function 


> tye (@)pa(—v)-2 = H 


apy 


eine Covariante zu sein, Gebrauch gemacht. Der Beweis hiervon soll 
hier nachgeholt werden. Wie schon einige Zeilen weiter oben an- 
gefiihrt ist, miissen die einzelnen Glieder der Entwicklung (10) der 
Fundamentalthetafunction, insbesondere e”™, diesem System von Dif- 
ferentialgleichungen geniigen. Aus den vier ersten Gleichungen folgt 


én 
> 84-1 ~ on + Qie- Y) Uy+1 re = Q, 
; 4 


ue Ss. W. 





und diese Gleichungen gehen, wenn man (—»,)’—!v,¢-” fiir u, und 


demgemiiss <5 H fiir 4(w) setzt, iiber in das System 


oH 8H 
> 441-194, 4, ~ Go, = % 
u, 8s. W. 


welches eben ausdriickt, dass H eine Covariante ist. — 
Das System der Differentialgleichungen (E) und (F’) will ich noch 
dadurch umformen, dass ich an Stelle der Thetafunction selbst diese 


4 
dividirt durch [~ (3) unter der Bezeichnung 


ro| 


= 
Th (ta)p = (z) oa *@ (the)p 


einfiihre. 





Ks wird dadurch erreicht, dass auch in der letzten der 
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Differentialgleichungen keine transcendenten Gréssen vorkommen. Unter 
Berticksichtigung von (13), (14), (15), (16) und (26) findet man 


> A +d o~ee 0 aaa = 0, 

Deets—a) a Gye +2 (1) mys Oe — 0, 

B) ) Daa, eee 2 py Wel — 1 9-41) Th(ue)p, 
Y 


Di 2e+3- =v ee — Dey = “aa 


1 





=+ o(o+1)Th(ua)p, 


Th (a)p ( - 
Ou, Ou, ee 


= vee in ‘ 
+- p2 kis y Up — a +2> bay UpttyTh(te)p, 
CY 


welche ebenfalls fiir alle Tactstaaiibowe iia 


(F,) (2e+2)0 Thiu,), = ‘ 
PY 


§ 5. 
Umformung der Ausdriicke, in denen nach den Parametern 
" differentiirt wird. 


Bekanntlich treten, wenn man die Argumente Null werden lisst, 
in den Thetafunctionen, falls sie nicht verschwinden, und sonst in 
den ersten oder héheren Ableitungen derselben, als Factoren die achten 
Wurzeln aus den Discriminanten der beiden ganzen Functionen g(z) 
und g(x) auf, deren Product 
(37) g(x) 9(&) = fe) 
ist. Dementsprechend kann es unter Umstiinden vortheilhaft sein, dass 
in den obigen Differentialgleichungen an Stelle der Differentiation nach 
den Coefficienten A, von /(#) eine Differentiation nach den Coefficien- 
ten von g(x) und g() tritt. Wie dies bei den Differentialausdriicken 


> AAs aay u. s. w. geschieht, ist bekannt: wenn 
2 


(37) (2) -> (7?) aa 


AAXI- 
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1 -> (5 ) ae 


m+ n= 29 -+ 2, 


wo 


so ist 








2) 2e+3— a) Aa tase 


a a 
+ Ddo+1—ja—*—, 
j i—1 
27 DN Fe tae 
a i 
De e+3—A) A, Ta “ae = Sent 19a ge 
a i—1 


+ Dott 1 a Ms, 


j—i 





wo tiber 7, bez. 7 von 1 bis m, bez. m zu summiren ist. 
Bei der Operation 0, behaupte ich, geschieht dies in folgender 


Weise: es ist 
é => Oa; +3ae 


i=0 


x= >'(" ) nat = Wor (2) Guo) — bo (2) Gon) 


wo 








Z—v 
i=0 
7% (2) ->( ) Goi = Por (@) Bo(@) = Sule) Gos (2) ‘ 


Denn einerseits findet man aus (37), dass 
2e+2 a m n . 
rar") + -2 (7) (ung) a 


und hieraus folgt 
@_ vMb*), 3 


a ~ Pere) - iy 


(38) 


(?e+?) “*-I 94, 


. 2 -2- Fi) ( i 7 
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anderseits ergiebt sich aus dem Ausdrucke (17) von gm, wenn man in 
denselben g(x) 9(x) fiir f(x) setzt: 

p (x) = g(x) x(x) + 9 (x) x(%), 


dass 
om Pat) Z() Gta) 
+2 (t) (prs) et 


Und mit Hilfe dieser drei Gleichungen (38) und (39) verwandelt sich, 


wie man sich leicht iiberzeugt, der Ausdruck > Yi fot > % ~ 
i a 
i 5 j J 


in > 9 ta d. i. in 0, wie behauptet. 
“ 


Halle a. S., im September 1887. 














Ueber eine Integraldarstellung der hypergeometrischen Reihe. 


Von 


Paut ScHAFHEITLIN in Berlin. 


Im letzten Hefte des XXX. Bandes der Math. Annalen hat Herr 
Sonine eine Prioritiitsreclamation in Bezug auf eine von mir in dem- 
selben Bande erschienene Arbeit* (pag. 157—178) erhoben. 

Zuvorderst gebe ich zu, dass ich allerdings bei der Durchsicht der 
friheren Arbeiten iiber das betreffende Thema den Aufsatz des Herrn 
Sonine iibersehen habe; ich bedauere daher, dass ich bei meinen Formeln 
(51), (52) Herrn Sonine nicht citirt habe, da jene Formeln in der That 
schon von Herrn Sonine der Form nach aufgestellt worden sind, wenn 
auch der Inhalt derselben sich mit dem meiner Formeln nicht deckt. 

Solange nimlich an den von Herrn Sonine aufgestellten Bedingungen 
p>m, n> m festgehalten wird, lisst sich keine der von mir ent- 
wickelten Specialformeln aus der Sonine’schen Formel ableiten; erst 
wenn man sich von obigen Ungleichheiten befreit, — wobei zu bemerken 
ist, dass fiir » < m auch das von Euler herriihrende Integral aus der 
Sonine’schen Forme! eliminirt werden muss, da dasselbe alsdann sinn- 


los wird — lassen sich jene Specialformeln fiir 2 $ 1 ableiten. Der 


Werth z = 1, fiir welchen das Integral unter Umstiinden (siehe meine 
Arbeit pag. 169) discontinuirlich wird, ist wegen der Bedingung a < ¢ 
itiberhaupt nicht in der Sonine’schen Formel enthalten. 

Ich glaube, dass meine Herleitung der Sonine’schen Forme! immer- 
hin noch ein gewisses Interesse beanspruchen darf, um so mebr als 
auf dem von mir eingeschlagenen Wege die Euler’sche Integralformel 
nicht benutzt wird. Denn wiahrend das EKuler’sche Integral giltig ist 
fiir alle Werthe von z mit Ausnahme der auf der reellen Axe zwischen 
1 und oo liegenden, verlangt die Integraldarstellung, welche Bessel’sche 
Functionen enthilt, beliebige reelle Werthe von 2; da ferner die Un- 
gleichheitsbedingungen der Elemente a, 6, y in beiden Darstellungen 
andere sind, so miissen sich beide Integrale, wenn man sie in eine 
Formel bringt, in ihrem Geltungsbereiche gegenseitig stéren. 


Berlin, im Januar 1888. 
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Die Concomitanten der terniren cubischen Formen, insbesondere 
der Form 2,.2,;° — 42, + gaa. + 932,. 


Von 


Frieprich Dinceitpry in Darmstadt. 


Nachstehende Arbeit bildet gewissermassen eine Ergiinzung zu 
einer Arbeit von Herrn Cayley*), in welcher mit Hilfe der von 
Herrn Gundelfinger gegebenen Formeln**) die 34 Concomitanten ***) 
der Hesse’ schen Normalform 
(1) ax, + ba,’ + cx,5 + 6la, 2,2, 
der terniiren cubischen Formen berechnet werden. Gleich Null gesetzt 
stellt (1) bekanntlich eine auf ein ,,Wendedreieck* bezogene allgemeine 
ebene Curve dritter Ordnung dar. Die Curve mit Doppelpunkt ist als 
specieller Fall in (1) enthalten; setzen. wir z. B. c= 0, so erhiilt die 
Curve in 2 = 2, = 0 einen Doppelpunkt}). Die Curve mit Riickkehr- 
punkt hingegen* ist als specieller Fall in (1) micht enthalten; die * 
canonische Gleichung einer solchen Curve ist vielmehr: 


(2) %2,7 — 42,3 = 


Wihrend ich urspriinglich, zur Ergiinzung der Cayley’schen 
Tabelle, nur die Concomitanten der durch (2) definirten Form be- 
rechnen wollte, hatte Herr Klein die Giite mich daran zu erinnern, 
dass die Gleichung (2) in einer anderen canonischen Darstellung der 
allgemeinen Curve dritter Ordnung als specieller Fall enthalten ist, 
einer Darstellung, die tiberdies fiir die Theorie der elliptischen Func- 

*) ,,On the 34 Concomitants of the Ternary Cubic.‘ American Journal of 
Mathematics, Bd. IV, 1881. 

**) Zur Theorie der terniiren cubischen Formen.“ Math, Annalen, Bd. 4, 
8. 145, 

**t) Ich gebrauche mit Herrn Sylvester den Ausdruck Concomitante als 
Collectivname fiir Invarianten, Covarianten, Contravariauten und Zwischenformen. 

+) Vgl. die hier nachfolgende Note ,,Ueber die Transformation der Gleichung 
der ebenen Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt auf die Normalform.“ 


Mathematische Annalen, XXXI. 11 
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tionen eine wesentliche Bedeutung besitzt. Es ist dies die Weier- 
strass’sche Normalform der Curve dritter Ordnung: 
(3) 1%, = 447° — gy? ty — gy tr’, 
welche genau der zwischen den Weierstrass’schen Functionen (vw) 
und g’(w) stattfindenden Relation 
(4) gp? = 49° — 92.9 — 9s 
entspricht und daher so wichtig ist fiir die Theorie der elliptischen 
Functionen, insbesondere auch fiir die lings einer ebenen Curve dritter 
Ordnung vom Geschlechte Eins hinerstreckten Integrale (Integrale 
dritter Stufe). *) Ich berechnete daher, von Herrn Klein aufgefordert, 
die Concomitanten der der Gleichung (3) entsprechenden Form. Hierbei 
und iiberhaupt bei dem Studium der die terniren cubischen Formen 
behandelnden Arbeiten von Aronhold, Cayley, Clebsch, Gordan 
und Gundelfinger fand ich es sehr misslich, dass die einzelnen Autoren 
so sehr von einander abweichende Bezeichnungen fiir dieselben Formen 
des vollstdndigen Systems gewihlt haben. Diese Verschiedenheit dussert 
sich nicht nur in der Art, dass oft dieselbe Form mit verschiedenen 
Buchstaben bezeichnet ist, sondern, und dies ist ganz besonders 
térend, bei Bezeichnungen durch zwar gleiche Buchstaben sind noch 
Abweichungen in deren Zahlenfactoren vorhanden, dem Umstande zu- 
folge, dass die einzelnen Autoren bei der Wahl dieser Zahlenfactoren 
verschiedene Principien verfolgten. Ich gebe deshalb eine vergleichende 
Zusammenstellung der Bezeichnungen fiir dquivalente Formen des Systems. 
Ein weiterer Uebelstand ist, dass mehrere der erwihnten Arbeiten 
eine nicht geringe Zahl stérender Druckfehler enthalten. Auf einige 
derselben hat schon Herr Gundelfinger aufmerksam gemacht**), 
andere werden am Schlusse des achten Bandes dieser Annalen ver- 
bessert; zahlreiche weitere Druckfehler, die vielleicht noch nicht be- 
merkt sein diirften, erwihne ich gleichfalls in vorliegender Arbeit. 
Schliesslich stelle ich noch die Concomitanten der Curve dritter 
Ordnung mit Riickkehrpunkt (2) zusammen, betrachte die Transfor- 
mation dieser Curven auf die canonische Form (2) und fiige einige Be- 
merkungen tiber die geometrische Bedeutung gewisser Concomitanten hinzu. 





*) Vgl. hierzu u. A.: Clebsch ,,Vorlesungen tiber Geometrie“, hrsgg. 
von Lindemann, S, 652 ff, Klein ,,Ueber unendlich viele Normalformen des 
elliptischen Integrals erster Gattung‘t, Math. Annalen Bd. 17, S. 132—138, sowie 
»Ueber die elliptischen Normalcurven der N*" Ordnung und zugehérige Modul- 
functionen der N' Stufe‘‘ in den Abhandlungen der math. phys. Classe der 
kgl. siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften, Bd. 13, S. 359 ff. Ferner Pick 
»Zur Theorie der elliptischen Functionen“ im 28. Bd. dieser Annalen, 8. 309— 318. 
**) Math. Annalen, Bd. 4, S. 152 Anm. 
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Die Concomitanten der terniiren cubischen Form. 


§ 1. 


Vergleichende Zusammenstellung der Bezeichnungen fiir die Concomi- 
tanten der terniren cubischen Formen. 


Hinsichtlich der vergleichenden Zusammenstellung der verschie- 
denen Bezeichnungen fiir aquivalente Formen des Systems bemerke 
ich zuniichst Folgendes. Herr Cayley, sowie spiiter Clebsch und 
Gordan scheinen zuerst das Bediirfniss nach einer solchen Zusammen- 
stellung empfunden zu haben. Herr Cayley gab schon im Jahre 1861 
eine auf zwolf Formen beziigliche Vergleichung zwischen seiner und 
Aronhold’s Bezeichnungsweise*); andere Bezeichnungen waren damals 
noch nicht vorhanden. Im Jahre 1873 erweiterten Clebsch und Gordan 
diese vergleichende Tabelle**), indem sie noch ihre eigenen Bezeich- 
nungen beriicksichtigten, die aber hier abweichen von den im Jahre 
1867 in einer friiheren Arbeit***) benutzten Bezeichnungen. ort 
stimmen die Formen noch genau mit denen Aronhold’s tiberein, soweit 
dieselben sich schon bei Aronhold vorfinden. 

Im Folgenden dehne ich die vergleichende Zusammenstellung nicht 
nur auf das vollstdndige Formensystem und noch einige andere wichtige 
Gebilde aus, sondern beriicksichtige hierbei auch die fiir die ganze 
Theorie so wichtige Arbeit von Herrn Gundelfinger ,,Zur Theorie 
der terniiren cubischen Formen‘t +) und die schon oben erwiihnte 
neuere Arbeit von Herrn Cayley ,,On the 34 Concomitants of the 
Ternary Cubic.“ +7) 

In der vorletzten Columne der Tabelle fiige ich, um sofort den 
Grad der betreffenden Form in den Coefficienten der Grundform, ihre 
Classe in den Variabelen w und ihre Ordnung in den Variabelen 2 
entnehmen zu kénnen, nach dem Vorgange von Herrn Cayley eine 
Zahl bei (deg-class-order symbol), welche Grad, Classe und Ordnung 
anzeigt. So bedeutet z. B, 625 eine Concomitante vom 6. Grade in 
den Coefficienten, von der 2, Classe und von der 5. Ordnung. Die 
letzte Columne giebt das Gewicht oder die Anzahl symbolischer Deter- 
minantenfactoren, welche die Formen enthalten, wenn sie in Clebsch’s 
symbolischer Darstellung geschrieben werden. 


*) ,,A Seventh Memoir on Quantics.“‘ Philosophical Transactions of the 
Royal Society of London for the year 1861. Vol. 151, pag. 280. London 1862, 
**) | Ueber cubische terniire Formen‘‘, Math, Annalen, Bd. 6, S. 439 Anm. 
***) Ueber die Theorie der terniiren cubischen Formen,“« Math, Annalen, 
Bd. 1, 8. 56. 
+) Math. Annalen, Bd, 4, 8, 144. 1871. 
++) American Journal of Mathematics, Vol. 1V. 1881. 
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Die Concomitanten der terniiren cubischen Form. 
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Gewicht 
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12 
10 
12 
18 


Noch michte ich hier eine Bezeichnungsweise erwihnen, die mir 
Herr Gundelfinger mittheilte. Hiernach wiire es wohl am prak- 
tischsten, die Bezeichnungen f, A, S, 7,2, T, F, ¥,Q, L, N, 9, ue 
von Clebsch beizubehalten und diejenigen anderen Formen, die aus 
einer und derselben Form durch Anwendung des sogenannten 0- Pro- 
cesses abgeleitet sind, mit demselben Buchstaben zu bezeichnen, diesen 
aber mit einem oder mehreren Accenten zu versehen, je nachdem 
dieser Process ein- oder mehrmals angewandt ist. Ausserdem sollen 
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hiernach die tibrigen Paare von Zwischenformen, welche sich so ent- 
sprechen, dass bei der einen Form die Classe so hoch ist als bei der 
anderen die Ordnung und umgekebrt, mit denselben, jedoch dem latei- 
nischen resp. griechischen Alphabete entnommenen Buchstaben be- 
zeichnet werden. Dieses Princip hat auch Herr Cayley verfolgt, nur 
wiihlte er statt der gleichen griechischen die gleichen lateinischen, 
mit einem etwas unbequemen wagrechten Striche versehenen Buch- 
staben. Es treten dann nach dem Vorschlage von Herrn Gundel- 
finger an die Stelle der friiheren Gundelfinger’schen Bezeichnungen 


H, K, M, L’, M’, 
of ow 1 OO Ov u, 
a > 0%, OX, Us Ps = OX, OX, °, 


os ar or ak 
Ll” « > a 2 
+ Ou O Up Xs, + Ou OUy Xs, 
gE, €”.€.2,2, 2 
der Reihe nach am zweckmiissigsten die folgenden: 
o', 0, 1’, A, A, , ET, B, WW, B, BE’, B’, E, EE", 


wihrend Herrn Gundelfinger’s B, B’, B”, B’’, N’ und auch wohl TT 
beizubehalten wiiren. 


§ 2. 
Verzeichniss von Druckfehlern. 


Es folge nun noch ein Verzeichniss stérender Druckfehler, die ich 
beim Studium der oben genannten und einiger anderen einschliigigen 
Arbeiten vorfand. 

Crelle’s Journal, Bd. 55, 8. 159, Z. 4 lies — 12a,a,a,?7,x, statt 
—12a,a,a,%,, und ibid. Z.5 lies —12a, a,a,? 7,2, statt —12a,a,a,2,25; 
S. 189, Z. 19 muss der Zahlenfactor vor der Determinante — 3 sein 
statt — 6. 

Philosophical Transactions of the Royal Society of London, vol. 151, 
pag. 280, Z. 16 lies —2FU statt — FU. 

Math. Annalen, Bd. I, 8.57, Z 1 v.u. lies T7/ statt TS; und 
3RF statt 6RF.*) 

Ibid. Bd. IV, 8. 145, Z. 7 lies (abu) (edu)? (acu) (bdu)  statt 
(abu)? (cdu)* (bew) (adu); S. 568, Z. 6 v. ue lies 3-4Su,y? statt 
3-4Su,?y*, und Z. 1 und 2 vy. u. ist der Factor 9° vor der Quadrat- 
wurzel zu streichen. 


*) Bereits von Herrn Gundelfinger Math, Ann. Bd, 4, S. 152 Anm. be- 
merkt, wo auch noch ein anderer Fehler in Aronhold’s Arbeit verbessert wird. 
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Ibid. Bd. VI, 8S. 489, Z. 3. v. u. lies — 67 statt —6F und 


—2FU statt — > FU; S. 440, Z. 1 v. u. lies 3 statt Q.*) 
Ibid. Bd. VIII, 8. 137, Z. 3 und 4 v. u. ist statt des Factors 


— + vor der Summe zu setzen —ii ibid. Z. 1 v. u. lies oq (2 Tf—SA) us 


statt = (27f + SA). 
Vorlesungen iiber Geometrie von Clebsch, herausgeg. von Linde- 
mann, 8. 546 Anm. ist der Ausdruck fiir . S mit dem Factor 36 zu 


versehen. 

American Journal of Mathematics, Vol. IV (Cayley), S. 4 ist in 
dem Werthe von 7’ zu setzen — 20abel® statt — 20abdcl und in dem 
Werthe fiir 0° hat zu stehen yz(6bel? §? — 2l(abe + 21%) y§] statt 
y2|bel? &* — 2(abe + 21%) 7§}; ibid. 8. 5 ist in dem Ausdrucke fiir 
K’ wu setzen (ax! — 2bay® — 2cxe') statt (axt— 2blzy®—2clxe'); 
S. 6 ist das Symbol fiir © nicht 1640, sondern 1660, und das erste 
Glied von ® nicht 12(abe + 81°)? F, sondern 12abe(abe+81) F. 


§ 3. 
Die 34 Concomitanten der canonischen Form 
f= x, 0,2 — 40,3 + gy 8)? ty + gy u,*. 

Bevor ich die 34 Concomitanten der Weierstrass’schen Normal- 
form der Curve dritter Ordnung 
(A) 3? — 448 + Jy Xy? X_ + gy X,° = 0 
hier zusammenstelle, sei es mir zuniichst gestattet einige Bemerkungen 
iiber das Coordinatensystem, auf welches die Curve (A) bezogen ist, 
der Arbeit von Herrn Klein ,,Ueber die elliptischen Normalcurven 
der Ne Ordnuug und zugehdrige Modulfunctionen der N'" Stufe‘**) 
zu entnehmen. ,,Wir erkennen sofort, dass 7, = 2, = 0 einen der 
neun Wendepunkte unserer Curve, 2,==( die zugehérige Wende- 
tangente, x, = die harmonische Polare vorstellt. Die geometrische 
Definition von x, = 0 ist ein wenig complicirter. Die Linie x, = 0 
ist unter den Geraden des Biischels x, + Ax, diejenige, welche der 
Wendetangente x, = 0 als erste Polare in Bezug auf die drei weiteren 
vom Wendepunkte (z, =x, = 0) an die Curve laufenden Tangenten 
correspondirt. — Den 18 Collineationen entsprechend, welche die C, 
in sich tiberfiihren, kann man bei gegebener C, die Gleichungsform 
*) Einige andere in diesem Bande befindlichen Druckfehler sind am Schlusse 
des 8. Bandes verbessert, 

**) Abhandlungen der math. phys, Classe der kgl. siichsischen Gesellschaft 
der Wissenschaften, Bd. 13, S. 359 f. 
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(A) auf 18 Weisen herstellen. Ein jeder der 9 Wendepunkte giebi 
allerdings nur zu einem canonischen UCoordinatendreiecke Anlass, aber 
zu jedem Dreiecke gehéren zwei canonische Darstellungen, indem (A) 
ungeindert bleibt, wenn wir z, im Vorzeichen andern, was eine der 
18 in Aussicht genommenen Collineationen ist.“ 

»Die in (A) auftretenden Coefficienten g,, g, sind von den 
rationalen Invarianten vierten und sechsten Grades, welche die durch 
(A) dargestellte Curve dritter Ordnung im Sinne der Aronhold’schen 
Theorie besitzt, nur durch Zahlenfactoren verschieden. T'rotzdem also 
eine beliebig gegebene Curve dritter Ordnung auf 18 Weisen in die 
Gleichungsform (A) gesetzt werden kann, sind die in dieser Gleichungs- 
form auftretenden Coefficienten von vorneherein rational bekannt. Der 
Grund hierfiir liegt in der schon hervorgehobenen Thatsache, dass 
siimmtliche 18 canonische Darstellungen einer Curve dritter Ordnung 
aus einer derselben vermége derjenigen Collineationen hervorgehen, 
welche, anders aufgefasst, die Curve dritter Ordnung in sich selbst 
tiberfiihren.“ 

Ich lasse nunmehr die 34 Concomitanten der durch (A) definirten 
Form hier folgen, indem ich dabei die Cayley’sche Bezeichnungs- 
weise gebrauche*), und dieselbe Reihenfolge einhalte wie Herr Cayley 
in seiner bereits mehrfach von mir citirten Tabelle der Concomitanten 
der Form az,’ + ba,° + cx,5 + 6la,2,x7,. Man findet: 


Formen, fiir welche Classe = Ordnung. 
(1) 27S = 49,. 
(2) 277 = 64g,. 
(3) Uz = UX, + UL + Uy Zz. 
(4) 90 = [3g9,u,? — g.?us? — 2g, u,U.] 2,27 — 129,u,?%,? — u,?2,? 
ft 24 U3, Hy Xs 2 Gy Uy Uy 2; ay 
+ [— 120? + gy tt? — 36.93 us*] &, x. 
(5) 270 = [4g,u,? + g,?u,? — 129.9, u,? — 24g, u, u,] x," 
+4[12u,?—g, u.?— 36g, us”]7.2—8 wu, u, %,°+-16.9,U,Us Xa, 
+ 16[3.9s Uy ty — Jo ty Uy] X%, — 16.9,? U5? x, ap. 
(6) 810” = 16 f{y,>—36g,2}uy?a,2+-4[—3g, 2g." 12-2 gt ty]? 
— 404? 23? + 8[3 gy u, ty — go ts Uy] 2p Xs 
+2 (go? ty Uy — 129, guy] 25 x, 
+[— 492%? — go? U.? — 12.9, ggg? 24g, u, Uy] x ty}. 


*) Nur will ich Uy + Ug@a + Usxy = A ersetzen durch w, und 
@y%32 — 425 + goXy2xy + g,4;3=— U durch fF. 
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27 B = [108 g,7u,°§—2 9,%us°+-9g. gytty"Ug-+-9 gaustt,*—6 9,7, us] 2,° 


+ 12 [36 gs u,> —g, ty? Us + 36 us U7] &.3— 2 [uy 12 5? 0,] 25° 
— 24 [gy ty thy? Uy Uy?) 2? 2 + 24 [go tg? Uy My Uy ] yay? 

+ 3[12 95 uy — gota? s+ 20u, u,7] x5? x, 
+ 6[— 4,8 —3.gg tg gy? thy Us? —24 gs thy? Uy +2 go tty Uy”| ay 2)? 
+ B[36 gogytts® + gy? Uy? Uy — 4 gots Uy? + 24g, Uy Uy Uy] @,?x, 
f 24[3. go? Uy? —3.gy tha? Uy + DG Uy My Uy] 2, Ly” 

+6 [—g U,> + 12.9, Uy ts? — 16.9, tg? ey 4,7, |x, ©, 5. 


(8) 81. B’ =[12g,%gyts°4-(g.4-72g,") Ug? 12 gy2ugu,?—T2 gogyu Mots |a,* 


+ 96 [G22 tty? Go thy My Uy] #,° — 8 [gy ty Uy? + Uy, Uy?) 25° 

+ 96[— 3g5 tty Us? + Jo tty? 4, —U,? Uy] 2," 25 

$12 [12.95 155 + gota? ty —4 ty te?) ary 25? 

+8 [G7 ts? —3 gy U,?tty + 3.g, Uy ty Uy] x5? x, 

2 [—gy? Uy? + 12 go gy tty ty? — 12.9)? Uy? a, + 12.9, 0, Uy") ary, 
+-4[(108g,?-+-2g,°) 3-21 gogyttytty—369 6504, ?—6gy7Ut, Uytts |, 2, 
+ 12[36 9.95 Uy? gy? Uy? ty — 20g, thy Uy? +- 48.95 ty hy ty] 1, 1? 
+24 [40,3 — 12g, u5? wu, — go ty Uy?) By Ly Ly, 


(9) 243 BY = 4 {[(29.— 369,95") Us® + 9a? Js Ua? Us +36 go Jy Uy Uy 


— (2g,° + 1449,") u, u, us] x, ° 
+ 12 [129.95 U9 + gy? Uy? Uy —4go Uy Uy") 2° 
+8[—3 gy Uy tt? + go Uy? Uy — U4? Uy] 5° 
+ 24[—4u,3 — g,* UUs? + 129, 05? w, | a," ay 
+8[g9,?u,> +695 Uy? Us — Gyn Uy Uy Uy] Ly 25? 
+ [12 go gy Uy> —ga? Uy? Us—12g, Us U,?-48 9, U, Uy Us] xy? 2, 
+ 2[(36 g,?— g,*) u. ts? — 129,95 us? u, + 129, 4, u, 
— Jo? Uy Uy”) Lyx," 
+ [36 g.? gy Uy + (5g. + 1449,") ug? 4, + 12.9,? uy u,? 
— 1689, 9; Uy Uy Us] 1? x, 
-+ 8 [(108 9? — g,*) a8 + 12.9, 95g? Uy —36.gy us t? 
— 3 gy? Uy Uy Us) x; Xo? 
+ 2 [g.? U,® — 12 goggu,ts* + 12g,u,?u, 
— 489, U, Uy"] &, X25}. 
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(10) 729.B’" = 4 {[(369,°9, —8649,°) u,3+- 3 got u,?us 


Covarianten und Contravarianten. 

f = «, 2,’ —42,3+9,%,? %,+95%,°. 
27H = g,*x,3 —122,2,?+ 369, 2,2 2,+ 129,%, 2,. 
(13) 243 = 16 {39; (9.5 —249,")2,° +5769, 2.°+ 42," 


FQ = 16x, {3(g,5—36g,")? 2,84 256 -279,?x,° —16x,° 





+ (49° + 288 9,”) us u,? — 729,79, U, Uy Ug] a,° 
+32 [go* us? + 6995 U2? Us — 3g, U, Uy Us] 2,5 
+8[—4u,° —g,? u, Us + 12.95 U5? u,] 25° 
+ 8[— gy? uF —24 g, gs ty Us? + 12.9,? us? a, 
— 249, u,?u,+ 48 9, u, u,"| 2," x, 
F412 ggg ts® + gy? tty? ty + 12.9, Uy uy? 

— 96 gs Uy thy Us] ay x5? 
+8 [(36. 9s? — g.*) Uy3 — 12.9, m5 ty? + ga? Uy My Us] 5? a0, 
+8 [12 9, 0,° + (9.5 — 3695") U5? uy —gy? Uy? Uy] as #7 
+4 [69."— 108 go gs"] Us?-+27 ga? gs Uy? Us +84 Jo Jy UU,” 

— (109° + 288 9?) U, ty Us] #1? 2, 
+4 [36 9,° gy, u5° + (9° + 2889”) uy? us + 12.9, a, 0, 
— 192 gy gy Uy Uy Uy] a, 2," 
+8 [12 9, u,° + (4.9.5 — 144. 9;,*) Uy Us? + 12 go gg us? uy 
— 48.9, Uy? Uy ga" Uy Uy*] X, #2 ;\. 


+492 (9° — 1895") x, x, + 1929," x, x,° 

+5 (369,? —g,*) x,4x,? + 609,79, 2,42," 

+ 120 go 93, %,? x4 + 2409, a4 x3? 1440 9,7 2,° x," 
+ 1209.9: ,* t,x,’ + 14409, #, 2° x,’ 

+ 1209.°%,? ay? x,"\ ° 


+ 144(36 9, 9,5 — go" g3) €,'#_+ 1024-81 y9,g, x, x,' 
+ 144(489,°g,!—g, a, r,2-+ 256-27(36y,?-+-9.2)0, 20," 
+ 144 (9,59, —249,°)x,°x,?+4 1024-279, 2,°x,? 

+ 64-27 (369,°+-9.° 93) 2, °a_°4-1792 279,79, %,9.a,° 
+ 192(g,4— 189,95) x,° x, %5?-+ 1024-99,?x, x,° x;,* 
4 1440(9,!436 9, gy2)2t42,!-+24 36 9,°—g,9)2,'2,) 
+1152 9, x,4x,' + 28809,7 9, 2,4 %,? 2," 

+ 1280-27 9, 9,0? 24 3? +- 576 gogy%,° XX," 

+ 256-279, #, x, 2;'+ 576 g,?a,?x,? x," 

+ 2560-27 9,? ,>x,5a5*\. 
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(15) 27P = — g,u, — 36 gy u, us? + 24g, us? u, +- 12 u,? ,. 
(16) 27Q = 32u,3— 169, u,° — 169," u, us? +- 288 g, us? u, +- 8 gu, U,?. 
(17) 27F = 49, u.°+ 16(279,? —g.*) 46 — 4go u, Up® + 432 u, Au," 
+ 8649, u,? a4 — g,? Uy! tt,? + T2 gogy un? us! — 96.g_* U, Uy ut! 
+ 16 w,? 3+ 144 g, a, u,9u.,?— 1209, u,? u.? U,”. 


(18) 3°TT = 4u, {256-27 u,* + 39.4u,§ — 256 (27 g,?—g,°)? u* 
— 288 9.7 g.U, Uy’ — 256-27 9,u,%u,? 
+ 144(48 g,,? + g.°) u,? u.®§ — 2048 - 27 g, w,% a4? 
+ 288 (24.9,° — go gy) Uy® ty? + 512 «27 gu, > uy 
— 256-27 g.g, U3 u,° + 2048 - 9.g_? w, Pe, U5” 
+384 (9. — 18 go gs”) my Uy> Us? + 1440.9,? tu, 4 Uy" 
+512 -9(27 93? —g2*) w,* uUs*-+-96 (925 —27 go? gs”) g* ty! 
+ 512-9 (27 g,°—g_° g,)e, Uy? u,!—5 12-135 g, gs u, *Uy2u4” 
— 640-9.9.? 9, 0)? Uy*ts?-+-256-9 (g.'—27 gg”) Uy? Ug? Us! 
+ 5120-27 9,7 0,2 u.9e5?} . 


Formen, deren Classe niedriger ist als die Ordnung. 
(19) 27d = 8[39,0,> x, — x, 4° — 124, 4,3. gy X,? Hy X53] Uy 
+2 [— gy? x) @;—4 2, &,3—36 g, 7 Xp %,—12 go X, #2? 5] Uy 
+ [(g. —369,*) 2,4— 48 gy ay! 4+-42,4—249, gs €,° ay 
— 2889, 2, £5 — 249, a)? x,") Us . 


(20) 27K = 8[g.g;2,4-+29,? 2,32, — 89,2, £5 + 369; 2,7 x," 
— Gn%," 3? + 12,7 x,7] u, 
+ L(g. — 386 9,")2,*+ 16 Jn %y' —4.24—16.9..932,> 2. 
— 8G? ary? _? 4-24. g, @,? a3? + 16 Jy Hy Ly M5?) Uy 
+ 16[— gog,x,'a, — 89, 2,5 x, — 29,7%,? 2,25 
— 36.9, %, #7 x) U;. 


(21) 243K’ = 8 f(g, —36g,?) 24+ 144g, 0)! + 12,6 + 576 9,2 2,9 
249,72," X27 + 12g, #1? x5? 4-48 go, 2, Xs") Uy 
+ 2[— 1449, 2,'+ 2(g,3— 36 9,*)",>x,— 249,? x, x," 
— 36 Jogg %,? &_? — 3.gy? Hy? x5? — 12 gy €_? a5? 
— 12.9, @,%_%;,"] Uy 
+ 8| (36. 9,? —gy*) 4,3 x; + 12 gga x; + 18.4, 95,? LyX, 
+ 12 92? x, £2? x; | us} . 
































168 
(22) 


F. Dineexrpvey. 


243 E = 2 {12[—g,?x,'x,—48 x1 x,—24.9, 4,9, %,—8 2, Xy X55] u,? 
+2[22,°+(9.5 — 5493") a,x; +129, 2,?x,8 
—36.gogy%,° LqQs +4 gq X,Ly0,'—12 g,? x,? 22? x5 }tly” 
+4[—3 9" 93%, 4a — 4329, 2,42, — 29," x, 2,5 
— 249, 2,°x,° —2169,? x, x, x, — 96.9," x, x.5x, 
— 12.9, &, XX —216 9,9, 2,7 %q? x5] Us" 
+ [(36 92.95? — go") @,° 4-24 go? JX, 4x, 48.9," x, xy" 
+4 92%, #344 249,>x,°x.? +2889, 9, 2,7x,5 
— 24.9, 9, €,°23? 4-96 g. @.3 x,? —24 go? x? Fy 25”) Untts 
+ 12[489,x," + (36 9,? —g,*) x,4a. + 1449, x, x," 
+42, 454+ 249, 9,0, x? 4+ 249.7 4,7 2,5 
2 gy? X19 3? - 12g, Hy? Hy? +-24G, #,X_? s"]Usm, 
+ 16 [3 go 93,423 — Jo X33 +39, X)9 LyX; 


— 129, 2, #,3 x; |U, uy}. 


(23) 729 =8 {4 [3 go 93%) 'x3 — J2%,? x, — 12 2,7 x,° — 48 9, x, 2,5 2, 


— 1089, 7,?2,? 7] u,* 

+ [3 go? Gs 01403 — Go? Uy? €,9- 4 gy Xy? £34 49, 1,3 xy x, 

+ 36 9.95 %,? 2? x, | U." 

+ 2[(g.'— 18 g.g5”) &, ‘x; + 48 9,7 x94 x; + 6g 9,0? a,5 
+ 12 gs 14? 059-24 go? gs, 2,9 XyX,-+-288 9, J; L125 x, 
+8 9,2 x, x, 23+ 648 g,? x? 2,7? x5] U4? 

+ [3(92' g3—36 g,°) 2°48 g.? a2 °+-(go—108 go.g3*) 2,42 
— 432 9,952, Ly — 129, 2, 2,4 — 4g,%,2,! 

— 96.92? 93 2,3," —24(g,% +36 9,") 2,7 x,° 
+ 2(369,? — g,*) x,>a,? — 288 9, 2,5 2," 
— 24.9, 2, £27 #57] Uy Uy 

+ [(86. 92.95? — go") ,° + 24. go? gga, + 48g," x, xy" 
+4 9,2, 7;'+ 24 9,5 x,> 2.7 + 288 9,9, 2,7 x,° 
— 249.95 £3 157+-969, 1,3 %,?—24 gy? 2,7 Ho," Us 

+ [-42,°—(9,'+36 9,”) x, 42,4489, 242,249, 2,22," 
— 48.92 9s 032,23 + 5769, 2, %,° x; 

+ 24 9, 2,7 xq? #3] UU}. 








¢," 


@; 


gly 


Ls 
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(24) 3° ER” = 16 { 16 [2,5 — 99,2x,4x,--24 9, 24a, —- 129,93 %,° Xp 2X3 
— 12.93%, £3 x3 — 2 GoX Ly X38 —6. gy? xy? Hq? Ly] Uy? 
+[—g2'x,'x, —489_? 24%, —96 9, x," 25° 

— 48 go? 9,9 X_X,— 288 Jo gs % Xp x,— 8g," x, Xx," 
— 8649,?2,? 2,7 25] Uy 
+4[9 (24 9,5— go° gy) 2, 4x3 — 144.929, £24 x; 
+2 (9° — 369,")x,?%,°— 89,"x,"x,° 
+8(18 9.93? —go‘) > x, x, — 8649.7 x, x, x, 
— 24 go Jy, Lp l,° — 12 go? gy47.X,? 25] Uy? 
+ [(36 9.793? —go*) 25+ 5769.9, 09° 
+ 12(9,59; +36 9,°) x, 4% -+-48(g.°+ 72.95”) x, a! 
+ 49,7 &, X44 48 gs wy X,4-+24(g,'+ 129,95?) 2, >x,” 
+ 576 9," 9, 2,725 + 96.9." x, 
+ 24(36 9,? — 92°) 2,7 a» 4? +288 go 93%, L_?X,”] Uy Uy 
+4[3(g.°9,—36 g,°)a, >—489,? #°-+-(go4—108 9. 9,") x; ‘ay 
— 432g. 9,0, %,'—12g, ,%,'—49, %_X,'—969," 9,2, °a," 
— 24 (g.° + 36 9,”)2,? 2,8 +2 (369,? —g,*)x,*x,* 
— 288 9, 2° x? — 24g, x, Xa? ,?] Uy My 
+8 [3.927 9, %,4x, + 1449, 24x, + 89.2.7 x,° 
+2 (925 + 36957) @,> 2%; + 249.7 x, 22° x, 
$24.95 X, Wy Ly> + 12 gogy X17 x2? x5] Uy Uy} . 
(25) 729M = 8 {[3(289.9,°—go') a, °ay—960 gy %°X3+-4 gy #1? t,°—4827,72,° 
— 69129, x, x,° x, — 409.9, %,'x,° 
+ 60 (9,3 — 369,") 2,4 a4?2, — 720 go? 2,229! 25 
— 960 9.93%, 5.x,° x, -- 809," x,° £, £,>— 3209, x, 2,5 2,° 
— 14409, x,” x,?x7,5] u, 
+[—4a,7 + (119,59; —3249,°) x,°a, —12.9,2,?2,° 
+ 10(g — 36 92.93") &,° 22%, — 969,? x, 25x, 
— 89%, %2%,°+5 (36g, —g,*)a,*x,3 —80 9, x4 x,8 
— 1209,? gy 7,4 Xq? %y—T209. 9, %;? Xo x,—809,%x, 3x, 5x, 
+ 8092.93.11 ° 22.233 + 40 go? 11? Xp? 255] Uy 
+ [(3692.9;°—g24 9s) #,74-3849,7a,7-+-2(48 9." 9,’—go*) ax, "a, 
+4082 9 93%; %p° + 36(9,°9, +36 9,°) x, °x,? 
+ 288 (9, + 36.95”) x,? 22° + 4(9,4— 189.95") x, ° x,” 
+3456 9, 2_° x,? + 40 (9.4 + 36 go9;") a, 42,5 
+ 1680 9,79, 7°24 + 209.9, 2, x,' + 1609, x52, ! 
+ 1209,? 9, £,4 2 %,?4+-960 92? %, 2,4 X,?-+-409,? x, v2! 
+ 720 9, , 2? 2,4 4+-43209,? x,° x72," 
+ 28809, Js 2,7 2.5 a5") U5}. 
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(26) 39M’ = 16 {4[122,' + 15(g,°g,—369,°) 2,5, — 34569, 0,9 ry 


— 369; 2," 25° + 6 (g.*— 1089, 95”) #,° x, 2, 

— 14409,* x, #,°x,—249, #, 2, £,°-++5(369,?—g,*)a,‘a,° 
— 720 9, £,42,3 — 720 9,79, 2,'x,°x, — 64809,9,7,?x,'x, 
+ 240(—g,° — 36g,”) 7,3 x,3a, — 28809, 2, x,'x,° 

+ 1209,?2,? 2,7 x55] u, + [5 (36 9," 9,?— 92°) x,°ar, 
+1728 9,?x,°x-+ 129,?x,?x,°+ 489, x,?x5° 

+ 72 (92° gs + 369,°) 21° x, x; + 172809,9; %, 22° x, 
+288 9, x, £, 2° + 57609, 2,4x,° 

+ 180 (9.412 go95”)a, 42973-7120 (9, +7129.) 7ay'x, 
+57609," 95%,' 2,5 x; + 80 (369,?—g,*) #,° x, 2,5 

+ 9609, #, 2,549 + 14409, 9, 2,7 £,7 x55] U, 
+2[—(g, —369,2)?2,' — 84569, gy," 

+42 (92°93 —36 gogq°) #4°x. +576 (—g,° —369,") x2," 
+36 (g.° — 489," 9") x,°a,? — 60489, 9, x, x," 

+ 108(249,°—g,°gy):2,°x,? — 1152 9,2a,%,? 

+ 360 (— 92° 93 — 36g,*)x,*x,° 

+ 240(— g,*—36 9293") x,° xq + 20(9,?— 36.95") a, °x5! 
— 14409, #,° x54 -+ 120(18 9.93? —g,') 21x, 4; 

— 8640 9,950, X24 %,? —360 9, 9s 2,7 x, x5" 

— 240 9,72, x,? x5! 

— 1440 9,79, %,° 2.7 £3? —259209,?x,? x,° x,” | us \. 


Formen, deren Ordnung niedriger ist als die Classe. 


(27) 7297 = 8{4[72g, 0,303 +8(g,5—27 g,”) u, uy3 + (g,"—369,*) u.*t, 


(28) 27K= 


— 12.9.7 uy? Uy Us + 18.9. gy tt, Uy? Uy] 2, 

+ 8[249, U4? us —3 go 95 ta> Us + 4(9,° — 2795”) U, Us ° 
— 108 gy 14? Uy Uy + 6g, , Uy? U3] 2 

+[—48u,*+-9.? uy! + 16(279,?—g,") uy* — 48 gaunt, 
+ 24.9, U;? uy?) xs} « 


[—16u,*—g,’u,*+ 16 (279,* —g,°) us* +329, u, u,° 
— 8g, U,? Uy? + 288.9, uy? us? + 24g, 9, ty? Us” 
— 32g, 2 ty ty ty?) 2, + 16[—gy tes —4 14245 +90 tt? 
12g, 0)? Us? + gy? Uy? Uy? — 36g, 1, Uy Us*] 
$32 [40,8 tty gg a? ty — Jy Uy Uy? Uy] 5 « 








Die Concomitanten der terniiren cubischen Form. 
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(29) 729K’ =—4 {4 [— 12.9, u,>u. — got, Uo? + 36 gq u,2u,?-+ 12.9,? u,? U4" 
+336 g,?— go) Uy? Us? — 36.gy gy U, Uo My”) 2, 

3 + [— 144 u,‘—g_7t0.'-+ 48 (9.3 —279,") uy* 4+- 24.95, 2e4,” 

+ 864.9, u,? 3? + 72 go Gz Un? Us? — 96 gp? , Uy U3"| 2» 


3 
$8 (go? ha? Us + 12 gy Uy? Uy Uy — 36.95, Uy? ty] 5}. 
(30) 243 = [16 (g,!—279,.9,2)uy°+ 144.9904 ty + (gn —144 9,2), 
+ 288 go gy Uy?tU> + 24.92 gs Uy? Us? — 576g, U3 u, Uy 
+ 144.9,9; U, 2° Us +32 (g,° —-54g,") u,v, 05° 
om — 24.9,? 0,? Uy? uy ]a,? + 12[16(27 9? —g,*) us° 


— 144.0,* us — gq? yt + 288 g, 4)? u,5 + 249, 9, Wy? 0,5 
— 32g? U, Ua ts + 24.9, Uy? Uy? Us] 2, 

+ 16[—395 U4 us + 12g, uy? us> +9," Uy? Us 

6 — 12,9 uy Uy +3 go U, Uy' Uy — 36 gs 1, U, U5°] 25? 

+ 2[— go? u.° + 48,4, + 48.954, U4 

+16 (27.95? — g,°) Uy Ug! — 24.9, Uy? u.> — 192.9, 0,3 ug? 
24.9, Jy ty Us?+-864 ge Uy? thy Ug? —48 9,7 Ue, Uy? Uy?) agar, 
ra! +32 [— 3gy Jy tty! ty + 12.9,? U4? uy? + 9,5 u,? U5 

— 12 gy? tty Uy + 3.Gn? thy Uy? Us — 36 go Jy Uy the 59] 24 Ly . 


(31) 7229 B’ = 8 { [48 (27. 9,° — go° gs) us° — 144.9, u,4 U3 + 9.9.7 gy Uy Us 
— 169, u,? u,°-+- 4(18. 9.9,” —g2*)u.?u,5 
— 8(g,° + 18 9g”), ty uy + 48 9? 95%, Uy U,° 
+ 144.9, 9, 0,7 Ua? Uy | 2,7 8[39, gy Uy Uy—24 g,? Uy? u,5 
+ 2(9,°—54g,*) Uy? Uy° + 48.9, U,%uyts + 712 go gat uyus® 
— 108 g, U2," Ug] Lp? + 2[48 w,' w+ 9,7 U,*u, 
— 144.9, u,? u,5 — 12.92.95 U2? U,® — 24.9, u, Up? ty 
+ 169,7t4,t4.u,°) 3? + [—gq? ty°-+-48 u, 4.489, 0, 04,4 
+16(279,?—g,*) u, ust —24 9, u,?u,>— 192.9, u,> u,* 
+ 24.92.95 Uy* tig? + 864.9, 6,7t4,4,? — 48 99°06, U97Uts"] a’n2° 
+[— 48,5 +92? u, tot 16(g,°—27 95”) W, Uy! 
+249, U,° U.? — 489, u,? U2? 288 9, 0,9 03? 
+4 (92° —369,") u,° us? — 48.9q? 0,7 ty Us? 
+ 72 go. gq Uy U2? Uy?) 23%, + 2[16(27 9.9,? —go*) u,° 
—48 gp uy 4us + (92> 1295") uy* us — 2889, 95 %,? u," 
— 24.9.7 gy uy? Us + 288.9, u, 7 U, Us — 1209.95, U,* uy 
+ 864.9," u, u,Us> + 249,72 0,7 U2 U5 |X, ty). 








F. Dingetpey. 





(32) 3? EE" =—4 {(16(9,° — 279,795") us® —48 g.?u,4uU3 — 3.gytuy'u, 


+ 96 9,7 93 U,?u33 + 72 (92° 95 -— 24.95%) ua? u55 

+ 576 gogz Uy? ty Uy + 144.907 9, U; Uys 

+ 32 (189.9,?—gy')t Uys —24( 9.34729”) e, 240925 Jar, 
+4[16 (9,4 — 27 go 95”) ug° — 48.9, U,! us — 3g, Uy! Ug 
+ 2889, 95 0,7 Us> + 24.97 gs Wy? Us* + 96g, gy Uy Uy> Uy 

— 32 9.5 uy Uy Uy? — 24.9.7 u,? u,? Us| 29? 

+16[49,?u,? u,°-+ (36.9,? —g,*) uy? uy® — 12g, u,>uatts 
Gq? Uy U_> Ug — 1295 Jy UW, Uy Uy? 36 gy Uy? Wy? Ug] as” 

+ 8[—48u,>+ 9,” u, uy*+ 16 (9,3 —27 95”) u, us! 

+ 24.9,U,>u,? — 48.9, w,? u.* + 288 9, w,3 u,” 

+4(g,* — 36.9,") u.* us? — 48 go? U,? Uy Uy” 

+712 go. Js Uy Ug? Us”) X23 + 8 [48 (9.93 — 27 95°) u,° 

— 1449, u,4us — 9g»? gz tou, -+ 16 (549,? —g,*)u,? u,5 
+4 (924 — 18 9.93”) Uy? Uz? + 48 9? u,? ty Uy 

+4 (9.3 + 129”) u, Ua? Us — 48.9079, WU, Uy Uy® 

— 2169, gz Uy? Uy? Us], 22}. 


[576 (27 g,°—g.* gs) us’ — 1728 u,°u; — (g,°-+-288 g,”) u.%us 


+576 (27 g,? —g,°) uy? us° +-48(27 gogs? — ga*) Uy? us 
+576 9,954, Uy°Us — 17289, u,4uU3°+- 180g,7 9, U5" U,° 
+1296 g, u,4u,? us--276 9," u,2u,'u, —1152 9, wu, u,%u, 
— 1152 g,? u,? u, u,3 —32(7 9,3 -+ 108 9,7) u, w,° w,° 

+ 6048 7, 93 u,? Uy? us°] x, + 8[48 (27 9.93? —g,") U," 

— 69oggtg' hy + 432 uy? Uy Uy +39, U, Uy? Uy 

+ 144(279,? — g,°) u, uw. u,° — 1296 g, uw)? u,* 

+ (21695? — g,") Uy us° +2169 u,? u,* u; 

— 168 9, u,> u.9 us + 4320 9, u,> u, uy? — 2169.90, 4,°u,° 
— T2 get? Ug? ty] ay + 2[g.? Uy” — 48.9, uy U,° 

+ 192(g,3— 27 9,”) u, us®-+ 24g, u,? u,° + 1728 u,° u," 
— 72 gogg U.° Us? — 48 u, 4 u,° — 34569, u,> uv," 

+ 16(29,° — 27 g,") u, us* + 108.g,? u, uy u,” 

+576g,? u,? u. ust — 8649, 9g, u, U,7 Us4—288g,u, Ut, "U5" 
— 8649, w,? u,3 us7] x; . 


(34) 3M = 4 {2 (16 (27 g,? gy? —ga°) tts” — Igo? gy Ua Uy 





+48 (27 9,° — go" Gs) ty? us? — 144.9, uy Pu, u, 
+ (7 gy + 288 9,”) U, U5 us + 16(27 g, gy? — gy") uyugtts® 














bs 


us 


Mg” 


7th” 


dytty” 
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+ 1449,? u,*us° + (924+ 144.9095") uy! u,° 

+ 720 95,4 4p? 43 — 288 go gy Uy? Uy * Us + 24.9)? 4,9 u,* et, 
— 2016.9. gs 44° tty Ug® — 3609,? 95 ut, Uy* tts 
+8(540g,?+ 13g,*) u,?u.? 0,5) 2, 

+ [576 (27 9, —g.° gs) tts’ + 1728 u,°u; —3g.° u.%u, 
+192 (27 95? — g,°) uy? U° + 80 (27 go. gy? — Gg.) u?u,° 
+969, gs ty Uy> us — 86409, u, 45° + 1329.79, 4, *u,° 
— 336 gy Ut, *Uy? tg — 129,74)? uy tts + 384.9,? 0,9 u, U5" 
— 224.9,° u, Uy> us* + 2592 9,95 U,? Uy? Us") 2, 

$2 [ gy? ty 1° 16 (g.4— 27 g_g5”) Uy Uy — 48.44,° ty? 
— 48.95 tty? a> + (gy® — 14495”) uy° tty? + 24g, U5 uy! 
— 192.9,? u,> us* + 24.9." g, 2° Us* + 5289, U, ‘Uy ts” 

+ 168 go.95 tt, Uy‘ tts? + 864.9, 95 uy? Ut, ts 

+ 16 (2.9.8 — 13595) wy te? uy 4 — 14409, 0,5 4,? 45? 

— 249,2u,?u.5 us?) 25}. 
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Einige abgeleitete Formen. 
(35) 3° R = 3°(6483—T?) — 4°(g,3 — 27g,?). 
(36) 243 C = 243(24S H—Tf) 
= 32 {(g,°—189,") 2,5 + 12.9, 2,°+ 1899, 2,22 129,*4,2,° 
— 189, %, 2, — 129, %, 2,7}. 
(37) 729.D — 729(8S8*f—3TH) 
= 64 {—g,?9,%,° — 89," x,' + 2(g.° — 5495”) x,? x, 
— 36 Jo 93%, Uy? +29? 23? + 369,225"). 
(38) 729 Y = 729(37'P—48Q) 
= 64 {— 8g, Uy? + Go Jy Uo® +36 gy Uy? ty — 2y,?u4, Uy” 
+4(9.° —279;") Uy Us? } ° 
(39) 38Z = 35(T Q—48S? P) 
= 256 {72 9, u,> + (g2°—36 95”) u.>— 129, u,?u,++-18 99,0, 0," 
+24 (2795? —g.°) u, u,"}. 
(40) 3! = 3! {—12RF—2888 TP? + 1688? PQ —8 TQ} 
= 4° .2 {—576ggu,°+-3 (249,°—g,5gs)tto"+-32(279,*—g,*)*u,° 
+ 192 go? 4, >, +4 (got — 18.9295") u, Uy" 
— 120g. Jy Uy 'Uq* — 609," gg u,? U4 
+480 (27 9,2 —g,8)u,4u,2-+ 10(g,°—27 942g?) yt? 
+ 14409,2t,3u,3 + 480(27 9, — ga" ga) ts? 
+-240(g,' —27 g.gg2) 1,202") « 
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§ 4. 


Die canonische Gleichungsform der Curve dritter Ordnung mit 
Riickkehrpunkt und deren Concomitanten. 


Aus der Gleichung der allgemeinen Curve dritter Ordnung 
(A) I, Wy? — 42,° + 9.7L, + 932,35 = 0 


ergiebt sich durch die Substitution g, = g, 0 die canonische Gilei- 
chung der Curve mit Riickkehrpunkt 


(B) 22,7 — 42,3 = 0. 


Was das hier zu Grunde liegende Coordinatendreieck betrifft, so ist 
xz, = die Wendetangente, x, = 0 die Verbindungslinie von Wende- 
und Riickkehrpunkt, x, = 0 die Riickkehrtangente; dualistisch stellt 
u, =0 den Riickkehrpunkt, «, = 0 den Schnittpunkt von Riickkehr- 
und Wendetangente, u, == 0 den Wendepunkt dar. 

Da die Concomitanten der Curve (B) sehr einfache Werthe besitzen 
und wir mehrere derselben néthig haben bei Beantwortung der Frage 
nach der Transformation einer beliebigen Curve mit Riickkehrpunkt 
auf die canonische Form (B), so stelle ich auch diese Concomitanten 
hier zusammen, indem ich dabei aber, um méglichst allgemein zu 
sein, von der mit Buchstabencoefficienten versehenen Gleichungsform 


(B’) f=az,2,? — 4bz,3 = 


ausgehe. Es ergiebt sich: 


Formen, fiir welche Classe = Ordnung. 


(1) S=0, 

(2) T =0, 

(3) Uz = UL, fF Uy®, PF Uys, 

(4) 90 = — a(au,?2,?+ 12bu,? 2, 7,—24bu,u, 2, 2,), 
(5) 270’ = 8a?b (6bu, x,* — au,x,")u,, 

(6) 810” = — 64a'b?u,?z,?, 


(7) 27B = 2a {2160? u, u,? 2,3 —a(12bu, us” + au,*) x53 
+ 30 abusu,?7,22, —12abu,x,0,?— 12abu,u,?x,*2, 
+ 12abu, UUs, vy? + 12abu,? ux, 2,25), 
(8) 81 B’ — 8a°b(—12bu, u,x,? —au,? x, + 12 bu,?2, 2, 
— 6b, U, Lo Xy)U, Zs, 
(9) 243B" = — 32a‘b?(12bu,2,?+ au, %,") u,? 25, 
(10) 729B” = — 128a'b'u,>z,'. 
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Die Concomitanten der terniiren cubischen Form. 


Covarianten und Contravarianten. 


(11) f = az,x,? — 4bz,, 
(12) 9H = — 4a°b2,x,’, 
(13) 243 Y — 64a*%d?2,%, 

(14) 38Q = — 256a'b'z,°, 
(15) 9P = 4a bu,? u,, 

(16) 27Q = 32a°b? u,3, 


(17) 27 F = 16a7b (27 bu, us? + au,*) u,', 
(18) T29TT == 1024.a7b' u,Su,. 


t Formen, deren Classe niedriger ist als die Ordnung. 
. (19) 27 J = 4a*b (—24bu,x,5 + au,x,3—2au,x,0,? — 2au,%,25")2,, 
‘ (20) 27K = 4a°b(24bu, 2,2 — au, 2,4") 2,°, 
(21) 81K’ — 32a5d*u, 2,4, 
(22) 243 EF = — 8a5b(144b? u,?2,4— a? u,?7,!— 12 abu, uy, 2, 2.% 
e +24abu,? x, 2,25") 25, 
‘ (23) 729° — — 32a°b? (12bu, 2,7 + au,x,”)u,2,', 
" (24) 7B” = 256 07d u,2a,%, 
m (25) 729M = — 32a°b? (12 bu, 2,?+ au, 2,7) 2,5, 
(26) 37M’ = 256 ab*u,2,’. 
Formen, deren Ordnung niedriger ist als die Classe. 
(27) 2438S = — 128a5d3u,‘2,, 
(28) 27K = — 16a°b?(u, a, +4u, 2, — 8925) u,%, 
(29) 81K’ = — 64a'b u,‘z,, 
(30) SLE = 32a3b?(—18b u, ty 2, —2 a tty ty ty? + att, Uy Ly2,) U,°, 
(31) 243.0" — 128053 (—u,2,+ ux, +2u, 2) u,!25, 
(32) 729H” = — 512a°b‘u,> 2,25, 
(33) 243M = 32a'b? (36d u, u, u, 2, — au 3x,+36bu, u,?2, 
—18bu,?u,2,)u,', 
Us (34) 729M’ = 128a°b'(18bu, wu, %,—au,?2,)u,°. 


Um die Gleichung einer beliebigen Curve dritter Ordnung mit 
Riickkehrpunkt in die obige canonische Form zu transformiren ist es 
nur nothig die Gleichungen fiir die Seiten des canonischen Coordinaten- 
dreiecks aufzustellen. Ich will diese Aufgabe etwas verallgemeinern, 
indem ich neben der Seite zugleich auch die gegeniiberliegende Ecke 
12* 
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des Coordinatendreiecks vermittelst Zwischenformen suche.*) Es sind 
also Ausdriicke anzugeben, die sich von den Producten wu; x; nur um 
einen Proportionalititsfactor unterscheiden. Mit Benutzung der lormen 


P, @, K und K’ findet man: 

Tux, = 2(44Q@u, —-KQ+ 24K P), 
(35) Tux, = — 36K P, 

Tu;2,— 2K Q—12K P+ Que, 


wobei 
(36) P= 9Q?. 

Noch auf einige andere Formen, die eine besonders einfache geo- 
metrische Bedeutung haben, méchte ich hinweisen. Dass der Riick- 
kehrpunkt dreifach ziihlend durch Q = 0 dargestellt wird und dass die 
Cayley’sche Curve P = 0 aus dem doppelt zihlenden Riickkehrpunkte 
und dem Schnittpunkte der Riickkehr- und Wendetangente besteht, ist 
schon lange bekannt und werde nur der Vollstindigkeit halber hier 
erwihnt. Ebenso ist es selbstverstindlich, dass nun TT = 0 den Wende- 
punkt und achtfach den Riickkehrpunkt, sowie dass 2 = 0 neunfach 
die Riickkehrtangente liefert. Neu dagegen diirfte sein, dass, wie aus 
unserer Tabelle und fiir g@ =O aus dem Satze zu Gleichung (22) der 
hier nachfolgenden Note hervorgeht, die Zwischenform ©” den Riick- 
kehrpunkt und dessen Tangente zweifach, B’ dieselben Stiicke dreifach 
sihlend reprisentirt, Die Verbindungslinie von Wende- und Riickkehr- 
punkt berechnet man am einfachsten aus K ==, einer Zwischenform 
erster Ordnung, vierter Classe, die ausser dieser Geraden noch den 
Riickkehrpunkt vierfach enthalt; die entsprechende Form erster Classe, 
vierter Ordnung K’ liefert linear den Riickkehrpunkt und vierfach dessen 
Tangente. Die Covariante Y stellt die sechste Potenz der Riickkehr- 
tangente dar. Noch weitere iihnliche Resultate lassen sich leicht unserer 
Tabelle entnehmen. 


Darmstadt, im September 1887. 


*) Vgl. den Anfang von § 1 der hier nachfolgenden Note ,,Ueber die Trans- 
formation der Gleichung der ebenen Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt auf 
die Normalform.“ 
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Ueber die Transformation der Gleichung der ebenen Curve 
dritter Ordnung mit Doppelpunkt auf die Normalform. 


Von 


Friepricu Dingetpey in Darmstadt. 


Die Transformation der Gleichung der allgemeinen Curve dritter 
Ordnung auf die bekannte Hesse’sche Normalform 
oD 


a(x,>+2,5+2,°) + 6la,x, 4, = 0 

ist schon mehrfach Gegenstand der Bearbeitung gewesen und durch- 
gefiihrt worden. Ausser den bahnbrechenden Arbeiten von Hesse*) 
und Aronhold*) sind in dieser Hinsicht noch diejenigen von 
Clebsch***) und Herrn Gundelfinger?y) zu erwihnen. Was die 
mit Singularititen behafteten Curven betrifft, so sind dieselben zwar 
auch schon mehrfach im Sinne der Theorie der terniren cubischen 
Formen behandelt worden}}), jedoch ist die Transformation dieser 
Curven auf ihre Normalform noch nicht durchgefiihrt. Der Durch- 
fiihrung dieser Transformation im Falle des Doppelpunktes soll vor- 
liegende Note gewidmet sein. In Betreff der Curve mit Riickkehrpunkt 
verweise ich auf meine hier vorangehende Arbeit: Die Concomitanten der 
terndren cubischen Formen, § 4. 


§ 1. 
Gleichungen fiir die Seiten und Ecken des Coordinatendreiecks. 


Die Normalform der Gleichung einer Curve dritter Ordnung mit 
Doppelpunkt, die hier zu Grunde gelegt werden soll, ist folgende: 
(1) f= a(z,°+2,°) + 61x, 2,2, = 0; 
der Doppelpunkt liegt alsdann im Schnittpunkte der beiden Seiten 
x, = 0 und x, = 0 des Coordinatendreiecks, welche zugleich die Doppel- 
punktstangenten darstellen; die dritte Seite , = 0 ist die Wendelinie. 


*) Crelle’s Journal Bd, 28, S. 68 u. 97; Bd. 36, 8. 143; Bd, 38, S, 241 a. 257, 
**) Crelle’s Journal Bd. 39, S, 140 und Bd, 55, S. 97. 
*#*) Math. Annalen, Bd. 2, 8. 384. 
+) Math, Annalen, Bd. 5, S, 442 und Bd. 8, S. 136. 
++) Aronhold in Crelle’s Journal Bd. 55, 8. 165, Gundelfinger in 
Math, Avnalen Bad. 4, S. 561 und Gordan in Math. Annalen Bd. 3, 8. 631, 
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Was die dualistischen Liniencoordinaten betrifft, so sind u, = 0 und 
u, = 0 die Schnittpunkte der Wendelinie mit den beiden Doppel- 
punktstangenten z, == 0, resp. x, =0, und wu, =O reprisentirt den 
Doppelpunkt. 

Wir kénnen unser Transformationsproblem im wesentlichen als 
gelést betrachten, wenn wir die Gleichungen der Seiten x, = 0, x, =0, 
%,=0 oder auch der gegeniiberliegenden Ecken u, =0, u, = 0, 
u, =O des Coordinatendreiecks einzeln aufgestellt haben. Am be- 
quemsten diirfte es sein zu diesem Zwecke von einer Methode Gebrauch 
zu machen, die Herr Gundelfinger empfiehlt*) und die darin 
besteht, jede Seite und die ihr gegeniiberliegende Ecke des Coordinaten- 
dreiecks gleichzeitig vermittelst Zwischenformen zu suchen. 

Zunichst will ich hierzu unter Benutzung der Cayley’schen Be- 
zeichnungsweise**) die Werthe derjenigen Concomitanten zusammen- 
stellen, welche im Folgenden zur Anwendung kommen. Dieselben sind einer 
Arbeit von HerrnCayley***) entnommen, in welcher die Concomitanten 
der Hesse’schen Normalform az,’ + bx,5 +- cx,5 + 61a, x,x, berechnet 
werden; wir haben fiir unseren Fall daselbst nur ) =a und c= 0 
zu setzen. Da die Concomitanten der transformirten Form sich von 
denen der urspriinglichen Form nur um einen Factor unterscheiden, 
der eine gewisse Potenz der Transformationsdeterminante ist, so fiige 
ica gleich jene Potenz, deren Exponent bekanntlich mit dem Gewicht 
der betreffenden Form iibereinstimmt, als Factor hinzu; die Determinante 
selbst werde mit r bezeichnet. 

Man hat alsdann: 


(2) rtS = ls, 

(3) rT = — 815, 

(4) rPH=—al(a,+2,5) — 282, 2,25, 

(5) rtP=l(—a’u,?+4Pu,u,)us, 

(6) r°§Q = — 2B (5a*u,?+122 u, wu) uy, 

(7) £°O = — (Pu,?+2alu,u,)x,? — (Pu.?+2 alu, u,) x7 -- Pus*a," 
+ 2? uu, 27,2, + 2P uu, 7,2, + (a? uy?+22 u, uy) %; 2, 

(8) #0’ == 22 { (l2u,2— Qala, ty) a4? + (Pu,2 —2al tty uy) 292+ LU? eeg2ar4? 

— 2P uty Us 9X3 — 2 Pusu, esx, + (Ba7u,?—2Puju,) 2,2}, 
*) Math. Annalen Bd. 4, S. 561 und Bd. 5, S, 443. 

**) Ueber die Beziehungen der Cayley’schen Bezeichnungsweise zu sonst 
noch iiblichen Bezeichnungen vergleiche man den hier vorangehenden Aufsatz 
» Die Concomitanten der terndren cubischen Formen, insbesondere der Form 
Hy X_* — 425° + gox,2 xq + g,u,?“, S. 160 u. 161. 

*#*) On the 34 Concomitants of the Ternary Cubic.“ American Journal of 
Mathematics, Bd. IV, 1881. 
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(9) 780" = 41" {(—Pu?+6alu,u,)e? + (—Pu,? + 6alu,u,)2," 
— Puy? a4? +202 thy ty X32 0? Ut, 25 2, 
+ (9a?us? + 2Pu, uy) x, #\, 
(10) °K = — 8al5{(Glu,?+2au,u,) 7, + (6 le,?+2ari,us) x, 
— Atty? Xs} Us”, 
(11) 2K’ = 8al> {(2lu,2—2augu,) x, + (2lu,2?—2au, us) 2, 
+ aus? x} us’, 
(12) PJ = 640718 (u,2,—u, 2,) U3, 
(13) r®W = 64a7/'(x,°+ x,5—102,32,°), 
(14) r?R = r'?(6453—T?) = 0, 
(15) r6C = r°(24SH—Tf) = 32al*(a,3-+-2,°), 
(16) r’° Y= r!37P—48Q) = 6407 T u,', 
(17) r?@Zxer?(TQ—488°P) = 128 a7) u,°. 


Ich werde meine Aufgabe auf zwei verschiedene Arten lésen. 
Kinmal werde ich eine cubische Gleichung suchen, deren Wurzelu die 
Producte u,2;(i=1, 2,3) aus den Seiten und den gegeniiberliegenden 
Ecken des Coordinatendreiecks sind; das andere Mal werde ich Aus- 
driicke suchen, die jenen Producten «2; proportional sind. Der hier- 
bei auftretende Proportioualitiitsfactor ist selbst eine Contravariante, 
denn die Form f besitzt keine Zwischenform, die in den «# und 2; 
zugleich linear ist; es kénnen also die Producte u; 2; selbst nicht 
rational und ganz durch Zwischenformén dargestellt werden. 

Um jene eubische Gleichung zu bilden, miissen wir nur die in 
ihr auftretenden Coefficienten, also die betreffenden symmetrischen 
Functionen ihrer Wurzeln suchen. Mit Benutzung von (2), (3), (7) 
und (8) ergiebt sich 

r(T0+480') 
= 1618 (u,2 2,2? + 4,7 2? Wy? 14? — 2 Uy Uy Wy Hy — 2 Ug Uy Ly Ly — ZU; Uy X, Xo) 
+ 16a? lua, 2», 
also 
(18) 6405 (6, ty aq Wz + Uy Uy Hy LE Uy Uy HX, Z) = 1B u,? + 16a* bus? a, x, 
— (T0+480’); 
was hier die Bestimmung von a*/°u,*a,2, angeht, so findet man: 
(19) 1024.a?l'? u,?a, 2, = r'4(16S70" —8S7T0'+T?6), 
eine Gleichung, deren Grad in den Coefficienten der Grundform sich 
wegen (14) noch wesentlich reduciren liisst. Fiihren wir niimlich an 
Stelle von S und 7 durch die Substitution 
(20) 4S=— 9°, T= 9 
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eine einzige Grosse g ein, so folgt zuniichst aus (2) und (3) 

(21) ro=— 2P, 

wobei ga=2/S =—/j/T und bei YS das Vorzeichen so zu wihlen ist, 
dass 2/S—j/7T. Mit Beriicksichtigang von (21) geht dann (19) 
iiber in 


(22) 64a? l'u,?x, 2, = r°(0" —200'+ 078), 
ein Ausdruck, der noch dadurch bemerkenswerth sein diirfte, dass er 
uns das Quadrat des Doppelpunktes und das Product der beiden Doppel- 
punktstangenten liefert. Dabei ist 0” — 290’ + 0?0 nichts anderes als 
die fiir 6H — of gebildete Form ©, ebenso wie der mit (22) fiquivalente 
Ausdruck in (19) die Form 0, gebildet fiir 24SH — 7, darstellt. 
Bei Curven dritter Ordnung, die in einen Kegelschnitt und eine Gerade 
zerfallen, verschwindet diese Form Oxsy—z;, wie Herr Gundel- 
finger*) zeigte, und ihr Verschwinden sagt aus, dass dort 24S H —T7f 
ein vollstiindiger Cubus, und zwar der Cubus jener Geraden ist. Durch 
Substitution von (22) in (18) und mit Benutzung von (20) und (21) 
ergiebt sich schliesslich: 
(23) 32 0° (Uy Uy LyX Uy Uy Ly Hy Uy Uy Wy Ly) 

= 8o*u,? — (0”-+600'+ 9e"0). 
Das Product w, u, Us; 2, 2,2, erhilt man leicht mit Hilfe der Formen 
f, H, 8, T, P und Q. Das Product der drei Seiten des Coordinaten- 
dreiecks, also der beiden Doppelpunktstangenten und der Wendelinie, 
wird niimlich geliefert durch 
(24) — 641 a, 2,2, = r°(Tf+8SH) 
oder 

— 16P2,2,2, =r (of+2H), 

das Product der Ecken durch 
(25) — 2562 u,u,u, = r'°(5TP+48) 
oder 

— 64 u,u,u, = r°(50P+ Q). 
Wir erhalten somit: 
(26) 64 . 168 uu, U5 2, 2,27, = (of +2H) (50 P+Q) 
oder 

G49! u, U, U2, L,%, = (Of-+2H) (5eP+Q), 

so dass wegen (23), (26) und u,2%, + U,% + Us %, = Uz die ux; die 
Wurzeln der folgenden in X cubischen Gleichung sind: 
(27) 6401X*—640'u,X?+20 {89° u.?—(0" +600’ +9%9?0)} X 
—(ef+2H) (5eP+ Q) =0. 


*) Math. Annalen Bd, 4, S. 566. 
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Welche Wurzel fiir die Wendelinie, welche fiir die Doppelpunkts- 
tangenten zu verwerthen ist, kann im gegebenen Falle durch (22) 
oder auch durch den Umstand leicht entschieden werden, dass der 
Doppelpunkt bekanntlich dreifach zihlend durch (16) oder (17) gefun- 
den werden kann, Ausdriicke, die offenbar mit 

(28) r§(3oP—Q) = 16a? Bu, 

iiquivalent sind. 

Uebrigens konnte die Gleichung (27) auch abgeleitet werden aus 
der von Herrn Gundelfinger*) aufgestellten cubischen Gleichung fiir 
die drei Geraden, aus denen eine entartete Curve dritter Ordnung 
besteht, und deren Schnittpunkte. Wir hiitten alsdann nur die dort 
auftretenden Concomitanten zu ersetzen durch die entsprechenden fiir 
die zerfallende Form 7'f + 8SH gebildeten Concomitanten. 

Auf dem zweiten oben angegebenen Wege findet man unter Be- 
nutzung der Formen S, 7, P,Q, K, K',J und Y fiir die Producte 
der Unbekaunten u;2; und einer und derselben Grosse [ die Werthe: 


Tua, =(9K —6K’ —6e?Puz+20 Qu) —o — 6d p2, 
(29) (fue, =(9K ~6K' —6e? Pu,t+2eQu)/—e+6d 2, 
Pu,v,=2(6K —eK +4e Qu, —120?Pu,)/—e, 


wobei der Proportionalitiitsfactor [ den Werth besitzt 


(30) r = 12e(Q —3eP)V— e 
und nach (28) mit dem Cubus des Doppelpunktes iiquivalent ist. 
§ 2. 


Beilaufige Bemerkungen. 


Es mége nun noch eine quadratische Gleichung aufgestellt werden, 
deren Wurzeln die mit einer Constanten multiplicirten Cuben ax,* und 
ax,> der Doppelpunktstangenten sind. Aus den beiden Formeln (13) 
und (15) folgt unter Beriicksichtigung von (21): 

(31) 4o(az,?+a2,") = ef —6H 
und 
192 9° a? x,5x,5 = 2¥ + e(ef—6H)’, 
woraus fiir az,* und aa,* die in X quadratische Gleichung hervorgeht: 
(32) 1920°X?-+ 480? (6H—of)X + e(ef—6H)? + 2¥ =—0. 

Was die Wendepunkte unserer Curve betrifft, so werden diese im 

allgemeinen Falle bekanntlich durch die Contravariante 9'" Classe **) 


*) Ibid, S, 568. 
**) Vol. Cayley a, a. O. 8S. 5, Gleichung 18 oder Clebsch ,, Vorlesungen 
iiber Geometrie“, hrsgg. von Lindemann, 8, 578. 
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__ 15, ah 2g ar 
(33) we Tt OU, Ota OUs 





geliefert, welche nun in den sechsfach zihlenden Doppelpunkt wu, = 0 
und die drei noch vorhandenen Wendepunkte zerfillt; es ist 
(34) rT = — 51205 u,°(u,>—u,°). 
Man kann natiirlich die Wendepunkte auch bestimmen als die Schnitt- 
punkte der drei durch C=O (GI. (15)) definirten Geraden mit der 
Wendelinie x, = 0. 

Die Covariante 9'" Ordnung 
‘ 1 of eH av 
(30) Lm i Dit tm Gay tm" 
welche allgemein das Product der den neun Wendepunkten zugehdrigen 
,,harmonischen Geraden“ darstellt, zerfallt in den Cubus des Productes 
der beiden Doppelpunktstangenten und die drei noch iibrigen harmonischen 
Geraden; es ist 


(36) YQ = — 512a°P x3 x,3(x,3—z,°). 
Die Contravariante 6'e' Classe 
(37) ® = — 12RF — 238STP? + HS? PY — sTY 


stellt die sechste Potenz des Doppelpunktes dar, indem sie wegen R=0 
zuniichst in —87'(Q—3¢e P)? zerfillt, wo alsdann @ — 30 P nach (28) 
den Cubus des Doppelpunktes darstellt. 


Darmstadt, den 2, September 1887, 
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Ueber die Verwerthung der #-Functionen fir die Curven dritter 
Ordnung nebst einer Anwendung auf die zu einer Curve 
dritter Ordnung apolaren Curven. 


Von 


Orro SCHLESINGER in Basel. 


Einleitung. 


Seit den grundlegenden Arbeiten von Clebsch sind die Parameter- 
darstellungen der Curven vom Geschlechte Null und vom Geschlechte 1 
hiiufig zum Ausgangspunkt fiir die Betrachtung der betreffenden geo- 
metrischen Gebilde gemacht worden. Es ist jedoch bemerkenswerth, 
dass trotz dieses gemeinsamen Ausgangspunktes die Darstellung im 
Falle der elliptischen Curven auch methodisch eine wesentlich andere 
geblieben ist, als bei den rationalen. Indem man bei den Letzteren 
die homogenen Coordinaten eines Curvenpunktes drei ganzen rationalen 
Functionen proportional setzen durfte, ergab sich sofort, dass jede 
Punktgruppe durch eine ganze rationale Function vertreten wurde, 
die man nun ganz ebenso in die Rechnung einfiihren konnte, wie es 
bei Behandlung der Geometrie auf der geraden Linie geschieht.*) 
Bei den elliptischen Curven findet man an Stelle eines solchen directen 
Verfahrens in der Regel mannigfaltige Anwendungen des Abel’schen 
Satzes und der Transformationstheorie der elliptischen Functionen.**) 
Jedoch schon bei sehr einfachen Aufgaben iiber lineare Systeme von 
Punktgruppen, die bestimmten Bedingungen geniigen sollen , sieht man 
sich gezwungen, die Behandlungsweise der unicursalen Curven nach- 
zabilden, und es treteu alsdann manche Gesichtspunkte hervor, welche, 
wie ich glaube, auch abgesehen von dem speciellen Problem, dem sic 


*) Man vergleiche z. B. die Anwendung der Invariantentheorie bei Rosenow, 
Die Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkt, Breslau 1873, ferner: Clebsch- 
Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie Bd. II, p. 883. Haase, Math. Annalen 
band II, 
**) Man vergl. z. B. Harnack, Math. Ann, Bd, IX u. XII. 
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dienen, fiir die Behandlung der Geometrie auf Curven vom Geschlechte 
eins von Wichtigkeit sind. 

Die nachfolgenden Bliitter beschriinken sich zuniichst auf die all- 
gemeine Curve dritter Ordnung. Wenn man die homogenen Coordi- 
naten einer solchen Curve in bekannter Weise gewissen Thetaproducten 
proportional setzt, so werden auch irgendwelche Punktgruppen derselben 
durch Thetaproducte repriisentirt. Man hat jedoch hier, wie sich zeigen 
wird, bei naturgemiissem Gange unendlich viele verschiedene Classen 
solcher Producte zu unterscheiden, die sich durch einfache Functional- 
gleichungen definiren lassen. Indem man diese Thatsache eingehend 
verfolgt (§ 1), gelangt man dazu, einen Satz tiber lineare Aggregate 
von #-Producten zu beweisen, der fiir die weitere Anwendung von 
Wichtigkeit ist. Nachdem alsdann (§ 2) die Vertheilung jener @- 
Producte auf der Curve dritter Ordnung studirt ist, gehe ich in § 3 
dazu tiber, den am Ende des ersten Paragraphen abgeleiteten Satz auf 
ein specielles geometrisches Problem anzuwenden. 

Es handelt sich nimlich darum, auf der gegebenen C* alle Gruppen 
von je p Punkten zu bestimmen, welche Polar-p-Ecke einer oder mehrerer 
zu der C* apolaren Classencurven in dem Sinne vorstellen, welchen 
ich in meiner kiirzlich erschienenen Abhandlung in diesen Annalen 
niher definirt habe. Ein specieller Fall dieser Aufgabe ist in der 
erwihnten Arbeit in ganz anderer, mehr geometrischer Weise erledigt 
worden; hier gelingt es, dieselbe in voller Allgemeinheit zu behandeln 
und so die geometrische Beziehung aufzudecken, welche dem bisher 
nur algebraisch definirten Begriff der Apolaritiit (in diesem Falle) ent- 
spricht. Um Wiederholungen zu vermeiden, setze ich die l. c. gegebene 
Definition der Polar-p-Ecke voraus und verweise deshalb auf den § 1 
der Abhandlung, wihrend ich ausdriicklich bemerke, dass die iibrigen 
Theile derselben hier nicht in Frage kommen. 

Da die erlangten Resultate auch fiir Curven vom Geschlechte 0 
giiltig bleiben, so gebe ich am Schluss eine kurze Andeutung, wie man 
dieselben auf diese Curven iibertragen kann. 

Es ist von vornherein klar, dass die angewandte Methode auch 
fiir elliptische Curven hdherer Ordnung in der Ebene und im Raume 
in ganz analoger Weise Anwendung finden kann, und ich behalte mir 
vor, die Resultate, die ich dariiber besitze resp. noch zu erlangen 
hoffe, in einiger Zeit zu verdifentlichen. 
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Thetafunctionen und Curven dritter Ordnung. 


et. 
Ueber lineare Aggregate von Thetaproducten. 


In theilweiser Uebereinstimmung mit der iiblichen Nomenclatur*) 
verstehe ich unter einer $-Function n'* Ordnung mit dem Index @ 
oder kurz unter einer #,"-Function jede eindeutige fiir alle endlichen 
Werthe von u endliche Function von wu, die den Gleichungen geniigt: 


Fe" (uw ) = (— 1)" Fo" (u), 

(1) — 28 oupa') 244 ¢ 
O"(u+a’)=(—1)"e ° e°  &"(u)*). 

Dabei sind @, @’ beliebige Gréssen, die nur der Bedingung geniigen, 


dass der imaginiire Theil von ~ einen von Null verschiedenen positiven 
Werth hat. 
Verstehen wir, nach Jacobi, unter #,(u) die Reihe: 


n= +o atte . 88 ok 8h, 
i= > > (—i}*e" [@+g) ote +3) 4] 


welche bekanntlich den Gleichungen 


d,(up+o)= -— 4, (u), 
— = (eu po') 

9, (u+o') = —e 3, (u) 
geniigt, und wiihlen wir » Groéssen B,...6,, deren Summe gleich @ 
ist, so stellt, wie man leicht sieht: 
(2) Y(u) = 9, (u—B,) ,(u—B,).. . 9, (w—B,) 
eine #" vor und man erkennt so, dass iiberhaupt Functionen der ge- 
forderten Art in unendlicher Anzahl existiren. 


Aus unseren Definitionsgleichungen und den bekannten Siitzen 
tiber doppelt-periodische Functionen resultiren mit Leichtigkeit die Siitze: 


*) Cfr. Weber, acta mathematica Bd. 6, p. 330. Schottky, Abriss einer 
Theorie der Abel’schen Functionen dreier Variabeln. p. 6. 

**) Die so definirte Function ist ein specieller Fall der allgemeinen O-Func- 
tion ne" Ordnung, die (fiir eine beliebige Anzahl von Variablen) Herr Schottky 
(Il. c. p. 1—6) nack Angaben von Herrn Weierstrass aufgestellt hat. Sie geht aus 
der Letzteren hervor, indem man die dort auftretenden Constanten 2, , 204)’, 


Quit 


211, 29 durch resp. @, w’, 0, — — ersetzt, und besitzt alsdann die Charakte- 


ristiken « = —+ v=. Wenn ich trotzdem fiir den vorliegenden Zweck 


eine neue Bezeichnung einfiihre, so geschieht es, um den sprachlichen Ausdruck 
miglichst einfach zu gestalten. 
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1. Der Quotient zweier 4" ist eine doppelt-periodische Function mit 
den Perioden a, a’. 
2. Eine 3." hat in jedem Periodenparallelogramm n Nullpunkte. 
3. Eine #0" ist eindeutig bis auf einen constanten Jactor bestimmt, 
sobald (n—1) Nullpunkte a, ... @n-1 derselben im ersten (d. h. dem 
von den Ecken 0, @, w' gebildeten) Periodenparallelogramm gegeben sind. 
Setzen wir niimlich in dem Ausdruck fiir ~(w) an Stelle von 
n—1 
B, ..+ Bas resp. @,... G1, an Stelle von B, aber @ —>'a,, So er- 
1 
halten wir einc ,"-Function der gewiinschten Art, niimlich: 


®, (w—a,) ,(u—a,)... B, (u— ay_1) F, (wet 5 «) : 


Giibe es noch eine zweite #", die a, ...@,-; zu Nullpunkten hiitte, 
so wire 
3," (u) 





n—1_ 
D,(w—a))... By (W— ae, _) Fy («— e+) 
1 


eine doppeltperiodische Function, die héchstens eine Unendlichkeits- 
stelle besitzen kénnte, und als solche gleich einer Constanten. Mithin 
schliesst die Formel 


(3) Be" (u) = CB, (wu—a,).. . , (w—a@,_1) 9, («— e+ > «) 


alle méglichen #." der gewiinschten Art ein. 


Ist a, der Punkt im ersten Parallelogramm, der dem Punkt 
n—1 


o— > «; homolog ist, so giebt es zwei bestimmte ganze Zahlen KK’ 
1 


derart, dass 


n—l1 
(4) a, = 0 — Sq + K'o— Ka’. 
1 
Es ist alsdann: 
«a [2 Kay —K?w'} SioKe 
a, (u—e+ >'a) =(— 1)*+%'e “® ae 


Setzen wir dies in die obige Formel fiir 5," (w) ein und Jassen den von 
u unabhiingigen Factor in die Constante eingehen, so ergiebt sich: 


-u P 
K—ani 


(5) B"(u) =e. O,(w—a,). . . B, (U— ay_1) B, (U— xy) e 


Diese Formel liefert einen endgiiltigen Ausdruck fiir die #,"-Function, 
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welche die Nullpunkte @, ...@,-; im ersten Parallelogramm besitzt. 
Dabei sind @, und K aus der Gleichung (4) eindeutig bestimmt. 
Nebenbei folgt der Satz: 
4. Sind a, ...@, die Nullpunkte einer @,", so ist 


(6) ax =e (mod. @, a’). 
1 

Nach dem Gesagten gehért zu jeder Zahl g und (n—1) Punkten 
@,.+.@—, des ersten Parallelogramms eine #,", die durch (4) (5) be- 
stimmt ist. Vermehrt man @ um Periodenvielfache, so iindert sich «, 
gar nicht, woh] aber die ganze Zahl K. Wir sehen also, dass ent- 
sprechende #,"-Functionen mit congruenten Indexwerthen sich nur um 
eine als Factor auftretende Exponentialfunction unterscheiden. Da es 
uns wesentlich auf die Nullpunkte und das eigentliche 4-Product an- 
kommt, so wollen wir uns weiterhin auf Werthe g beschrinken, die 
dem ersten Parallelogramm angehéren. Alsdann giebt es, wenn 
a,...@, beliebige Punkte des ersten Parallelogramms sind, nur eine 
%,"-Function iiberhaupt, die @,...a, zu Nullpunkten hat. Die Grosse 
x, als dem ersten Parallelogramm angehérig, und die ganzen Zahlen 
AW lassen sich nimlich auf eine und nur eine Art so bestimmen, dass 


Saas—Ne —A@ 
i=1 


wird, entsprechend der Gleichung (4). Ist diese Bestimmung aus- 
gefiihrt, so ist 


Ani 


2 
B2' (u) = F,(u—a,)... 9 (u—an)e ° 
die gesuchte Function. Wir kénnen also sagen: 

5. Es giebt wnendlich viele Classen von @"-Functionen, welche 
einzeln den unendlich vielen Punkten des ersten Parallelogramms ent- 
sprechen. Zu irgend n Werthen a,...@, gehirt cine und nur eine 
#"-Function, die sie zu Nullpunkten hat und der Index ihrer Classe 
ist zu der Summe der gegebenen Werthe congruent. 

Aus dem Anblick der Gleichungen (1) folgt sofort: 

6. Ein lineares Aggregat von 8"-Functionen mit dem Index @ ist 
wieder eine Function dersclben Art. 

Ks wird nun auch solche lineare Aggregate von 4,"-Functionen 
geben, die identisch verschwinden; daher ist der folgende Satz von 
Wichtigkeit : 

7. Zwischen n verschiedenen 4," besteht im Aligemeinen keine lineare 
Identitiit ; 
denn man kann leicht » solcher Functionen angeben, die nicht 
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linear dependent sind. Es seien z. B. a,...a, irgend » Punkte im 


ersten Parallelogramm, deren Summe s = >'a, nicht =@ (mod. @, a’) 
i 


ist, so gehért zu (n—1) dieser Punkte 
Gy, . + + Aj-1 Aj41... Ay 
nach Satz 4 eine eindeutig bestimmte #9", welche sie zu Nullpunkten 


hat und die wir mit #” bezeichnen wollen. Es ist alsdann nach 
- 4e@ 
Gleichung (3) 
(7) 5", (u) oss C;4, (u—«,) eee a, (u— a@;_1) a, (wu _ e+s— «;) 
>< B, (u—aj41) .. . B, (W— aa) 
(Saal... 0). 


Man weist nun, was hier der Kiirze halber iibergangen werden 
soll, leicht nach, dass zwischen diesen » Functionen niemals eine 
lineare Identitat stattfinden kann. 

Dagegen besteht zwischen (n-+-1) @,"-Functionen stets mindestens 
eine lineare Identitiit; denn es gilt der Satz: 

8. Haben wir n ,"-Functionen, die linear independent sind, so 
liisst sich jede %" auf eine und nur eine Art aus ihnen linear zusam- 
mensetzen. *) 

Soll ein aus #,"-Functionen linear gebildeter Ausdruck identisch 


verschwinden, so muss er natiirlich fiir irgend m Punkte a, ...a,, fiir 
n 


fiir welche >? «; nicht = ist, zu Null werden. Diese Bedingung 


1 
ist aber auch hinreichend, d. h, es gilt der Satz: 
9. Wenn ein Ausdruck, der die Functionalbedingungen fiir Bo" 


befriedigt, fiir n Punkte a, ... &, verschwindet, fiir welche >” a; nicht 
i 
= @ ist, so ist er identisch Null. 
Denn andernfalls miisste er, da ihm die Nullpunkte a, ... @—1 
zukommen, sich darstellen lassen in der Form: 
2K mi 
CO, (w— a)... B, (W— Gar) 0, (u—a)e ° 


n—1l 


wo nach Satz 4. Zz a; +- «=o, mithin « und e, nicht homologe Punkte 
1 


wiiren; der Ausdruck kiénnte also fiir «=a, nicht verschwinden, was 
der Voraussetzung widerspricht. 


*) Cfr. Schottky. 1. c. p.6, Klein, Math. Annalen Bd XVII, 8. 134. In der 
letzteren Abhandlung treten an Stelle unserer @-Producte entsprechende o-Pro- 
ducte auf, 
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Die Gleichungen (1) lehren noch: 


10. Das Product einer 3? und einer 7 ist eine aot. 


Die simmtlichen #,"-Functionen, die sich aus p gegebenen inde- 
pendenten linear zusammensetzen lassen, bezeichne ich in Ueberein- 
stimmung mit dem fiir ganze rationale Functionen gebriiuchlichen 
Ausdruck*) als zu derselben p-gliedrigen Gruppe (G,) gehdrig. 

Alle #," bilden z. B. nach Satz 7 und 8 eine n-gliedrige Gruppe, 
und wenn 


(8) H,(u) H,(w)... Ha (ew) 


irgend » independente Elemente derselben sind, so kann man jedes 
andere in die Form > 1, H;(w) setzen und so auf die Functionen (8) 
i=1 

als Grundformen beziehen. Dadurch werden jeder #." n bestimmte Zahlen 
zugeordnet, die iibrigens nur ihrem Verhiiltniss nach in Betracht 
kommen, und die wir als Coefficienten derselben in Bezug auf dic 
Grundformen bezeichnen kénnen. Umgekehrt lassen sich irgend » 
Zahlen, die nicht alle 0 sind, als Coefficienten einer und nur einer 
#," ansehen. 

Wenn man die Coefficienten J, ...1, den g independenten linearen 
Gleichungen 
(9) Dh ayy = O (h=1...9) 


i=. 


unterwirft, so giebt es fiir 7,...1, eine (n—g)-gliedrige Gruppe von 
Lisungen, und es giebt mithin auch eine (n—g)-gliedrige Gruppe vou 
%o", deren Coefficienten g gegebenen Gleichungen Geniige leisten. 

Umgekehrt liege eine (n—g)-gliedrige Gruppe von #" vor, ver- 
treten durch: 


i=n i=n 


(10) hit Sut > basi Hi 


‘=! ‘=1 é‘=1 


so lassen sich bekanntlich g independente Gleichungen der Form (‘)) 
finden, welche einzeln durch J; = l;,1; =ly:,...1; = Uy—g,¢ und in 
Folge dessen iiberhaupt durch die Coefficienten jedes Elementes der 
Gruppe (10) annulirt werden. Es ist also dasselbe, ob ich sage: Hine 
%" gehirt einer gewissen (n—g)-gliedrigen Gruppe an, oder: ihre 
Coefficienten geniigen gewissen g linearen Gleichungen. 

Wenn nun eine (p-+-q—g)-gliedrige Gruppe G von #2**-Func- 
tionen vorliegt, so kann es vorkommen, dass eine @,’ existirt, die mit 


*) Cfr. Rosanes, Crelles Journal Bd. 76, p, 314. 
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irgend einer 952 multiplicirt, stets je ein Element unserer Gruppe G 
liefert. Alle diese 4,”-Functionen zu bestimmen, ist eine fiir geome- 
trische Fragen wichtige Aufgabe. Um sie iibersichtlich zu lésen, kommt 
Alles darauf an, fiir die 3 Functionsclassen, die hier auftreten, nim- 
lich fiir die #,’, die #1. und die gets moglichst zweckmiissige Grund- 
formen im obigen Sinne einzufiihren. 

Es seien zu diesem Zweck: 


(11) By Bye. Mpy Spits... Mptg 

(p-+q) beliebige Gréssen, die nur so gewiihlt sind, dass 
i=pt+y 

(12) a, nicht =o (mod. @, a’). 


i=1 


Wir setzen ferner: 


Qa =S, 
3 | 
(12a) 
i=p+q 
Q= t, 
i=p+1 
so dass 
i=p+q 
a;=S + t 


und bilden die Functionen: 


(fH; = @, (uw — @,) 


Zi. =, (u— ap41)... 
(13) 4 a 1 (&— p41) 


. +B, (u— a1) 3, (uU— o-+s—a;) O, (u— 41) 
-. B, (U— ap) i=1...p, 


B, (uw — a_1) O, (u—6-+-0-++-t— a2) 8, (u — 241) 


ee a, (uw _ Op4o) 


A=p+1,p+2,....p+4, 


Pu =F, (U— @) 2. (U—eey1) O (U—6-+8-++-t— a.) By (U — Oy 4.1) 
-++F, (U— G49) e=1...(p+q). 


Jedes dieser Systeme ist offenbar ganz analog zusammengesetzt, wie 
die Functionen (7), von denen wir nachgewiesen haben, dass sie unter 
einer dort gemachten Festsetzung independent sind. Indem man dies 
auf den vorliegenden Fall tibertragt, ersieht man, dass nach der unter 
(12) gemachten Voraussetzung @,... 4,4, miemals abhingig sind, 
wiihrend jedenfalls H, ...H, so lange linear independent bleiben, als 
@ nicht =s, Zp41...2Z),4, so lange als 6 — @ nicht =¢ ist. Dies 
muss, trotzdem s und ¢ ganz beliebige Gréssen sind, wohl festgehalten 
werden, weil spiiterhin g in unserer Untersuchung als Variable auf- 
treten wird. Zuniichst jedoch denken wir uns @ fest gegeben und 
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nehmen s und ¢ so gewihlt an, dass die beiden obigen Bedingungen 
erfiillt sind. Alsdann ist 

jede 9” aus H, «..4Hp, 

jede Foo aus Zp+1 eee Lote 

jede O2** aus 8, ... Prag 
zusammensetzbar. 

Das Product 
H;(#) Za(e) 

ist nach Satz 10 stets eine 02+” und es miissen sich daher Grdssen 
we... nino so finden lassen, dass: 


u=p+9 
(14) H;(u) Za () =Dina, (u)e 

“ust 
Die Gréssen ni? sind leicht zu bestimmen. Setzt man niimlich in (14) 
u == a, so ergiebt sich 


H;(@,) Zi(@u) = nit Bu (a) 


da @,(@,) nur fiir i= w einen von Null verschiedenen Werth hat. Es 
ist also: 

. ‘ H;(@,,) 2, (@,) 

15 nit — ie Sa! a ie 
(19) F (4) 
Ist w < p, so ist H;(a@,) = 0 ausser wenn w gleich i ist; ist uw > p, s 
ist Z,(@,) = ausser fir w=—A, Es tied hieraus, dass von ie 


Gréssen: 
ia a 
nit, nit, -- + ni 


P+q 
nur zwei, niimlich mi4 und ni4 von Null verschieden sind und zwar ist: 
thn, 
i ®;(@;) ? 
(16) 
atti. H;(@) Z,( (2) 
4 #(@,) ? 


nii—=O fiir wot, wa. 


Indem wir auf die Gleichungen (13) zuriickgehen, und aus denselben 
die Werthe fiir H,, Z,, , einsetzen, ergeben sich nach einfachen Um- 
formungen die folgenden Werthe: 


ft ae ee 





17 , (8 ++ t—o) 9, («, — ay) ? 

( 

(17) a *le—(@—) %[e—(6+e,—«)] | 
7 a 01 (8 +t — 6) % (a; — a) 


Wir kénnen nun an die oben gestellte Aufgabe herantreten. Es 
sei eine (p-+q—g)-gliedrige Gruppe @ von 02*-Functionen gegeben. 
13* 
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Die Elemente derselben kénnen, nach dem Obenbemerkten, aus der 
Gesammtheit der #3*?, d. h. aus der Gesammtheit der Functionen der 


u=p+4q 
Form > N.u®,(u) dadurch ausgeschieden werden, dass man die Coef- 
a= , 
ficienten N,...Np+4q gewissen g Gleichungen: 
MSpt+a 
Nu ap. = 0, 
ul 
fo 
(18) Ny don = 9, 
a=l : 
w=pta 
SN, Ag. = 0 
pol 


unterwirft. Soll nun 7 1;H;(u) eine a?” sein, wie wir sie suchen, die 
=! 

nimlich die Eigenschaft hat, mit jeder 91. zusammen eine #37! 

unserer Gruppe G zu liefern, so ist nothwendig und hinreichend, dass 

jede der Functionen 


(19) (4 Hi(u)) Za(u) Q=p+l,...p+9) 
eine 92+ vorstellt, deren Coefficienten N;,'... ie den Gleichungen 
(18) Geniige leisten. Die Coefficienten von (19) sind aber leicht her- 
zustellen; denn nach (14) ist 


(> Hi Zi(w) = Dns Ou) 


=1 6 ei a= 
=p u=p+q 


Ny,’ = Sine. 


=! 
Es ist also nothwendig und hinreichend, dass die Gleichungen be- 
stehen: 


¢ S)) ia oe “iy Gigli 
(20) Dini Gy = 0 eae ) 


also 


1 el 


=p u=p+9 


Dies sind g>< q lineare homogene Gleichungen in den p Unbekannten 
l,...l,, fiir welche also, wenn p > gq ist, eine mindestens (p— qq)- 
gliedrige Gruppe von Liésungen existirt. 

Wir haben in Folge dessen den Satz: 

11, Liegt eine (p+ q—g)-gliedrige Gruppe von 92**.Functionen 
vor, so giebt es fiir p—gq>O0 mindestens eine (p — qg)-gliedrige 








a mm FO 


an 


—e re 


———-_ in 














Thetafunctionen und Curven dritter Ordnung. 193 


Gruppe von &,’-Functionen, die durch jede Bo» 2u Elementen der vor- 
liegenden Gruppe ergdnet werden. 

Wenn p — qg = 0 ist, so wird es, so lange wir @ als fest ge- 
geben betrachten, im Allgemeinen keine #? geben, welche unseren 
Forderungen gentigt, da alsdann die Determinante der Gleichungen 
(20) verschwinden miisste. Wenn wir jedoch die Grésse @ variabel 
denken, so wird man, da sie in den Elementen der erwiihnten Deter- 
minante auftritt, gewisse Werthe von @g finden kénnen, fiir die eine 
a? der geforderten Art existirt. 

Wir wollen indessen die Untersuchung, die sich daran kniipft, 
gleich etwas allgemeiner fassen, und uns fiir den Fall, dass p—qg>0 
ist, die Aufgabe stellen, die Werthe g@ zu bestimmen, fiir welche eine 
J? der gewiinschten Art vorhanden ist, die iiberdies (p—qg) gegebene 
Werthe 6, B,...Bp—gg zu Nullwerthen hat. Es ist klar, dass wenn 
p —ag=0 ist, diese Aufgabe auf den soeben erwihnten Fall zuriickfiihrt. 

Soll > U,Hi(w) eine @? sein, die mit jeder Function Z,(u) multi- 

=l1 
plicirt eine Function giebt, die unseren Bedingungen entspricht, so ist 
nothwendig und hinreichend, dass die Gl. (20) und die Gleichungen: 


D> tiHi(6,) = 0, 


= 


i=p 
(21) 
~~) 
> liHi(By—as) a= VU 
i=l 
i=p 


gleichzeitig erfiillt sind, Damit aber diese p Gleichungen in den p 
homogenen Gréssen J, . . . l, nebeneinander bestehen kénnen, muss die 
Determinante A derselben gleich 0 sein, welche ich andeutungsweise 
folgendermassen schreibe: 


u=pta 
Sines Chu > njeet Anus? > nme Ow 


eI rm # 


P+? ay ,, npte Gays? nPP+2 Ann 
2 “ f > “ Z iy 
e - 


“ le 
(22) 0=—A(e)= net Ahn > ak Gis DS npere Gi 
K - . ue 


(ga+1)| Hy(6,) Ha (8) + Hp (B) 
(99 +2) H, (Be) H, (B2) sli a Hp (82) 


(p) H, (Bp—ao) H, (Bp—ag) a te H, (Bp—zo) 
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Dabei hat man sich die ersten g Zeilen gmal unter einander geschrieben 
zu denken, indem man der Reihe nach h durch 1,2... 9 ersetzt; als- 
dann folgt die (gqg+1)*, (gq+2)...p' Horizontalreihe, welche 
durch die linksstehenden eingeklammerten Zahlen charakterisirt sind. 
Bevor ich die Gleichung (22) naher betrachte, muss ein Bedenken 
beseitigt werden, welches sich hier einstellt, und das schon oben 
angedeutet worden ist. In der Form >, H;(w) sind naimlich nur dann 

i=1 

=p 


alle #? enthalten, wenn g nicht =s ist; ebenso stellen 


Zpti(u) Zpyo(t) «. +» Zpro(u) 
nur dann alle #2 vor, wenn @ nicht =o — ¢ ist. Wir kénnen also 
nur behaupten: Wenn g ein Werth ist, der unsere oben gestellte 
Aufgabe befriedigt und g@ weder =s, noch =o —+# ist, so ist 
A(e) = 0. 

Da s,¢ willkiirliche Gréssen sind, die nur an die Bedingung s+¢ 
nicht = 6 oder s nicht = 6 — ¢ gekniipft sind, so wiirden, falls nicht 
etwa alle @ unserer Aufgabe geniigen, sich stets zwei nicht congruente 
Gréssen g' 9” finden lassen, die nicht Lésungen des Problems sind. 
Wihlt man dann s = 9g’; ¢ = 6 — @” so muss jeder Werth @, der unsere 
Aufgabe befriedigt, 4(@) annulliren. 

Sollte aber fiir jeden mdglichen Werth @ unser Problem erfiillt 
sein, so wiirde bei beliebiger Wahl von s, ¢ von allen Werthen @ 
feststehen, dass fiir sie A(g) =O ist, ausser fiir die Werthe 9 = s; 
o == 6 — ft, fiir welche man dariiber zweifelhaft sein kénnte. Indessen 
ist aus der stetigen Natur des Ausdrucks A(g) klar, dass alsdann A 
auch fiir diese Werthe, also identisch verschwinden miisste. 

Wir sehen also, dass unter allen Umstiinden man s, ¢ so gewihlt 
denken kann, dass jeder Werth 9, der unsere Aufgabe list, A(g) 
annullirt. 

Wenn umgekehrt A(e) = 0 ist, so existiren die Gleichungen (20) 
(21) d. h. es giebt p Gréssen J, 1,...1,, die nicht alle Null sind, und 
die den genannten Gleichungen Geniige leisten. Denkt man sich die- 
selben bestimmt, so gelten unter Anderem fiir irgend einen Werth 
von 4 aus den Zahlen p+ 1---p-+q die Gleichungen: 


> Una, =0 h=1---g 
i=1 wl 


i=p u=p+4 


Aus ibnen folgt, dass die Gréssen: 


> beni DS hn? + Senet 
1; ni > init l; nino 
=! i t 

=p 
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wenn sie nicht simmtlich Null sind, sich als Coefficienten (vergl. die 
obige Definition) einer #?*? ansehen lassen, die der gegebenen (p+ q —g)- 
gliedrigen Gruppe angehért. Wir kénnen auch sagen: Aus A(e) = 0 
folgt fiir einen bestimmten Werth von 4 entweder: 


(23) > une=0 Sin =0-- Py. nit = 0) 
SI! 


oder die Zugehérigkeit von: 


(24) 1, n'2 9, (u) 
zur Gruppe G. giastagion 


Im ersten Fall beachte man, dass nach Gl, (15) 


ia 2a (%) e) 
2 l; ni? = #,, (&,) 2 IgH; (eu) ° 


Da nun @,(e¢) fiir jeden Werth von w endlich ist, so folgt aus (23) 
Z: (Gy > 1, H; (@y) = 0 


w=1,2---(p+Qq) 


und mithin, dass 
(25) Z,(u)_>, lH: (u) 


fiir die (p-+-q) Werthe a, ... ep+y verschwindet. Nun ist aber (25) 
als Product einer #1» und einer a? stets eine art, andererseits ist 
a, + a +-++-+ @4, nicht congruent zu o, und es folgt mithin aus 
Satz 9, dass (25) in w identisch verschwindet. Da dies von Z,(u) 
nicht gilt, so ist 

i=p 


> ti Hi(u) =0 


=1 


und weil nicht alle J; gleich 0 sind, so folgt, dass H, H,...H, linear 
dependent sind, oder was dasselbe, dass g = s ist. 

Wenn g-nicht =s ist, so kénnen nach der eben gegebenen 
Deduction die Gleichungen (23) fiir keinen Werth von 4 stattfinden, 
und es bleibt also fiir jeden einzelnen Werth von A nur die zweite 
Mdglichkeit iibrig. Wenn also A(g) = 0 und g nicht = s, so gehéren 
die q Functionen 


(26) > bini o.(u) A=p+i,---p+a 
i=1 el 


i=p w=p+q 
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simmtlich der Gruppe G an. Diese Functionen kénnen aber unter 
Anwendung von (14) in der Gestalt: 


(S" 40) Zi(u) (A=p+1,:+-p+q) 


i=1 

. %, = 
geschrieben werden, aus der hervorgeht, dass > 1,H;(w) die Kigen- 
schaft hat, durch Multiplication mit: 
(27) Zpri(t)  Zpzo(u). ++ ™Tp4o(u) 
je zu einem Element unserer Gruppe zu werden. Sind also die Formen 
(27) unabhiingig, d. h. stellen sie alle M9 vor, so ist, da iiberdies 
die Gleichungen (21) gelten, >, H;(«) eine Bp”, wie sie verlangt wurde. 
Sind die Formen (27) aber dependent, so folgt @ = 6 —- t. 

Wir sehen also, dass, wenn @ der Gleichung A(e) = 0 geniigt, 

entweder 

a) eine #? der gewiinschten Art existirt oder 

b) @=s (mod. @, w’) oder 

c) @=o—t (mod. a, a’) 
ist. Die Werthe 9=s, 9 =6 —t sind also die cinzigen Wurzeln 
der (transcendenten) Gleichung A(o) =0, die keine Lisungen unseres 
Problems vorstellen. 

Wir wollen nun die Determinante (22) als Function von @ niiher 
untersuchen. Zu diesem Zwecke beachte man zuniichst, dass nach 
den Gleichungen (17) »i* als Function von @ eine # mit dem Index: 
s—t+to-+ «a — «a; vorstellt, und dass von niA genau dasselbe gilt. 
Da dies aber die einzigen der Grossen : 


nit ni. +. nit 
Ped ae. 
sind, welche von O verschieden, so folgt, dass ni (i, Stels eine # 
al 
mit dem Index s—t-+6-+ a, — a; ist. Ausser Elementen dieser 
Form enthilt A noch Elemente H; (@,) welche nach Gleichung (13 
in der Gestalt: 

C8, (b,—e-+s—a) = — Cd, [e— (br+8—a,)] 
geschrieben werden kénnen, wo C ein von @ freier Factor ist. Es 
folgt hieraus, dass H,(B,) als Function von @ eine #' mit dem Index 
Bb, + s — a; vorstellt. 

Bezeichnen wir in den Elementen der Determinante A, nimlich 


in >) ni? ay, und in H;(8,) i als den ersten Stellenzeiger des Elementes, 


“Me 
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so ist klar, dass alle Colonnen von A aus der ersten dadurch entstehen, 
dass man den ersten Stellenzeiger 1 der Reihe nach durch 2,3... p 
ersetzt. Es folgt mithin, dass alle Glieder der Determinante, abge- 
sehen vom Vorzeichen aus dem Diagonaiglied: 


9 Vy), p-+1 2, p-+2 : ya-Hl, pl 
(28) > meet! diy > ne ot a), 00. > M2 PF4 CU > MITVPT oy... 
fe “ ke i“ 
2¢,p4-4 q(g—l) +1, p41 Vyne9, 
> NEVI ay. > n1G—-O FNP Hy ys.» > M272 +9 tg Ho g41(By)+- 
“ 


“ “ 
-+ + Hp (Bp—gg) 


dadurch entstehen werden, dass man die ersten Stellenzeiger: 


1,2...¢,q+1...2q...qg+1...p 
auf alle Arten permutirt. Nun ist aber (28) nach unsern obigen Be- 
merkungen und nach Satz 10 als Function von @ eine 027+” mit einem 
bestimmten Index J, der gleich der Summe der Indices der einzelnen 
Factoren ist. Die Function >)nj? a» hatte den Index s—t-+ 6 +a, — a, 
“ 

in welchem nur der Summand (—«;) vom ersten Stellenzeiger abhiingt; 
H;(B2) hatte den Index B, + s—«@;, in welchem ebenfalls nur der 
Summand (—«;) vom ersten Stellenzeiger beeinflusst ist. Diejenigen 
Summanden von J, die von den ersten Stellenzeigern abhiingen, 
sind also 


— Oy — Oye + —— Og — Hypa? — Mggss* — Mg ig-1)41°"* — Xgg*** — Gp. 


Dieser Theil von J ist mithin gleich — (a@,-+-a,—a,) =-—-s und 
iindert bei Permutation der Stellenzeiger seinen Werth nicht, In Folge 
dessen sind alle andern Glieder der Determinante gleichfalls #29+?- 
Functionen mit dem Index J und dasselbe gilt nach Satz 6 von der 
ganzen Determinante. Es ergiebt sich tiberdies leicht nach einigen 
Reductionen unter Benutzung von Gleichung (12a): 


(29) J=(p—1)s+(q—Dg(6—t)+96+B, +B. +--+ + Bo-go- 

Wir wissen schon, dass g==s und g==6 —¢ Nullwerthe von 
A(o) sind. Man kann dies nun direct zeigen und gleichzeitig die 
Vielfachheit dieser Nullwerthe bestimmen. Da aber A(g) eine o3t?? 
ist, so haben wir nur néthig, nachzuweisen, dass und wie A(g) fiir 
o=s und 9 = 6 —¢ verschwindet, da alsdann eo ipso alle homologen 
Werthe Nullen derselben Art sind. 

Es sei zuniichst @ = s; dann ist nach Gleichung (16) und (17) 


ia 

Nn; == () ia . 
a , n, = 0 u2i; u2a. 
2 = 1, 
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Zu gleicher Zeit werden nach Gleichung (13) alle H;(«) identisch gleich: 
2, (u—a,) 0, (u—a,)... 8, (w—a,) = H(u) 
und es ergiebt sich aus (22) 
| Qh, p41 Dipti «+. Wh, p+t | 
Gh, p+2 Ghp4+2 ++. Qn, p42 


Di, p+q Gptqg +2+ Upte | 


(30) A(s) = 





HG) HH) .-- HG) 


| H(Bp—oa) H(Bp—gy) « - « H(Bp-ay) 


wobei die Determinante in dem oben angegebenen Sinne zu verstehen 
ist. Da in (30) simmtliche p Verticalreihen gleich sind, so folgt 


nicht nur, dass A(s) =, sondern es ergiebt sich gleichzeitig, dass 


dA(e) d*A(e) M qe 
de dg ’ de? 
siimmtlich verschwinden, sobald man g@ = s substituirt. Die Werthe 
0 =s sind also mindestens (p—1)-fache Nullwerthe von A(o). 
Es sei nun g = 6 — #; alsdann folgt nach Gleichung (17) und (16) 
nit = | 
: nia fir wSi wSa 
nit = 0) 


und es ist nach (22) 


(1) | Un a,2 -** Akp | 

(2) | Mat ape e@ee8 Onp } 

(9) Laie oo | 

: ; | 

(31) A(o—t) = | : | 


1H, (@,) H, (8) - - - Hy (B,) 
H, (By) H, (By) ial H, (B.) 


H; (Bp—oy) ire Hp (Bp—go) | 


wo H,(8,) dasjenige ist, was aus H;(8,) wird, indem man 9 =o — ¢ 
setzt. Die Determinante (31) hat g Systeme von je gq gleichen Horizon- 
talreihen. Wenn man A(g) (qg—g—1)-Mal oder weniger oft nach 
@ differentiirt, so entsteht eine Summe von Veterminanten; setzt man 
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alsdann @ = 6 — ¢, so treten offenbar in jeder dieser Determinanten 
noch mindestens zwei Horizontalreihen auf, die einander gleich sind, 
und es folgt mithin, dass 


dA di9-9—" A 
ye ary 


4, 


simmtlich fiir @ = o—¢ verschwinden; d. h. dass gp =o —é# ein 
mindestens (¢—1)g-facher Nullwerth von A(@) ist. Das Gleiche gilt 
natiirlich von allen Werthen 9 = 6 —t. 

Wir wissen dass eine @,"-Function, die fiir «=v verschwindet, 
#,(w—v) als Factor enthalt. Mithin ist A(@) jedenfalls durch 


(2, (e—s)] [9 (e—o +g] 
theilbar, und der Quotient: 


26 ele eee a _ Ale) auras 

a MO) = Tec@— al [eo 01 

ist wiederum eine #-Function von bestimmter Ordnung und bestimm- 
ten Index. Da der Zihler eine #”+77 vom Index J, der Nenner eine 
#P-1+@-9 vom Index (p—1)s+(¢—1)g(6—2) ist, so stellt R nach 
Satz 10 eine 87+! vom Index: 


J—(p+1)s—(q—1)g(6—t) = 96+8,+8,+-+>+Bp—oo 
vor. Da der Index einer #* der Summe ihrer Nullwerthe congruent 
ist, die willkiirlichen Gréssen s, ¢ aber im Index von FR nicht mehr 
auftreten, so folgt, dass s, 6 —¢ keine Wurzeln von R(g) =0 sein 
kénnen. Weil wir iiberdies oben gesehen haben, dass e==s, e==o—t 
die einzigen Nullwerthe von A(g) sind, die keine Lésung unseres 
Problems liefern, so giebt R(g) = die Gesammtheit der g, die wir 
suchen. Diese Gleichung hat aber, da R eine #-Function vom Grade 
(g-+-1) ist, (g+1) Wurzeln, deren Summe uns iiberdies bekannt ist. 
Es folgt also: . 

lla. Liegt eine (p+-q—g)-gliedrige Gruppe G von 02**-Fune- 
tionen vor, und sind B, B, .. . Brgy gegebene Werthe, so giebt es (g+-1) 
dem ersten Periodenparallelogramm zugehirige Werthe @, fiir welche eine 
Dy? existirt, die mit jeder Fo!» multiplicirt, je ein Element von G liefert. 
Die Summe dieser (g-+-1) Werthe ist congruent zu go + B, + B,+--- 
+ Bp—og; ste selbst sind durch Nullsetzung von (32) und Auflisung der 
so erhalienen (transcendenten) Gleichung zu bestimmen. 

Ist insbesondere p — qg = 0, so ergiebt sich: 

l1b. Wenn eine (p+ q — g)-gliedrige Gruppe G von &?+1 gegeben 
und p — qg = 0 ist, so giebt es (g-+-1) dem ersten Periodenparallelo- 
gramm zugehdrige Werthe @, fiir welche cine Og” existirt, die durch 
jede #2, zw einem Element von G ergiinzt wird. Die Summe dieser 
(g+1) Werthe ist = ge. 
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Die Sitze 11 erleiden nur dann eine Ausnahme, wenn A(o) 
identisch verschwindet; d. h. wenn jedes @ eine Liésung unseres 
Problems liefert. 


§ 2. 
Die #,"-Functionen auf der allgemeinen Curve 3. 0. 


Wenn irgend eine Curve dritter Ordnung und vom Geschlechte 
1 vorliegt, so kénnen bekanntlich die Coordinaten eines Punktes der- 
selben als elliptische Functionen eines Parameters dargestellt werden.*) 
Wenn man irgend eine dieser Darstellungen niher ins Auge fasst, so 
iiberzeugt man sich leicht, dass sie darauf hinauskommt, die homogenen 
Coordinaten des Curvenpunktes zu 3 @-Functionen 3' Ordnung und 
von gleichem Index t proportional zu setzen.**) Man kann leicht 
zeigen ,***) dass auch umgekehrt, wenn man 2, 2,2, drei indepen- 
denten @,°-Functionen H,(w) H,(w) H,(«) proportional setzt, der durch 
%,:X_,: x, dargestellte Punkt bei Variation von w eine Curve dritter 
Ordnung vom Geschlechte 1 durchliiuft. Ich lege daher die Gleichungen: 


&x, = H,(), 
(33) éx, = H,(u), 
EX, = H,(w) 


der weiteren Untersuchung zu Grunde, nehme jedoch, um die geome- 
trische Discussion zu erleichtern, an, dass der Index t der Function 
H; gleich 0 ist. 

Diese Annahme ist gestattet, wie aus der Gestalt hervorgeht, die 
ich unten der Parameterdarstellung von Clebsch gegeben habe. Die 
Curve, die alsdann durch (33) dargestellt wird, nenne ich C*. Dann 
gehéren zu jedem Punkte x derselben unendlich viele nach @ @’ con- 
gruente Werthe von u; denjenigen dieser Werthe, welcher dem ersten 
Parallelogramm angehért, werde ich speciell als Parameter des Curven- 
punktes ansprechen und in der Regel auch den Punkt mit dem Para- 
meter a als Punkt @ bezeichnen. Es ergiebt sich dann zuniichst der Satz: 





*) Clebsch, Crelles Journal, Bd, 63, p. 96. Clebsch-Lindemann, p. 604 
und p, 649. 

**) So z, B. kann die bekannte Darstellung einer Curve 3. O. (cfr. Clebsch, 1. c.) 
€2, = sin’ am wu, 
&2, = sinam wu, 
&%, = cOsam uA am u& 


offenbar in die Form gesetzt werden: 
©, yt) = AP,(u): BS,(u) [o, (u+ °)|': 09, (u+ “) 9,(u+ “) o(u+ ot 5 


wo die Glieder der rechten Seite offenbar #)°-Functionen sind. 
***) Cfr. Hermite, Crelles Journal Bd, 82; Klein, Math. Ann, Bd. 17, p. 234. 
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12. Zu jeder Curve ni” Ordnung f(x, 7, 2;) = 0 gehdrt auf unserer 
C* eine 4°", deren Nullpunkte die Parameter der Schnittpunkte von f 
und C® sind; 

denn soll ein Punkt u Schnittpunkt von f und C® sein, so ist 
nothwendig und hinreichend, dass die Gleichung f(x,27,2,) = 0 durch 
2; =H,(u) befriedigt wird. Die Parameter des Schnittpunktsystems 
werden also geliefert durch die Gleichung: 


f(H, H, Hy) = 0. 


Jeder Term von f enthilt nun H,H,H, zur '" Potenz und ist mithin 
nach Satz 10 eine #,°", folglich gilt nach Satz 6 dasselbe von dem 
ganzen Ausdruck f(H, H, H,). 

Die so erhaltene 4,5" werden wir zweckmiissig als zur Curve f 
gehorig oder als die 3,5" des Schnittpunktsystems von f und C* be- 
zeichnen. 

Es ergeben sich ferner leicht die bekannten Siitze: *) 

13. Sind a,a,... a3, die Parameter der Schnittpunkte einer Curve 
n' Ordnung mit der C%, so ist: 


ix=3n 
(36) > «i =0 (mod. a, a’), 
s=1 


14. Sind a, ... 3, Parameter von 3n Punkten, fiir die die 
Gleichung (36) gilt, so geht jede Curve ni” Ordnung, die (3n — 1) 
dieser Punkte enthdlt, auch durch den 3 n'. 

Da die Nullpunkte einer @,2" stets der Gleichung (36) geniigen, 
so kann man dem Satze 14 auch die Form geben: 


15. Durch die Nullpunkte einer beliebigen #,5" lassen sich stets 


unendlich viele Curven n'” Ordnung legen (néimiich eine 
EE: ots) —3n+ 1|- gliedrige Gruppe): 


Irgend p Punkte unserer Curve 3. O. mit den Parametern a, ... a, 
kénnen nach Satz 5 stets als Nullpunkte einer und nour einer @?- 
Function mit bestimmtem Index angesehen werden. Umgekehrt ge- 
héren zu jedem Index g unendlich viele 4” und somit unendlich viele 
Gruppen von je p Punkten. Es ist nun von Wichtigkeit, alle zu 
einem Index gehérigen Punktgruppen geometrisch zu construiren**); 


*) Clebsch, lc. efr. Hermite, Crelle’s Journal Bd. 32. 
**) In den Sitzungsberichten der Wiener Academie Bd. 88, S, 487 hat Herr 
Em, Weyr direct und ohne Bezugnahme auf die #"-Functionen die Aufgabe be- 
handelt, auf einer C* alle linearen (y —1)-fach unendlichen Mannigfaltigkeiten 
der Systeme von je p Punkten, oder was dasselbe ist, alle Involutionen p'" Grades 
und (p — 1)** Stufe aufzusuchen, Offenbar stellt die Gesammtheit aller @g” cine 
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wir unterscheiden zu diesem Zwecke die Fille p= 3q, p=3q +], 
p= 3q + 2. 
a) Sind a, ... a3, die Punkte einer 4,57, so ist (nach Satz 4) 
i=39 3q-—1 
a a;,=e oder Po a; + a, =e (mod. aa’), 
i=1 1 
Alle Curven q'* Ordnung, die durch die Punkte a, ... a3 1 gehen, 
schneiden C* noch in einem weiteren Punkte. Derselbe sei a,. Dann 


ist auch: 
3 q-! 


D>, HA Wy + sy =O + Gy. 
1 


Da die beiden ersten Summanden der linken Seite zusammen = 0) 
sind, so folgt: 
O + as, = 0+ ay,. 


Fixiren wir auf der C* die Punkte 0 und @, so ergiebt sich, dass die 
Geraden Oas, und Q tsp sich in demselben Punkte der Curve schneiden; 
wir kénnen also von a, ... 3 ,-1 ausgehend den Punkt @,, welcher 
sie zu einer #,°% ergiinzt, construiren. 

Nennen wir in gebriiuchlicher Weise den Punkt, welcher 35g — 1 
Punkte zu einem vollstindigen Schnittpunktsystem ergiinzt, den Rest- 
punkt*) derselben, so kann man das erhaltene Resultat folgender- 
massen aussprechen : 

16. Die 3q Punkte einer 3,32 sind so beschaffen, dass wenn man 
zu irgend (3q — 1) von ihnen den Restpunkt a’, zu « und @ den Rest- 
punkt «”, schliesslich zu a” und 0 den Restpunkt construirt, dieser 
Letztere mit dem 3q'" Punkte identisch ist. 

Dass die 3q Punkte einer @,°¢ stets ein Schnittpunktsystem 
q'* Ordnung vorstellen, ergiebt sich als Specialfall, indem man @ in 
0 hineinfallen lisst und beachtet, dass der Punkt 0 ein Wendepunkt 
der C® ist. 

b) Sind a, ... @3941 die Punkte einer #,°¢+', so ist: 


Sol 
Ss a= e. 


1 





dieser Involutionen vor, und man erhilt alle méglichen, indem man @ variirt. 
Die Frage, die ich soeben gestellt habe, kommt also mit der in der citirten Ab- 
handlung erdrterten tiberein. Man findet dort neben Resultaten, die ein anderes 
Ziel verfolgen, ihrem geometrischen Inhalte nach die Siitze (16), (17), (18) des 
Textes. Der Satz (17) z. B. lautet in dieser Fassung: ,,Hs giebt wnendlich viele 
Involutionen (3q + 1)"" Grades und 3q'*" Stufe. Alle Punktsysteme einer dieser 
Involutionen haben denselben beigeordneten Rest.‘ 
*) cfr. Salmon-Fiedler, héhere ebene Curven, erste Auflage p. 164. 
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Es seien nun @ a” 2 Punkte der C%, die nur der Bedingung unter- 
liegen, dass sie mit a, ... 4, zusammen ein Schnittpunktsystem 
bilden, so folgt: 

0= Sate ta =eta +a’, 


ss] 
i=3¢+1 


d. h. a’ @&’ @ liegen in gerader Linie, oder was dasselbe ist, jede 
durch a@, ... @394, gehende Curve (q+ 1)'* Ordnung schneidet C* 
noch in 2 Punkten, deren Verbindungslinie durch g geht. Die Punkte 
@, «+. @o4, und der Punkt @ sind also nach einer Bezeichnung 
Sylvesters*) beigeordnete Reste; wir kénnen also sagen: 

17. Jede 3,52+' besteht aus (3q + 1) Punkten, die den Punkt @ 
zum beigeordneten Rest haben**). 

Beispielsweise wird jede ,' von 4 Punkten gebildet, fiir die der 
Punkt @ gegeniiberliegender Punkt***) ist; d. h. die C* kann aus dem 
durch jene 4 Punkte gehenden Kegelschnittbiischel und dem durch @ 
gehenden Strahlbiischel projectivisch erzeugt werden. 

ce) Sind a, ... @ 42 die Punkte einer 3,°2+*, so gilt die Gleichung: 

i=3q+2 
: a= oe. 
t=1 
Ist «’ der Restpunkt dieser Punkte, so ergiebt sich: 
3q+2 


Cm owt Behess, 


d.h. @ Oa’ liegen in gerader Linie; mithin folgt: 
18. Die (3q + 2) Punkte einer 9"*° sind so beschaffen, dass ihr 
Restpunkt dritter Schnittpunkt der Geraden 90 mit der Curve ist. 
Legen wir mithin durch einen Punkt e@’ der C* alle méglichen 
Curven (q-+ 1)'** Ordnung, so schneidet jede derselben noch in (3g -+- 2) 
Punkten, zu welchen eine 37+? gehért. Alle so erhaltenen 9°7+° sind, 


wie aus > a; + « = 0 hervorgeht, von dem Index (— a’); es 


folgt also: 
18a. Die durch einen Punkt «’ von C* gehenden Curven (q+ 1)' 
Ordnung schneiden auf C*® simmtliche 09+ einer Classe aus. Der 
*) cfr, Salmon, hdhere ebene Curven, 1. Aufl. der deutschen Uebersetzung 
p. 164. 
_ **) cfr, Weyr. 1. c. p. 457, 
***) cir, Pluecker, algebraische Curven p. 56, 
Durége, Curven 3, O. p, 158, - 
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Index dieser Classe ist (— a’) 2. B. schneiden die durch a gehenden 
Kegelschnitte alle 9°. aus. 

Wir bemerken schliesslich, dass wenn irgend eine #4? vorliegt, 
die Gesammtheit der Punktgruppen, die @” zu einem Schnittpunkt- 
system n'** Ordnung ergiinzen, durch die Gesammtheit der 9/5” dar- 
gestellt wird; denn jede 9/"5” erginzt % zu einer ,°", d. h. zu 
einem Schnittpunktsystem, und umgekehrt kann die Gleichung 4,” - X 
= 4," nur erfiillt werden, wenn X eine #("5" ist. Da aber die Ge- 
sammtheit der @/"5” von der besonderen @/’, von der wir ausgingen, 
gar nicht abhingt, so kénnen wir sagen: 


19. Die Gesammtheit der ("9° wird repriisentirt durch die 
Gesammtheit der Punktgruppen von je (8n — p) Punkten, die eine 
beliebige 3? zu einem Schnittpunktsystem ergdnzen (Restsystem von 3,?*)). 

Hieraus ergiebt sich, was auch geometrisch klar, dass alle ,? 
mit festem @ beigeordnete Reste sind. 


§ 3. 
Die auf der C* liegenden Polar-p-Ecke der zu C* apolaren 
Classencurven. 


Nachdem wir uns in den Stand gesetzt haben, Punktgruppen der 
C* durch #” - Functionen zu repriisentiren, wenden wir uns insbesondere 
denjenigen Punktgruppen der C® zu, welche Polar-p-Ecke einer zu 
C® conjugirten oder apolaren Curve bilden**). Ist p(u,u.u,) = 0 eine 
Curve n'** Classe (n> 3), die zu C® apolar (resp. conjugirt) ist, so 


: : - . n(n + 3 =e 
giebt es im Ganzen eine i -gliedrige Gruppe von zu @ con- 


jugirten Curven n»'* Ordnung. Sind 
file) = 0, fle) =0 +++ fy ings) (@) = 0 
2 
independente Elemente derselben, ist ferner F'(z,x7,x,) =O die Glei- 
chung der vorliegenden C%, so liefert das Product von F’ mit irgend 
einer Form (n — 3)'*" Ordnung stets eine zu g conjugirte terniire 
Form, und jedes derartige Product muss sich also linear aus 


ee, fe oo 


2 


*) Salmon-Fiedler, l. ¢. 
**) Die Definition der Polar-p-Ecke findet man in meiner schon erwihnten 
Abhandlung, Math. Ann. Bd. 30, p. 453. 
Ueber den Begriff apolarer Curven cfr. Reye, Crelle’s Journal Bad, 78; 
iiber conjugirte Curven clr. Rosanes, Crelle’s Journal Bd, 76, 
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{n= (n=) | sliedrige Gruppe von 


zgusammensetzen. Da es aber eine 


terniren Formen (n —- 3)'*" Ordnung giebt, so resultiren, wenn 


G, (x) G, (x) wir G ones) (x) 


2 
independente Repriisentanten derselben sind, die em —*) Tdentitiiten : 
inlet) 
(37) F(a, %_%3) Gy (, €,%) = > Oxi fi(%, 2,23), 
° j=1 


eee. MHD M—2) | 
Setzen wir in diese Gleichungen 2 = H;(w) (cfr. Gl. (33)), so wird I’ 
identisch gleich 0 und es ergeben sich die Identitiiten in wu: 


(38) 0 ry Qx1/,(H,H,H,) + +++ + e. n(n-+3) fotos) (H, H, H) 
a 


(n wend 1) (nm — 2) 
5) 


Nun ist aber /;(H,H,H,) nichts anderes, als die #3", welche die 
n(n 3) 9.39-B 
2 0 


*=—=1l... 


Curve f; auf C* ausschneidet. Zwischen den 


die von f,f,--- 


unctionen, 


Fate +3) ausgeschnitten werden, bestehen mithin 
; 


n—1)(n—2 ° = ° ‘ 
= 2e. lineare homogene Gileicliungen und dieselben bilden 


demnach nur eine 


n(n -+ 3) (nm — 1) (n — 2) 
= — —-. == $n — 1- 
gliedrige Gruppe, oder: 


20. Ist p(u,u,u,) eine Curve n” Classe, die zu C* apolar ist, 
nn+3) 


2 


n" Ordnung nur eine (3n — 1)-gliedrige Gruppe von 3,3" aus. 


so schneidet die -gliedrige Gruppe der zu yp conjugirten Curven 


Diese Gs,-1 von @,°" verdient besondere Beachtung. 3n Punkte 
der C%, durch welche nur conjugirte Curven von g hindurchgehen, 
die also nach Satz 2 meiner oben citirten Abhandlung ein Polar- 
3n-Eck von » = 0 bilden, miissen eine #,°" der erwihnten G3,_; con- 
stituiren, da sie ja durch zu m conjugirte Curven ausgeschnitten werden. 
Umgekehrt liefern die Nullpunkte @, ... a3, jeder #,°" der genannten 
Gruppe ein Polar-3n-Eck von mg =0. Diese Punkte werden niimlich 
durch mindestens eine zu p conjugirte Curve f==0 auf C* (0) aus- 
geschnitten. Ist nun /’ = 0 eine andere Curve n'** Orduung, die durch 
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a, +++ &, geht, so liisst sich bekanntlich stets eine Curve (n —3)'*" Ord- 
nung G =O so finden, dass: 
f Seft FG. 

Da nun f zu » conjugirt, F dazu apolar ist, so ist auch /’ zu p=0 con- 
jugirt, und man sieht, dass jede durch a, ... a3, gehende Curve 
n' Ordnung dieselbe Kigenschaft hat; d. h. dass a, ... a3, ein Polar- 
3n-Eck von m = 0 ist. Wir kénnen daher den Satz 20. in folgender 
Form aussprechen: 

20a. Ist p(u,u,u,) =O eine zu C® apolare Curve n Classe, so 
giebt es auf C® eine Gsn—1 von #,3", deren Nullpunkte Polar -3n-Lcke 
von » = 0 bilden. 

Die beiden letzten Siitze lassen sich erweitern, indem man an 
Stelle von o(u,u.u,) =O mehrere zu J’ apolare Curven n' Classe: 


9, =9, O=0--- gy =9 


treten lisst. Der Gang der Betrachtung wird dadureh gar nicht 
geiindert; die Zahl der Curven f; = 0 ist nicht mehr 
nm(n-+3) (m+ 1) (n+ 2) 
lecteca: srmievet 


sondern 

w+NO+9 _ gy 
Die Zahl der Gleichungen, die an Stelle von (37) und (38) treten, 
bleibt dagegen dieselbe, und da sich auch die Erwiigung, die von 
Satz 20 zu 20a hiniiberfiihrte, mutatis mutandis iibertragen _liisst, 
so folgt: 

21. Sind 9, =0, 9p, =0--.9,=—0 g independente zu C 
apolare Curven n'" Classe, so giebt es auf der C® eine Gs,—, von 3,5", 
deren Nullpunkte gemeinschaftliche Polar-3n-Ecke stimmtlicher 
Curven  vorstellen. 

Ich frage mich nun nach einer O’, deren Nullpunkte a, ... a» 
ein Polar-py-Kck simmtlicher g bilden. Nach Satz 1 meiner schon 
mehrfach erwihnten Arbeit muss jede Curve n'* Ordnung, die durch 
@,...@» geht, zu allen » conjugirt sein und mithin jedes zu a, ... a» 
gehoérige Restsystem von je (8n—p) Punkten mit a@, ... @, zusammen 
ein Polar-3n-Eck siimmtlicher gm, d. h. ein Element unserer Gyn, 
vorstellen. Umgekehrt, wenn jedes zu a@,...a, gehdrige Restsystem 
von je (3% — p) Punkten mit a@, ... a, vereinigt ein Polar-3n-Eck 
aller g liefert, so ist es unmédglich, durch a, ... a, eine Curve 
n'e* Ordnung zu legen, die nicht zu allen » conjugirt ist, d. h. «, @,... Gy) 
ist (1. c. Satz 2) ein Polar-p-Eck simmtlicher Curven my. Die Ge- 
sammtheit der zu den Nullpunkten der @,? gehérigen Restsysteme von 
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je (8m — p) Punkten wird aber nach Satz 19 vertreten durch die Ge- 
sammtheit der (5; soll also #% ein Polar-p-Eck aller @ vor- 
stellen, so ist nothwendig und hinreichend, dass es durch jede 
o>” au einer %”" unserer Gs,—, erginzt wird. Die Frage nach 
diesen ,? wird durch unsere Siitze 11, lla und 11b sofort erledigt, 
wenn man in denselben ‘ 

= ? 


p+q=—s3n 
setzt. Es ist alsdann 
P— ag =p — (Bn — p)g = (9 + 1) p — 3gn. 
Da die Anwendung der Siitze 11 und 11a voraussetzt, dass 
p—aqg=(9+ 1) p—3gn>0 
ist, so folgen zuniichst aus ihnen die Siitze: 

22. Sind 9, =0, mp, =0--+g, =O independente zu C* apolare 
Curven n* Classe und ist r = (g + 1) p — 3gn grisser als Null, so 
giebt es auf C® im Allgemeinen (und mindestens) fiir jeden Werth von o 
eine r-gliedrige Gruppe von O,?, deren Punkte Polar-p-Ecke stéimmt- 
licher Curven gp reprisentiren. 

22a. Sollen unter denselben Voraussetzungen r beliebige Punkte 
B, ... B, eu einem auf C* gelegenen Polar-p-Eck aller Curven 9 er- 
gdnzt werden, so ist dies auf (g + 1) verschiedene Arten miglich. Die 
so erhaltenen (g + 1) Polar-p-Ecke bilden 3°-Functionen, die 2u ver- 
schiedenen oder gleichen Indexwerthen @, Q,... Qy41 gehiren. Es gilt 
aber die Relation: 


(89) ey betes + + err = By +++ + Br (mod, a), 
Ebenso folgt aus Satz 11b: 

22b. Sind og, =—0, 9», =0--+ p,=—O0 independente, zu C* 
apolare Curven n'” Classe und ist (g +1) p —3gn—0, so giebt es 
im Allgemeinen auf C® (g +- 1) Polar-p-Ecke stéimmilicher Curven g. 
Dieselben stellen #°-Functionen mit den Indexwerthen 0, ... Q941 vor, 
fiir welche die Relation 


(39a) Qi + Qo tees + Op =O (mod. aa’) 
besteht. 


Aus der grossen Zahl einzelner Siitze, die sich hieraus ergeben, 
will ich nur einige einer niiheren Discussion unterziehen. Zuniichst 
sei g=1 und n=3; d. h. es liege nur eine zu C*® conjugirte K* 
vor. Alsdann ist: 

ra= 2p — 9. 
Da dieser Ausdruck fiir p= 4 negativ ist, so sieht man, dass eine 
14* 
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C® im Allgemeinen kein Polarviereck einer zu ihr conjugirten K* ent- 
halt. Ferner ergiebt sich 
fir p= 5, 6, 
rol, 3, 5. 
Der Fall p = 5, r =1 lehrt insbesondere, dass fiir jeden Werth @ 
eine %,° existirt, welche ein Polarfiinfeck von K®* bildet. Da nach 
Satz 18a die durch einen Punkt « von C* gehenden Kegelschnitte 
alle @° ausschneiden, die zu einem bestimmten Index (— a’) gehdren, 
so folgt: 


23. Sind C® und K® conjugirt, so geht durch jeden Punkt y von 
C® ein und nur ein Kegelschnitt C,, dessen 5 weitere Schnittpunkte ein 
Polarfiinfeck von K* bilden. 

Dieser Kegelschniti ist iibrigens zu K* apolar. (cfr. Math. Ann. 
Bd. 30, p. 457, Satz 5). 

Es giebt also in der 2-fachen Mannigfaltigkeit der zu K* apolaren 
Kegelsehnitte eine einfache Mannigfaltigkeit JZ von der Beschaffenheit, 
dass 5 der Schnittpunkte eines Kegelschnitts von M mit der C® ein 
Polarfiinfeck von K®* bilden. Zu jedem Punkt y der C* gehért ein 
Kegelschnitt (C,) von M, der zwar durch y hindurchgeht, indessen 
ein Polarfiinfeck ausschneidet, dem y nicht angehiort. 

Aus Satz 22a folgt nun, dass jeder Punkt y der C* auf 2 ver- 
schiedene Arten zu einem Polarfiinfeck von K* erginzt werden kann. 
Es gehen mithin durch ihn drei Kegelschnitte der Mannigfaltigkeit 
M hindurch, nimlich erstens der Kegelschnitt C,, der auf C*® ein 
Polarfiinfeck ausschneidet, welchem y nicht angehért und demniichst 
2 Kegelschnitte Cz C,, welche die beiden obenerwihnten Polarfiinfecke 
ausschneiden, die y enthalten. Die durch (CC, ausgeschnittenen 
Polarfiinfecke stellen aber (nach Satz 18a) #°-Functionen von den 
Indexwerthen — a resp. — 2’ vor. Nach Aussage des Satzes 22a ist 
mithin: 

—x—x=y (mod. aa’) 
oder 
y+a+2=0 (mod. ao’, 
d. h. die Punkte ya’ liegen in gerader Linie. Es folgt mithin: 
23a, Sind C® und K® conjugirt, so lisst sich jeder Punki y der 
C® auf 2 verschiedene Arten zu einem Polarfiinfeck von K* ergénzen. 
Sind die so erhaltenen Polarfiinfecke yo, c, a, 0@,, yo,’ a,c,’ a,’ wnd legt 
man durch jedes derselben den einen durchgehenden Kegelschnitt, so 
schneiden dieselben C* noch resp. in den Punkten x und x’. Alsdann 
liegen yxx' in derselben Geraden. 

Die soeben bewiesenen Sitze habe ich in meiner schon mehrfach 

citirten Abhandlung auf wesentlich anderem Wege erlangt, und dabei 
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gleichzeitig die Aufgabe gelést, sowohl die Polarfiinfecke in ihrer 
Gesammtheit, als auch diejenigen, welche einen bestimmten Punkt y 
enthalten, geometrisch zu construiren. Ich gehe auf diese constructiven 
Probleme, die sich hier unmittelbar aufdriingen, an dieser Stelle nicht 
ein und erlaube mir ibrethalben auf die angefiihrte Stelle zu verweisen. 
Man findet dort auch den Nachweis, dass die Verwandtschaft, welche 
zwischen den Punkten y der Curve und den ihnen zugehérigen Curven 
C, besteht, auf eine Collineation zuriickgefiihrt werden kann. 

Betrachten wir weiterhin den Fall, dass p=6, also r = 3 ist, 
so folgt, dass fiir jeden Werth von @ eine 3-gliedrige Gruppe von #¢° 
existirt, die Polar-6-Ecke von K®* vorstellen. Es lassen sich also bei 
gegebenem g zwei beliebige Punkte «a, auf eine und nur ee Art 
zu einer #,° ergiinzen, die ein Polar-6-Eck von K®* formirt. Nun 
sind die Gruppen von 5 Punkten, welche a, zu einer &° vervoll- 
stindigen, identisch mit der Gesammtheit der  - Diese werden 
aber nach Satz 18a von den C? ausgeschnitten, die durch den Punkt 
mit dem Parameter «,—@ gehen. Durch a, — @ und a@, geht also 
ein Kegelschnitt, dessen weitere Schnittpunkte @,a,a,0, mit aa, zu- 
sammen ein Polarsechseck bilden. Da dies aber fiir jedes @ gilt, so 
kann durch passende Wahl von @ jeder Punkt «’ der Curve zu a, — @ 
gemacht werden (nach der Gl, « == a, — @) und es folgt mithin: 

23b. Ist K* zu C® conjugirt und sind 2 Punkte a,a, auf C® ge- 
geben, so giebt es durch jeden Punkt « der C* einen Kegelschnitt, 
der durch a, geht und dessen weitere Schnittpunkte o,a,0,a, mit a,c, 
zusammen ein Polarsechseck von K®* bilden. 

Andererseits giebt uns der Satz 22a wiederum Auskunft itiber die 
Art, wie 3 gegebene Punkte £, 6, 8, zu einem Polarsechseck von K?* 
erginzt werden kénnen. Es ist auf 2 Arten méglich. Die ergiinzenden 
Punkte seien das eine Mal a, a, «@,, das andere Mal «,’ @,' @,’ und sie 
mégen die Punkte 6, 8,8; im ersten Fall zu einer @,°, im 2'" zu einer 
9% ergiinzen. Dann ist: 


2 Ct; +> B:=e (mod. aa’), 


1 1 
3 3 
» 4 a; +> B:=e0 (mod. aa’) 
1 1 
und nach Satz 22a: 


o+a =»! B; (mod. aa’). 
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Mithin folgt: 
3 3 3 
‘. ae. 
a; + a + 6; =0 
Bt gery 
und wir haben den Satz: 
23c. Ist K* zu C* conjugirt, so lassen sich 3 beliebige Punkte 
B, B, B, von C*® auf 2 verschiedene Arten zu einem Polarsechseck von 
K®* erginzen. Die 6 Punkte, die dies leisten, biiden mit B, B, B, 2u- 
sammen ein abhiingiges System von 9 Punkten. 
Ebenso ergiebt sich durch eine analoge Interpretation des Satzes 22 
im Falle p=—7, r=5 das folgende Resultat: 


23d. Ist K* zu C® conjugirt und ist @ ein beliebiger Punkt der C°, 


so lassen sich eu 4 beliebigen Punkten a,a,0,0, stets 3 Punkte auf 


eine Art so hinzubestimmen, dass die sieben Punkte zugleich einen bei- 
geordneten Rest von @ und ein Polarsiebeneck von K®* formiren. 
Andrerseits kinnen 5 beliebige Punkte B,B,... 8, auf 2 Arten zu 
je einem Polarsiebeneck von K* erginzt werden. Die 4 Punkte, welche 
dies leisten, bilden mit B,B,...B; ein abhdngiges System von 9 Punkten. 


Jeder der soeben abgeleiteten Siitze 23—23d ist geeignet, eine 
geometrische Interpretation fiir die sonst nur algebraisch definirte con- 
jugirte Beziehung der Curven C* und K®* darzubieten. Indessen wird 
unter ihnen derjenige den Vorzug haben miissen, der sich auf die 
geometrisch einfachste Figur bezieht. Wir werden hier in der That 
so verfahren, wie es gewodhnlich bei den Kegelschnitten geschieht. 
Wenn eine C? zu einer K? conjugirt ist, so kénnen bekanntlich der 
C? nicht nur einfach unendlich viele Polardreiecke, sondern auch 
3-fach unendlich viele Polarvierecke von K? eingeschrieben. werden; 
indessen pflegt man in der Regel nur die erste einfachere Thatsache 
zu benutzen. Es ist demnach klar, dass wir an dieser Stelle zuniichst 
den Satz 23. in’s Auge fassen miissen, Dass jede Curve 3. 0., welche 
durch ein Polar-5-Eck von K* geht, zu dieser Curve conjugirt ist, 
war evident; unser Satz lehrt auch, dass das Umgekehrte der Fall ist. 
Es ergiebt sich daher: 

24. Unsere C® ist zu einer Curve 3” Classe K* dann und nur 
dann conjugirt, wenn ihr einfach unendlich viele Polarfiinfecke von K®* 
eingeschrieben sind. 

Es wird sich nun darum handeln, ganz entsprechend eine 
geometrische Interpretation fiir die Thatsache zu gewinnen, dass eine 
Curve n' Classe (u® =) zu C* (a3 = 0) apolar ist, d. h. fiir das 
Stattfinden der Identitit: 


3 a—3 — 
6. = 0. 
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Wir haben zu diesem Zweck im Satze 22 g=1 zu setzen; es wird 
alsdann: 
r = 2p — 3n. 

amit die geometris ition mégli infach wird, muss p 
Damit die geometrische Definition méglichst einfach l, ) 
oder was dasselbe ist, r méglichst klein sein. Nun wird r = 0, wenn 

3n : . 9° : 

p= ->-, was, da p ganzzahlig sein muss, nur moéglich, wenn » eine 


gerade Zahl = 2yv. Es ist also dann: 


n=2yv, 
(40a) p= 3», 
f = 0. 
Ist » im Gegentheil eine ungerade Zahl, = 2v-+ 1, so kann 


r= 2p —6yv —3 auf den Werth 1 gebracht werden, indem man 
p=3v-+2 setzt. Dann ist also: 


n=2v+1, 
(40 b) p=3v+2, 
r=], 


Im ersten Fall giebt es auf C® nur 2 Polar-3v-Kcke (@, @,...@3,) 


(ee, ... @',) der apolaren K®”, Bilden dieselben #”-Functionen 
resp. vom Index @ und Q’, so ist nach 22b: 
e+e =0. 


Andrerseits ist aber: 
ty fy ++ + Oy =0, 
a) + a,’ + +++ + aye, 


mithin folgt: 


yp tty eee bay fey Paty Pe fy, 0. 
Es ergiebt sich also der Satz: 

25a. Hine Curve 2v" Classe K*” ist zu einer C® dann und nur 
dann apolar, wenn C® zwei Polar-3v-Ecke von K*” enthiilt. 

Ist dies der Fall, so bilden die 6v Punkte dieser 2 Polar-3v- 
Ecke ein vollstindiges Schnittpunktsystem. 

Im 2'" Fall (40b) giebt es auf C® einfach unendlich viele Polar- 
3v-—+ 2-Kcke der apolaren K*’+', Zu jedem Werthe von @ gehdrt 
niimlich eine und nur eine )"**, welche ein Polar-(3»-+-2)-Eck bildet. 
Aus 18a ergiebt sich, dass durch jeden Punkt von C®* eine Curve 
(v-+1) Ordnung geht, deren weitere Schnittpunkte ein Polar - (3 v + 2)- 
Eck formiren. Weiterhin folgt aber, dass jeder Punkt B der C* zwei 
verschiedenen #’+? der genannten Beschaffenheit angehért, deren 
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Indices @ und g’, deren Pankte @, ... @y42, resp. @,'... G@gy49 sein 

migen. Dann weiss man dass — g der Restpunkt von «@ .. . @349, 
“sale 

—@ der von @,’... @3,42 ist. Da nun 


e+e =B, 
B-—e—¢=0, 
so liegen die genannten Restpunkte mit 6 auf derselben Geraden. 
Im Ganzen haben wir also das folgende Resultat: 


25b. Hine Curve (2v + 1)” Classe K?*+" ist zu einer C® dann 
und nur dann apolar, wenn der C* einfach wnendlich viele Polar- 
(3v + 2)-Ecke von K eingeschrieben werden kinnen. 

Alsdann geht durch jeden Punkt der C® eine Curve (v+ 1) Ord- 
nung, deren weitere Schnittpunkte eins der genannten Polar-(3v + 2)- 
Ecke formiren. 

Jeder Punkt B der C® liisst sich ferner auf 2 Arten zu je einem 
Polar-(3v + 2)-Eck von K***" erginzen. Die beiden Restpunkte der 
so erhaltenen zwei Systeme von je (3v + 2) Punkten liegen mit B in 
gerader Linie. 

Nach diesen Beispielen , die ich fiir die Anwendung des Satzes 22 
gegeben habe, diirfte ein weiteres Eingehen auf specielle Fille nicht 
nothig sein. Um indessen die Fille, in denen g grosser als 1 ist, 
d. h. in denen mehrere apolare resp. conjugirte Curven betrachtet 
werden, nicht zu iibergehen, erwiihne ich noch die Siitze, die fiir 

g=2, n=3, p=6, 
g=3, n=3, p=T 
resultiren, 

26. Ist die Schaar (K,° K,°) zu C® conjugirt, so giebt es auf’ der 
letzteren Curve 3 gemeinschaftliche Polarsechsecke der Schaar. Die 
3.6 Punkte derselben bilden zusammen ein volistindiges Schnitt- 
punktsystem. 

27. Ist die 3-gliedrige Gruppe (K,°K,° K,°) zu C* conjugirt, so 
giebt es auf C* einfach unendlich viele gemeinschaftliche Polarsiebenecke 
der Gruppe. Jeder Punkt B gehirt 4 verschiedenen Polarsiebenecken 
an. Construirt man zu diesen 4 Systemen von je 7 Punkten die bei- 
geordneten Iteste, so haben die erhaltenen 4 Punkte wiederum den 
Punki B zum beigeordneten Rest. 

Interessant ist z. B. auch der Satz fir g=2, n=4, p=8. 

28. Ist die Schaar (K,'K,*) zu C*® apolar, so giebt es auf C* 
drei gemeinschaftliche Polarachtecke der Schaar. Die 3 Restpunkte 
dieser 3 Systeme von je 8 Punkten liegen auf einer Geraden. 








di 
Ww 
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§ 4. 
Die analoge Untersuchung fiir Curven 3‘ Ordnung mit Doppel- resp. 
Riickkehrpunkt. 


Es soll hier nur in méglichster Kiirze angedeutet werden, wie 
man die in den vorhergehenden Paragraphen fiir Curven vom Ge- 
schlechte 1 gewonnenen Resultate ganz analog fiir Curven 3. O. vom 
Geschlechte 0 herleiten kann. Wir betrachten zuerst eine ©* mit 
Doppelpunkt, welche dargestellt sei durch die Gleichungen: 

EX, = 9,(*), 
(40) EL, = Po(*), 
EX; = M; (2), 
wo 99,9, ganze Functionen 3'° Grades von « sind. Es giebt als- 


dann 2 Werthe «= 0, «= 0’, die nicht unendlich benachbart sind, 
und fiir welche die Gleichung 


P,(9) py (9) : py(0) = y, (8) : H, (8) : H(0") 
existirt, so dass eine Constante @ sich finden lisst, fiir welche: 
7, (0) = Ty, (9), 
(41) p,(9) = Wy, (9), 
9; (0) = TH; (0°). 


Ich unterwerfe nun a einer linearen Transformation vermége der 
Gleichungen: 


(42) . 


x—d 


—d 


> == mE, Pn dees 


_1l—mé ’ 
wo m eine zuniichst unbestimmte Grosse ist. Wir haben alsdann: 
(1 — m&)* (x) = (6), 


wo 7; eine ganze Function 3'" Grades von §& vorstellt. Es gehen nun 
die Gleichungen (40) iiber in die ganz gleichartigen: 


ea, = ¥, (6) = bi + by B+ bE + Os, 
(40a) E Ly = Yo (E) = by S* + by, 8? + by25 + by;, 

& Ly = Wy (E) = yg d® + 5? + O58 + dy, 
und da den Werthen 


resp. die Werthe 
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§ =(), — = 00 


entsprechen, ferner 


w; (8) 
gi (9) = [Ser ha. = (0) = bis, 


1 
- p;(&) »i(>) 2° (— 1) 
(0) = | ——___ == * te rene iy 
Pi ~ La—mbP je—~o | @—m)? |s-0  m 


ist, so erhilt man an Stelle der Gleichungen (41) 


(— 1) b 


bis == @ - nm 


10> 
(— 1° 
by» =@ mm boy, 


3 


b,, = © —s Do, 


oder, indem wir die bisher willkiirliche Grosse m gleich dem absoluten 
eat 
Werth von j/@ setzen: 


Dis + Oy) = 9, 
(41a) bo; + boo = 0, 


by; + bg = 0. 


Die Gleichungen (40a) geben eine Parameterdarstellung*) der ©*, von 
der wir weiterhin ausgehen wollen. Der Punkt mit dem Parameter §& 
soll auch als Punkt & bezeichnet werden. Dem Doppelpunkt entspricht 
das Parameterpaar 0, 0o und die Functionen 7; sind so beschaffen, 
dass das Product der Wurzeln von w,(§)=( den Werth 1 hat. 
Man wird hier leicht darauf gefiihrt, ein Analogon fiir die @,"-Func- 
tionen aufzustellen. Ich verfolge jedoch der Kiirze halber den Weg, 
der dazu hinleitet, nicht, sondern gebe sofort die folgende Definition: 

Unter einer D,"- Function verstehe ich eine ganze rationale Function 
ne” Grades von &, 


A,§*" + A,§"" iad + A, , 
deren Coefficienten der Gleichung: 
(42) A, — e(— 1)" A, = 0 
gentigen. 
Man sieht, dass demnach y; als D,*-Functionen anzusehen sind. 
Es ergiebt sich nun sofort: 


*) cfr. die Parameterdarstellung der Doppelpunktcurve bei Clebsch- 
Lindemann. Bad. Il, p. 586. 
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29, Sind a, @,...@, die Wurzeln einer Dg"- Function, so ist 
(43) : Oy. . + Oy =O 
und umgekehrt ist jede ganze Function, fiir deren Wurzeln die Gleichung 
(43) gilt, eine D,”- Function. 

Es folgt ferner: 

30. Jede ganze rationale Function n” Grades lisst sich als D* 
mit bestimmtem Index ansehen, ausser wenn sowohl 0, als oo zu thren 
Wurzeln gehort. 


In diesem Ausnahmefall kann der Function jeder Index zu- 
geschrieben werden. 


Ist nimlich die Function 
Ay&™ + AE" + +--+ An, 


so giebt die Gleichung (42) stets einen bestimmten Werth von @ (die 
Werthe 0 und oo eingeschlossen), ausser wenn sowohl A,, als A, Null 
ist. Dann hat aber die Function sowohl 0, als co zu Wurzeln und 
jeder Werth von @ geniigt der Gleichung (42). Man kénnte geneigt 
sein, diesen Fall fiir ausgeschlossen zu erkliiren, weil alsdann die 
Function in Folge von A, =O nur vom (m — 1) Grade sei. Doch 
wire dies ein wesentlicher Fehler, eine iiberfliissige Einschrinkung, 
weil wir dann bei den auftretenden Functionen stets untersuchen 
miissten, ob ihr erster Coefficient von Null verschieden ist oder nicht. 


Weiter ergiebt sich: 
31. Alle Do" bilden eine n-gliedrige Gruppe; 


denn sie werden aus der Gesammtheit aller ganzen Functionen 
n'” Grades durch die lineare Gleichung (42) ausgeschieden. 


Aus der Definitionsgleichung folgt sofort: | 

32. Das Product einer D? und einer Dé ist eine Dry. 

33. Ein lineares Aggregat von Dg"-Functionen ist eine Function 
derselben Art. 

Aus den letzten beiden Siitzen ersieht man, dass wenn [(#,2,%,)=0 
eine Curve n'*" Ordnung ist, 

f(H, Yo ¥s) 
eine D,°" vorstellt. Da aber 
£(Y1 %2 Ys) = 9 

die Parameter der Schnittpunkte der €* mit f= 0 giebt, so folgt: 


34, Sind «,a,... 3, die Parameter der Schnittpunkte einer Curve 
nr Ordnung mit der &*, so ist: 
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(44) @,@,...%,= 1, 
und umgekehrt: 

35. Gilt die Gleichung (44), so gehen durch a, ... es, stets wn- 
endlich viele Curven n‘” Ordnung hindurch; 

denn sind unter a, ...a3, nicht zu gleicher Zeit die Werthe 0 
und ce enthalten, so lege man durch @,...@3n-1 irgend eine der 
durchgehenden Curven n'** Ordnung. Dieselbe schneidet die ©* noch 
in dem Punkte a;,. Dann ist nach Satz 32: 

GQ, -. + Ugn-1 s\n = 1 
und da (44) gilt, ag, = an. 

Sind aber unter a@, ... @, die Werthe 0, oo gleichzeitig ver- 
treten, so ist die linke Seite von (44) thatsichlich unbestimmt und 
kann in Folge dessen auch als der Einheit gleich angesehen werden. 
Da aber 0, co denselben Punkt vorstellen, so ist von vornherein klar, 
dass durch die Punkte @ eine Curve »'* Ordnung gelegt werden kann. 

Um nun die geometrische Bedeutung der D,? festzustellen, beachte 
man zuniichst, dass der Punkt mit dem Parameter a eine Dj repri- 
sentirt und verfahre alsdann genau so, wie in § 3, indem man die 
Fille p= 3¢, p=3q+1, p=3q+2 unterscheidet. Wir brauchen 
indessen die Bedeutung der D,? nur fiir den Fall zu untersuchen, dass 
unter den Punkten derselben nicht gleichzeitig die Punkte 0 und co 
auftreten; denn wir wissen, dass p Punkte, welche diese gleichzeitig 
enthalten, allen Classen von D?-Functionen angehéren. Man findet 
nun sehr leicht, dass die Dj’ auf der ©* dieselbe Bedeutung hat, wie 
die %? auf der Curve dritter Ordnung vom Geschlechte 1. Es seien 
z. B. a... 3, die Punkte einer D,°%, dann ist 


Oy +. - Ug = @. 


Jede Curve, die durch @,@,... 39-1 geht, geht auch durch einen 
ganz bestimmten Punkt @;,. Es ist nun 


, , 
A) Oy wee &3 g—1 &39 3 ¢ = O&3q, 


, 
a, 2) eee 3 g—1 O3¢ = .; 
also 
, 
» Ase = OM3q. 


Ks ergiebt sich mithin, ganz entsprechend dem Satze 16, das folgende 
Resultat: 


36. Die 3q Punkte einer D.°* sind so beschaffen, dass wenn man 
zu irgend (3g — 1) von ihnen den Restpunkt a’, zu a’ und @ den Rest- 
punkt «”, schliesslich eu a” und dem Punkte 1 den Restpunkt construirt, 
dieser Letztere mit dem 3q'" Punkte identisch ist. 
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Ganz ebenso folgt: 


37. Jede D,'2** besteht aus (3q + 1) Punkten, die den Punkt 0 
zum beigeordneten Rest haben. 

38. Die (3q + 2) Punkte einer Dj'2** sind so beschaffen, dass 
ihr Restpunkt dritter Schnittpunkt von @1 mit der Curve ist. 

Es gelten ferner Bemerkungen, welche den unter Satz 18a und 19 
gemachten, ganz analog sind. 

Wenn nun g zu ©* apolare Curven mn" Classe gy, = 0... p, =0 
vorliegen, und wir uns die Aufgabe stellen, alle gemeinschaftliche 
Polar-p-Ecke derselben, die auf ©* gelegen sind, zu bestimmen, so 
kommt dieselbe hier, ganz analog wie oben, darauf hinaus, alle D,’- 
Functionen herzustellen, die mit jeder D°*\” zusammen je eine 


D,®" liefern, die einer bestimmten (3 — g)-gliedrigen Gruppe an- 
gehért. Etwas verallgemeinert wiirde diese Aufgabe folgendermassen 
lauten : 
q 
(2) 
sammen je eine #2+? einer bestimmten (p-++-q—g)-gliedrigen Gruppe 
bilden.“ 

Um diese Aufgabe zu lésen, braucht man nur Schritt fiir Schritt 
den Weg zu verfolgen, den wir in § 1 innegehalten haben. Wir 
wihlen auch hier (p + q) willkiirliche Gréssen 


»Hs sollen alle Dg? bestimmt werden, die mit jeder D zu- 


yg e+ + Ap, Appr. +. Aptg, 


welche so beschaffen sind, dass 


IT a; nicht bathed 


i==1 


i=p+q 
ist; wir setzen 
[J «a=s, [[ «=<, 
=1 i=p-+1 
i=p i=pt+¢ 
so dass 
Q= st, 
i==1 
i=pt+4q 


und bilden die Functionen: 


H; = (u — a) -++ (uw — a4) (w = =) (wu — @i41) +++ (U— @), 
i=—1.:.-- ~, 
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Z, = (U— Otpys) ++ + (U—a%y..1) (u _ 1) (wu — o41) +++ (—Op4o), 


ee ee 


Dy = (u — &) +++ (U — y-1) (w - a ) (6 — Outi) +++ (U— p44), 
ped-- ots. 
Wir beziehen nun alle D,”, Dpta resp, auf die Formen H;, Z;, Dy 


als Grundformen und setzen die fiir unser Problem nothwendigen 
Gleichungen an. Es ergeben sich alsdann genau dieselben Resultate, 
nur dass, wo friiher eine Summe von Parametern auftrat, hier ein 
Product von solchen an die Stelle tritt, eine Aenderung, die, wie wir 
gesehen haben, dasselbe geometrische Resultat producirt. Es erscheint 
daher iiberfliissig, die weitere Ausfiihrung, die wie gesagt, genau den- 
selben Weg einhiilt, hier niederzuschreiben. 

Ks eriibrigt aber noch, ein entsprechendes Verfahren fiir die Curve 
mit Riickkehrpunkt anzudeuten. Eine solche Curve kann stets durch 
die Gleichungen: 


éz, = 1, 
EL, = g, 
éx, = §° 


reprasentirt werden*). Die rechten Seiten sind cubische Functionen, 
in denen das Glied mit §? fehlt. Man kann umgekehrt, was hier der 
Kiirze halber tibergangen werden mag, leicht zeigen, dass auch die 
allgemeineren Gleichungen: 
EL, = DM, (8) = a9 F* + a, 8? + ayF + G3, 
(45) & Ly = Po(E) = yy E* + yy S? + AQF + ays, 
eX, = P(E) = AyoS* + ay, 8" + ay.§ + ay, 
stets eine Curve mit Riickkehrpunkt vorstellen, sobald nur 
(46) Ay = Ay, = Ay, = 0. 
Ich lege nun die Gleichungen (45), (46) der weiteren Untersuchung 
der Curve ©* zu Grunde und definire hier eine D," folgendermassen: 
» Unter einer Do" verstehe ich eine ganze Function ni Grades 


A,&" + A, E*™1 +--+ + An, 
fiir welche 


*) cfr. Clebsch-Lindemann, Bd, II, p. 592. 
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os Aye + A, =0 


Man sieht sofort, dass nun g;(&) eine D,° ist, und dass fiir die 
Wurzeln a, ... a, einer Do" die Gleichung gilt: 


Gay pe Femme. 
Die Analogie mit den ,"-Functionen ist hier also eine noch voll- 
kommenere, und es eriibrigt sich daher, die Consequenzen, die ganz 
ebenso wie oben aus der Definition gezogen werden kénnen, weiter 
zu verfolgen. Indem man denselben Weg einschliigt, tbersieht man 
sehr leicht, dass alle unsere Resultate auch fiir Curven mit Riickkehr- 
punkt erhalten bleiben. 


Ziirich, im September 1887. 








Ueber algebraische Beziehungen zwischen Integralen linearer 
Differentialgleichungen. 


Von 


Leo Koeniassercer in Heidelberg. 


Sei 
(1) y= py) poy) ++ Pay’ HF Pmy 
eine lineare Differentialgleichung m'‘*t Ordnung mit algebraischen Coefti- 
cienten; es soll die Frage erértert werden, ob ein Integral derselben 
eine algebraische Function eines anderen Integrales und der m — 2 
ersten Ableitungen von der Form 
(2) Yo = F(@, Ws Wy = ") 
sein kann, wenn y, nicht schon einer algebraischen Differential- 
gleichung von niederer Ordnung als der m' geniigen soll. 

Da bekanntlich in a Bezeichnungsweise 


1 
@) as — — — 
(3) Y bo my! — on, ! (1 1" 2)” we (x!)"* 
M+ 2 gt} + ¥Ny=* 
oF 


oF m— 
(Fe + WY “+ if i+ Foe + an (m—2) y\ ny" 





< (55, yy + a +-+:+ ~— 4 a) I 


oF | oF _o\" 
< (Sy, y,” +? yet» te eae of by y (mre ») x 


ist, so wird sich durch Einsetzen von y,, y,,..., y™, nachdem 
y,™, yr, ... vermdge (1) herausgeschafft sind, in die Differential- 
gleichung (1) eine Differentialgleichung m — 1'* Ordnung in y, er- 
geben, und diese muss der fiir y, gemachten Annahme gemiiss eine 
identische sein. Da aber in F die m — 1 Ableitung von y, nicht 
vorkommt, so werden die Coefficienten der mit der m — 1" Ableitung 
behafteten Posten der eben erwiihnten identischen Gleichung Be- 
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dingungen fiir die Function F(a, y,, y,, «+. y,"-*)) liefern, welche 
die Form derselben festzustellen gestatten werden. 

Werde z. B. verlangt, dass ein Integral eine algebraische Function 
eines anderen Integrales und der unabhingigen Variabeln sei, dass 
also die Gleichung (2) in 


(4) a= F(z, ¥;) 
iibergehe, so wird nach (3) 

F a ———— ee ae —_ - 
(5) % a mM! Mg! ... m,! ay” (21) ay 


y+ 2Nyf + ¥Ny HK 
tet mt me 7 


oF oF \" ©O yim wm No Ns 
(4 + a On, y) ‘egret Y; Y oan 


(x)"* 
> 
und diese Werthe in (1) eingesetzt liefern die identisch zu erfiillende 
Gleichung 
(6) see os 5. oe 
1: Mg++. M+ an" an”. . (m!) m 
Nb 2 Nef MR, =M 
Nyt 
oF 4 ae nm. @ ey 
<(% +i, v) ay,"*" pa, M1 


a yo 
>< (py) + +++ + Dmy)"™ 


p y. (m — 1)! 1 
=p, ee 


Mad! M!... %,—;! (1 1)" (2!)" ecban 1)""—! 





yf 2 Raf + (M—1) Ay p= m—1 


’ at ‘+21 
aF +32 my _ 7? (a—1)"™—1 
<(% u') yor” Jan 7 ee ae 


+h > totes + pak. 


Ist nun auf der linken Seite dieser Gleichung », = 1, so dass 
N= NM, = +++ = Nn-1 = 0 werden, so lautet der Coefficient von 
y,"— : p, ari ist dagegen m, = 0, so wird, wenn auf der linken 

‘Fi 
Seite y,“—") in einem Posten vorkommen soll, ”,,—; = 1 sein miissen 
und somit m,=1, n, =, =+-+=%2_=—%, = 0, so dass der 
Coefficient von y,@-? 
or + ory or 
m (5. ay 
wird; wir erhalten somit ftir den ponent von y,"-" auf der 
linken Seite der Gleichung (6) den Ausdruck 
er e@F .. 
Pr es (sea, + Oye v;’) 


Mathematische Annalen, XXXI. 15 
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bemerkt man nun aber, dass y,“"—) auf der rechten Seite der Gleichung 
(6) nur in der ersten Summe und zwar nur in der Combination 





Mm—-1 = 1, 0, = My ++ = M2 = 0 
vorkommt, also den Coefficienten p, a hat, so folgt durch Ver- 
gleichung der Coefficienten 
A 2 
daay, t dye 1 =O 
und daraus wieder vermége der obigen Annahme 
oF er 


isa J mm € 
/ Gaby, 9? Gye 
woraus sich 


(7) F(x, %) = cy, + Q(@) oder y, = cy, + Q(@) 

ergiebt, wenn c eine Constante und Q(z) eine algebraische Function 
von «x bedeutet; da aber in diesem Falle die gegebene Differential- 
gleichung m‘** Ordnung ein algebraisches Integral haben wiirde, und 
umgekehrt, wenn die Differentialgleichung ein solches Integral besitzt, 
die Verbindung (7) immer wieder ein Integral von (1) liefert, so er- 
halten wir den nachfolgenden Satz: 

In einer linearen homogenen Differentialgleichung ist dann und nur 
dann ein Fundamentalintegral y, eine algebraische Function eines anderen 
y, und der unabhingigen Variabeln — vorausgesetat dass dieses letztere 
nicht schon einer algebraischen Differentialgleichung niederer Ordnung 
Geniige leistet —, wenn die lineare Differentialgleichung ein algebraisches 
Integral 4 besitet, und zwar ist dann die Beziehung von der Form 

Y= Cy, + 1, 
wenn c eine Constante bedeutet ; 
daraus folgt, dass fiir eine irreductible lineare homogene Differential- 


gleichung nie eine algebraische Beziehung zwischen zwei Fundamental- 
integralen und der unabhdngigen Variabeln bestehen kann. 

Lassen wir nunmehr in die Beziehung (2) auch die Ableitungen 
eintreten, so wird die Frage schwieriger, aber auch interessanter, und 
ich will dieselbe hier fiir Differentialgleichungen 3'** Ordnung erledigen 


(8) y" = py" + Poy’ + Psy, 
fiir welche nach (2) die algebraische Beziehung stattfinden soll 
(9) ¥.—= F(a, Yi> %:)> 


wobei ich bemerke, dass die allgemeinere Annahme einer algebraischen 
Beziehung zwischen drei Fundamentalintegralen und deren Ableitungen 
in einer im Journal fiir Mathematik niichstens erscheinenden Arbeit 
wenigstens fiir irreductible Differentialgleichungen ihre Erledigung findet. 
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Fiir diesen Fall geht die Gleichung (6) tiber in: 


oF OF , OF _, OF 1 
(10) a + 3-5 Gato, ¥4+ 3 Faby" 4" +3 Daoye YW 


or 


or ” 
+6 THM +3 Fra +3 Geogr 


<n 
— oy, 


2 ” , or ’ 
+3 joebar (PMs + Pot + Psi) + Oye 41 " 


: or "2 ” oF oan or , we 
sil OE won +35, ny +3 57 WM ~ 
o OF ee @F 
+ 3 Syou H+ 35 non, Ys (D191 + Po’ + 5%) 


F ” - OF we 
+ a ( (rin” + pov’ + Path) + Goren”? 
+36", Oy? a “(Dis + Pots’ + P34) 
+ on. Cp. (yn + ods’ + P31) + Pos” + P31] 


or , ” , ° <i 
+. oy (Pi 4; + Pe; + Ds Y;) 


oe ar 9 : 9 OF Fr 
ne ee +2 teen a+? “ar "+5 ou" ne 
c fF “2 

+ 2- Bow rw + ir + Oy? Mi 


+5 4* (Din + Pt + ra) | 


teen torn) + pF, 


+ Po 


und somit, da y, nicht schon einer ete Differentialgleichung 
von niederer Ordnung als der 3'" geniigen sollte, durch Identificirung 
der Coefficienten von y,"*, y4)"%, 9741") UUs V7, YM = die 
nothwendig zu erfiillenden Beziehungen 


Or _ a ae. ee 
(11) om? a eer, * Saas 0, Oy oy, cama 0, P3 > oy 
ar i a 
(12) 3 - sei + 3 eee 2 +2 oT 0, 
Or or or 


r7>+3 oaF ee Pi Fy 09, tin dita 


Da wir die Annahme p, = 0 ausschliessen diirfen, weil dies auf 
den friiher erledigten Fall der Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
fiihrt, so folgt, wie man leicht sieht, aus den Gleichungen (11) und (12) 


 Gady oy 


(13) F(a, y.W)=fy tou th, 


15* 
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worin f,g, h algebraische Functionen von x bedeuten; setzt man nun 
diese Form in die Gleichung (10) ein, so ergeben sich durch Identi- 
ficirung der Coefficienten von y,", y,', y, und der freien Glieder die 
vier Bedingungsgleithungen 


(14) h” — p,h” —- p,h’ — p,h =0, 

(15) 3f' +39 +pf +p) f=9, 

(16) f" +39" + 2p,f' +p f—v,f" — 2p,9 =9, 
(17) 9” + 3psf' + ps f — p19" — pig’ = 0; 


' da nun die erste dieser Beziehungen aussagt, dass die vorgelegte lineare 
Differentialgleichung dritter Ordnung ein algebraisches Integral besitzt, 
so wird, wenn wir diesen Fall hier ausschliessen, weil er nachher im 
allgemeinen Falle zur Untersuchung kommt (fiir irreductible Differential- 
gleichungen kann er itiberhaupt nicht eintreten), h =O sein miissen, 
und somit (13) in 

(18) Y= + 9% 

iibergehen, worin f und g mit p,, p., p, durch die Gleichungen (15), 
(16), (17) verbunden sind, 

Wir finden somit, dass, wenn fiir eine lineare homogene Diffcrential- 
gleichung dritter Ordnung ein Fundamentalintegral eine algebraische 
Function eines anderen, welches nicht schon einer algebraischen Diffe- 
rentialgleichung niederer Ordnung geniigt, dessen erster Ableitung und 
der unabhidngigen Variabeln sein soli, diese Beziehung eine homogene 
lineare sein muss von der Form y, = fy, + gy,, worin f und g mit 
den Coefficienten p,, po, p, durch die Gleichungen (15), (16), (17) ver- 
bunden sind, wnd umgekehrt sieht man sofort, dass, wenn zwei algebraische 
Functionen f und g mit p,, po, py durch jene Gleichungen verbunden 
sind, auch stets eine solche Integralbeziehung stattfindet , 
wie sich unmittelbar durch Einsetzen von (18) in die Differential- 
gleichung (8) ergiebt. 

Um nun die Differentialgleichungen niher zu untersuchen, deren 
Coefficienten mit zwei algebraischen Functionen f und g durch die 
Gleichungen (15), (16), (17) verbunden sind, setze man den durch 
Integration von (15) gewonnenen Werth von 


(19) pif=¢— 3g — 3f 
in (16) und (17) ein, so erhailt man durch Integration dieser Glei- 
chungen die Werthe von p, und p, in der Form 


(20) pf? =¢, + 2eg — 39° + ef’ — 39f — 3g f— ff" —f”? 


und 


(21) pft=—e,+ eff +eg+ey—g—3fog —go' lf —ff9, 
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a 


und es handelt sich somit um die Untersuchung der Differential- 
gleichung 


(22) y'” = e—39g—3f y’ + Stieg— Se bef — sof — sg t— tf — fr" yf 








f 
+2 +efg tagt+teg—g —3fog —o"f—ff9 
f* 





Y, 


in welcher ¢, ¢,, ¢, willkiirliche Constante, f und g beliebige alyebraische 
Functionen von « sind. 

Einige Transformationen dieser Differentialgleichung, auf die ich 
hier nicht niher eingehen will, fiihrten zu dem Resultat, dass drei 
Fundamentalintegrale derselben sich in der Form darstellen 

c dz ¢c dz c dx 
(23) n= JG+s 9) 7 _ JG 9) 7 = JG 9) 7 


> 


worin @,, @, @, die 3 Lésungen der cubischen Gleichung 


F e 
(24) a? —a(c, + 5)—c, =0 
sind, wobei, wenn zwei oder drei Lésungen dieser Gleichung einander 
gleich werden, zu der Exponentialgrésse noch Factoren hinzutreten, 
die entweder algebraische Functionen oder Integrale solcher Functionen 
sind. Nun geniigt jedes dieser Integrale einer linearen homogenen 
Differentialgleichung 
dn c 1 

de ~(G te-9)F% 
wiirde also der fiir y, gestellten Bedingung, nicht schon das Integral 
einer algebraischen Differentialgleichung von niedrigerer Ordnung als 
der dritten zu sein, nicht geniigen, was jedoch fiir das Integral 

S(2+a-9)% J <+a.—9 4 <+a,—9 = 
me ° 4 4xe G Fadl i 


nicht der Fall ist. Umgekehrt sieht man auch sogleich, dass, wenn man 


) 1 JSG +a—g) SG ra-)% 
ie . 


(25) y= 


dz 
y= x, (< +a, — ‘+x,(<+a,—9) 


(£+-a—9) £2 
+ x,(< +«,—9) J . ? 
bildet, 

ko (S+a-0)% ' (2 +0») 22 
fy, ton—x(+e) 2% T+ m(f4a) 6 > 


+ «(2+ as) gate) T 


wird, und dass somit, da die rechte Seite wiederum ein Integral der 
Differentialgleichung (22) ist, welches wir mit y, bezeichnen wollen, sich 
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Y=fy +94; 
ergiebt, Wir erhalten daher den folgenden Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass fiir eine 
lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung ein F'undamental- 
integral eine algebraische Function eines anderen, das nicht schon einer 
algebraischen Differentialgleichung niederer Ordnung als der dritten ge- 
niigt, dessen erster Ableitung und der unabhidngigen Variabeln ist, ist 
die, dass dieselbe drei Fundamentalintegrale von der Form 

SIF GIF SGrenF 
besitzt, worin c eine Constante, f und g beliebige algebraische Functionen 
von x sind, und zwar hat dann jene Beziehung die Form 
¥.=fy +93 
eugleich folgt, dass irreductible Differentialgleichungen dritter Ordnung 
mie ein Integral als algebraische Function eines anderen, dessen Ab- 
leitung und der unabhingigen Variablen darzustellen gestatten. 


Heidelberg, im November 1887. 

















Ueber ausgezeichnete Untergruppen in der Gruppe der 
elliptischen Modulfunctionen.*) 
Von 
Rosert Fricke in Braunschweig. 
1. 
Die Integrale erster Gattung. 


Die &— ak —*) itberall endlichen Integrale der Curve s'** Ordnung 


(Vay + (Wi—W=1 


haben die allgemeine Form: 


(C,, X_, das) 


(1) Uabe(@) =| 2,°%,> 25° e202! + ea! +¢,2,°— ’ (a-+b+c=s—3), 


wobei die x; die Bedeutung haben: 
ni 
Wy i yt t, =VA:Vi—Are’. 
Aus der bekannten Wirkung der linearen @-Substitutionen auf 4 
berechnet man fiir die Wirkung derselben auf die obigen Integrale die 
beiden fundamentalen Formeln: 


_2b-+1)in 
(2) Uabe (a+ 1) =—e : Usac (@), 
(3) tare (— —) = — eda (@) + Uadee 


Hierbei ist %.,- eine Constante, niimlich der Werth von t,,.(@) 
fiir o = 0. Durch Wiederholung und Combination der Erzeugenden 
folgert man den Satz: 





*) Verallgemeinerung von Abschnitt I und II meiner Arbeit iiber die aus- 
gezeichneten Gruppen des Geschlechtes Eins. Math, Ann. Bd, XXX, pag, 845. 
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Ist es 5) eine der Bedingung 
@:B:y:0=1:0:0:1 (mod. 2) 
geniigende Substitution, so geht ta,.(@) von einer multiplicativen s‘ 
Einheitswurzel und einer additiven Constanten abgesehen in sich tiber: 


2mni 


ado wert) = e* Wade (@) +- Const. 


Bei beliebigen Substitutionen permutiren sich die Integrale im 
Allgemeinen zu je sechs, wieder von den eben genannten Dingen 
abgesehen. Nur wenn zwei der Zahlen a, b, c identisch sind, permu- 
tiren sich die « zu drei, und wenn alle drei Zahlen a, b,c gleich sind, 
hat man eine Function, die sich bei allen Substitutionen linear und 
ganz transformirt. Dann ist aber s durch 3 theilbar und man ist zur 
Function u(@) meiner cit. Arbeit zuriickgefiihrt. Sei demnach s der 
einfachen Ausdrucksweise wegen fortan eine Primzahl > 3, so gilt 
die Abzihlung : 

Die &-) 2-9) Functionen uare(@) theilen sich in L aor Tripel 
und oo NE—s) Systeme von je sechs Integralen, die sich bei w-Sub- 
stitutionen jedesmal innerhalb des einzelnen Systems permutiren. 

2. 
Bestimmung der Constanten «,;.. 


Aus Formel (3) folgt die Gleichheit von #4, und ta, 80 dass 
sich die sechs additiven Constanten eines Systems von sechs Integralen 


auf drei reduciren. Weiter folgt, indem man in (3) a=1 bez. =—1 
setzt und auf (2) Riicksicht nimmt: 
_ 2in(6+1) 2iz(c+1) 
Ware + € - teac fe * — . tecg =O, 
siae+s — 48040 
Uabe + € ¥ - Urac + € , . Urca = O- 


Eine der Constanten w,,- kénnen wir willkiirlich wihlen, ohne 
dadurch die Transformationsformeln der « zu stéren. Dadurch sind 
dann aber alle iibrigen bestimmt. Man setze 
— 2480+) 

s 


Uabc = 1l—e 


dann ergeben die soeben geschriebenen Gleichungen das Kesultat: 
— 2420+!) 


(4) Un =1l—e . 


? 


so dass die Fundamentalformeln die Gestalt annehmen 
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_ 201) ai 





Uarc (@+1) = —e —e 
(5) _2im(b+1) 


tase (— _)= — Ucha (@)-+ 1 —e . 


Fiir eine Substitution, die mod. 2 der Identitit congruent ist, 
folgt hieraus: 


Uare (sett) = 0" tare (@) + >)a:0'. 


Hierbei ist unter © eine primitive s‘* Einheitswurzel und unter 
der rechts geschriebenen Summe eine ganze complexe Zahl des Kreis- 
theilungskorpers s*" Grades verstanden. 

Jedem Ideale des genannten Kreistheilungskirpers kinnen wir durch 
Vermittlung der Function tay, eine Gruppe von w-Substitutionen ent- 

1 
sprechend setzen, deren Polygon nach dem Schema [<. . > 5 -| ver- 
eweigt ist. 

3. 
Die Integraltripel. 


Des niiheren verfolgen wir die Einzelheiten nur fiir die zur Prim- 
zahl s gehérigen Integraltripel. Ist somit b= ¢, so setze man ab- 
kiirzend tao, Usar, Usoa resp. gleich u,, w,, u, und schreibe 

aén(6-+1) 


e * =8, 


Daun fiihrt eine kurze Zwischenrechnung, wobei tbrigens die u; in 
neuer Weise durch einen gemeinsamen Factor normirt wurden, auf 
das Resultat: 


wu, (@+1) = — O-'u, (a), 


u,(@+1) = — O u,(o), 
6) ” (o-+1) = — 0-'4,(), 
Uy (—= = — u,(0)+1+0?+ 0!'+..-+ 9-3, 


Uy (— +) =— u,(a)+ 1, 
u;(— 2) =— uw, (o) + 14+ 07+ O14... +O, 


Die Wirkung einer beliebigen Substitution kénnen wir dann wieder 
durch die Theilnenner ihrer Kettenbruchentwicklung ausdriicken. Man 
habe unter der Voraussetzung 


ae:B:y:0=1:0:0:1 (mod, 2) 
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die eindeutige Entwicklung: 
«o+8 


A 2 
yoo 0 


1 
— . 1 


2a,, +o ’ 


so findet die einfachste Gleichung fiir uw, statt: 


(7) Uy (cot 8) _getat tein “Uy (a) 


yo+ dé 
s—1 2n . 
+>'o : > (- 1) [=e t= ¢ | ; 
i=0 k=0 
Hierbei bedeutet das Zeichen [=] die positive Einheit, falls m dureh 


s theilbar ist, sonst stets Null. 
Die linear transformirten w,(@) und u,(@) kann man in ihnlicher, 
nur etwas complicirterer Form durch die Theilnenner ausdriicken. 


4, 
Die Definition von Untergruppen. 


Alle Substitutionen, welche z. B. u, in die Form: 


aw -+ Bp . 
Uy eTs)= Uy (@) + > a;OF 

trausformiren, bilden eine Untergruppe G, vom Index 6s, deren Er- 
zeugende abgesehen von den mit @ = @ -++ 2s gleichberechtigten Sub- 
stitutionen die folgenden sind*): 
8) Vi(@)—=22t?, V,(@) = S-2*V, 8%, n=1,2,3 1 
(8) o(@) = so47° n(@) = yS", n=1,2,3...(s—1). 

In nebenstehender Figur ist der Fall s = 5 niher erliiutert, der 
ein vollig adiiquates Bild des allgemeinen 
Falles ist. Bezeichnet man auch im all- 
gemeinen Falle die Grenzkreise mit 

ir Jor ++ +s Gass 
so entsprechen einander vermége der G, 
die Kanten : 
J2i — Jat+s- 
Das Polygon der G, ist ausnahmslos nach 
oi." = : 

dem Schema [z, zs =| verzweigt, aber 
nicht reguliir. 

Hierneben setzen wir eine zweite Untergruppe [, von Substitutionen, 
die der Forderung: 





*) Mit einer Substitution wird auch ihre inverse als gegeben angeschen. 


‘ 
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0 (SOT 5) = (0) 


geniigen. [, ist dann Untergruppe von G,, aber in Bezug auf diese 
vom Index oo. 

Es muss nun von vornherein betont werden, dass diese T, noch 
keineswegs mit derjenigen Untergruppe vom Index oo zusammenfallt, die 
aus den mit @' = @ + 2s gleichberechtigten Substitutionen erzeugt wird. 
Diese letzte Gruppe, die ich kurz die Gruppe der zugehérigen Schwarz’- 
schen s-Function nenne, ist vielmehr Untergruppe der [, und in Bezug 
auf diese wieder vom Index co, wie man solches leicht aus der Higen- 
schaft der s-Function ableitet, dass sie sich fiir s > 3 bei Substitution 
von @ linear-gebrochen reproducirt.*) 

Den Spielraum zwischen G, und [, beherrschen wir vollstindig 
vermége der Function u,(@). In der That berechnet man fiir die 
Wirkung der Erzeugenden V;(@) auf wu, die Formel: 


(9) Uy (Vi(@)) = 4, (@) + (1-0) 0%, 
so dass fiir die Substitutionen der G,, falls man dieselben vermége 


der [, reducirt denkt, jede beliebige complexe Zahl XLa;,O' des vor- 
liegenden Zahlkorpers in 





s—1 


(10) Uy (25) = u, (@) + (I— ©) >'a,6 


vorkommt und jede auch nur einmal sich findet. 

Alle Substitutionen, fiir welche die in (10) erhaltenen ganzen 
Zahlen La;O0' die Individuen eines beliebigen dem Kreistheilungskirper 
s™ Grades angehirenden Ideals sind, bilden eine Untergruppe der G,, 
welche die [, in sich enthialt. Die so gewonnenen Uutergruppen 
erschipfen die Gesammtheit ihrer Art. Dieselben sind im Allgemeinen 
nicht innerhalb der Gesammtheit der linearen Substitutionen ausge- 
zeichnet, aber doch stets innerhalb derjenigen Congruenzgruppe zweiter 
Stufe, die man durch die Forderung 


@:B:y:0=1:0:0:1, =0:1:1:0 (mod. 2) 
festsetzt. Nennen wir die Norm des zur Definition einer einzelnen 


Untergruppe benutzten Ideals N, so ist der Index derselben beziiglich 
der Gesammtheit 6s N. 


*) Die Gruppe [, kénnte man auch im Anschluss an G, ohne erneute Be- 
nutzung von u%(@) definiren. In der That setze man: 
—1y-1 : 
Vv, 95 °%, ‘=U. V,U4¥, =F, ¥,0...¥a" Unread °°"? 


cab abc? 


so seien die Operationen U,,, U,,,--+[a, 6, ¢, d--+ == 0, 1, 2-++(s—1)] im Verein 
mit den mit wo’ = @-+ 2s gleichberechtigten Substitutionen zu Erzeugenden einer 


Gruppe gesetzt. Diese letztere wird dann [, sein, 
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5. 
Ausgezeichnete Untergruppen. 


Die im vorigen Paragraphen vermége eines bestimmten Ideals J 
gewonnene Untergruppe ist, falls sie nicht innerhalb der Gesammtheit 
ausgezeichnet ist, eine von drei gleichberechtigten Untergruppen. Die 
beiden andern werden gebildet bez. von den Substitutionen (“ 1) 
(¢ er) die so gewihlt sind, dass die ganzen Zahlen 2b;0' und 

? 
c;9' in: 


s-1 
uw (4, ote )=u(o) + O-- or) D70.8', 
(11) i=l 


s—l1 


ut. (S ote -) = ths ( u, (a) +- (O'-? — emt) D0 





wieder jenem Ideale J angehéren. So entsprechen der Gruppe G, 
zwei andere G,, G,, bei denen die eben besprochenen Zahlen iiber- 
haupt alle Individuen ihres Kérpers durchlaufen diirfen. Dabei stimmen 
die Polygone der G, und G, mit dem der G, bis auf die veriinderte 
Kantendeckung: 


(12) Joi—3 — Joi resp. Gi — GJits 
iiberein. 

So entsprechen ebenfalls der [, zwei andere Gruppen [, und [, 
und es ist besonders interessant noch diejenige ausgezeichnete Unter- 
gruppe T namhaft 2u machen, welche die gemeinsamen Substitutionen 
von [;, [,, [,; umfasst und somit durch die simultanen Forderungen 


= (<2 5) = u(0) (k—=1, 2, 3) 





definirt ist.*) 





*) Bezeichne ich fF als zur ganzen Zahl s gehirig genauer durch [) und 
lasse nun s alle Primzahlen durchlaufen, fiir welche ja [ zuniichst nur definirt 
ist, so erhalte ich eine unendliche Reihe von Untergruppen r®, r™, r@)..., 
Hier lege ich nun wieder besonderes Gewicht auf den Inbegriff aller Substitutionen, 
welche sich in jeder einzelnen der eben gekennzeichneten Gruppen r finden, 
Diese Substitutionen bilden eine ausgezeichnete Gruppe g vom Index », deren 


Polygon nach dem Schema [z. = =] verzweigt ist. Diese Gruppe g ist einer 


von dem Bisherigen unabhingigen Definition fihig im Anschluss an die Gruppe, 
welche jede Wurzel aus 4 und 1— 2 ungeiindert lisst. (Annalen XXVIII, p. 110). 
Die Erzeugenden von g lassen sich in ihnlicher Weise aus dieser letzteren Gruppe 
ableiten, wie solches zwischen G, und [, in der Anmerkung pag. 231 geschah, 
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Der Inbegriff derjenigen Substitutionen, welche auf u,, u,, Us 
simultan angewandt drei Zahlen Xa;O', Xb;0', Xe; O* erzeugen, die 
zugleich einem vorliegenden Ideale angehiren, bildet dann eine aus- 
gezeichnete Untergruppe von endlichem Index. Das Polygon dieser Gruppe 


ist nach dem Schema (=. > =| verzweigt und zugleich enthiilt die- 


selbe die vorbenannte Gruppe [ in sich. Es ist auch ersichtlich, dass 
man in solcher Weise zur Gesammtheit der Untergruppen dieser Art 
gelangt. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass man jede der gewonnenen 
ausgezeichneten Untergruppen auch durch ein einzelnes Integral z. B, 
u,(@) zu definiren vermag, falls nur die gedachte Untergruppe alle 
Substitutionen von [, in sich enthilt. So z. B. ist die einfachste hier 


iiberhaupt in Betracht kommende Gruppe G, nimlich die von Vi, 
V1i—aA, definirt entweder durch die Forderung: 
a,9 + a,0°?+---+a,.0"'=0 (mod. 1—6) 
oder dadurch, dass man verlangt, es sei zugleich: 
uw, (220) = u, () + (1-0) 0,6, 
uw, (S20) = u,(0) + (1-0) >)ai6', 
uw (S28) — u,(@) + (8-0-1) S'a8, 


ohne dabei den rechts auftretenden Zahlen Einschriinkungen aufzuerlegen. 








6. 
Schlussbemerkung. 


Alle im vorigen Paragraphen gewonnenen ausgezeichneten Unter- 
gruppen liegen zwischen G und [ in dem Sinne, dass sie alle in G 
enthalten sind, wihrend sie [ in sich enthalten, und wir haben zugleich 
die Gesammtheit dieser Gruppen charakterisirt. Indem wir uns des 
Ausdrucks bedienen, dass sie eine Mannigfaltigkeit von einer Dimen- 
sion bilden, haben wir zugleich das Resultat: 

Die Gesammtheit der ausgezeichneten Untergruppen, deren Polygone 
2 
8? 2s. 
Sinne eine Mannigfaltigkeit von mehr als einer Dimension. 


dem Verzweigungsschema H ’ | angehiren, bilden im obigen 


Man kénnte dann insbesondere diese Definition von g zu Grunde legen, um von 
da aus durch Zusatz der mit w’ = + 2s gleichberechtigten Substitutionen zur 


einzeluen [ fortzugehen. 
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Was wir oben kennen lernten, stellt uns nur die Projection der 
Gesammtmannigfaltigkeit auf eine ihrer Dimensionen dar, wobei sich 
z. B, die ausgezeichneten Congruenzgruppen der Stufe 2s sogar in 
die Congruenzgruppe 2'* Stufe vom Index 6 projiciren. 

Die weitere Aufgabe wiirde die sein, dass man zwischen [ und 
der Gruppe der s-Function [, die Reihe von Gruppen I, T,,P,... 01, F, 
zu bestimmen sucht, welche folgende drei EKigenschaften besitzen: 
Tr; ist Untergruppe von [;_,, [; ist in Bezug auf [;; vom Index ov, 
und es liasst sich zwischen [;_, und [; keine Gruppe [; einschieben, 
welche die beiden ersten Kigenschaften der Reihe nicht stéren wiirde. 


Camenz in Schlesien, im October 1887. 

















Sur la détermination d’une courbe algébrique par des points 
donnés. 


Par 


H. G. Zeurnen 4 Copenhague. 


La détermination d’une courbe algébrique par des points donnés 
se fait par des moyens assez simples pour la faire succéder, dans !’in- 
struction, immédiatement aux éléments de la géométrie analytique. 
Néanmoins la limitation exacte des théorémes et leur démonstration 
complete présentent des diffieultés tout particuliéres. D’un point de 
vue scientifique ces difficultés ont été surmontées depuis plus de quinze 
ans par M. Néther,*) qui a méme eu égard a la détermination par 
des points d’intersection confondus de deux courbes. Pour ce dernier 
cas M. Halphen**) a donné une nouvelle démonstration d’un théoreme 
fondamental dont les autres sont faciles & déduire, en le supposant 
connu dans le cas ot les points sont distincts entre eux. Plus tard 
M. Voss***) a donné une démonstration compléte du méme théoréme, 
et le cahier des Mathematische Annalen qui vient de paraitre en con- 
tient encore des démonstrations dues aux MM. Stickelberger7) et 
Néther.}+) La premiére démonstration de M. Néther a encore 
été rendue plus accessible par son éléve M. Bacharach,7}}}) qui a 
montré, en méme temps, les limitations des théorémes connus sur la 
détermination par des points auxquelles conduit le théoreme en question. 

Néanmoins je ne le trouve pas mal a propos de m’occuper ici de 
la méme matiére en traduisant et étendant un peu un article que je 


*) Math. Annalen t. VI, p. 352. — Voir aussi le mémoire de Brill et 
Néther dans les Math. Annalen t. VII, p. 269. Des démonstrations rigoureuses 
de théorémes plus isolés ont été données par M. Valentiner dans le Tidsskrift 
for Mathematik 1881. 

**) Bulletin de la Société Mathématique t, V. p. 160. 

***) Math. Annalen t. XXVII, p. 528, 
+) Math. Annalen t. XXX, p. 401. 
+t) Math. Annalen t, XXX, p. 410. 
ttt) Ueber Schnittpunktsysteme algebraischer Curven (these inaugurale), 
Erlangen 1881, et Math. Annalen t. XXVI1, p. 275. 
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vient de publier en danois dans le Tidsskrift for Mathematik.*) Je 
m’y occupe, non seulement du théoréme fondamental dont je viens de 
parler, mais en général de la détermination d’une courbe algébrique 
par des points donnés, En prenant le méme point de départ simple que 
les cours ordinaires sur la théorie des courbes algébriques, j’espére de con- 
tribuer, & cdté de M. Bacharach, 4 y faire pénétrer des formulations 
et des démonstrations complétes de théorémes d’une grande importance 
aussi pour la théorie des fonctions algébriques et de leurs intégrales. 
Croyant en méme temps qu'il a assez d’intérét scientifique de voir 
comment les théorémes en question dépendent logiquement du nombre 
des constantes de |’équation d’une courbe, du nombre des intersections 
de deux courbes et de la forme linéaire de |’équation qui exprime 
qu'une courbe passe par un point donné, je n’hésite pas a envoyer 
mon article au méme journal qui contient la plupart des démon- 
strations déja citées. 

Un des derniers cahiers de ce journal**) contient encore un article 
de M. Cayley sur la méme matiére. Le célébre auteur d’un théoreme 
trés important de cette théorie ne reconnait pas l’insuffisance du dé- 
nombrement ordinaire des constantes pour la démonirer; il doit par 
conséquent regarder comme superflus les efforts de l’assurer ultérieure- 
ment. Bien qu'un dénombrement de constantes fasse la base aussi de 
mes démonstrations, j’ai besoin de justifier, devant lui, la peine que 
leur composition m’a causée; car ce qui m’a causé la plus grande 
difficulté c’est la démonstration des vérités que M. Cayley regarde 
comme évidentes. Cette justification est le seul but des objections 
suivantes contre le travail d’un éminent savant dont j’admire le génie 
mathématique grace auquel, dans ses vastes recherches étendues sur 
toutes les mathématiques, il sait partout trouver des résultats justes 
et importants, méme od il n’applique pas aux démonstrations les mémes 
précautions dont je n’ose pas me dispenser. 

De son article je citerai avant tout le dénombrement, & la page 87, 
des constantes indéterminées que contient |’équation 


; on Py, + w,..0 Qn os Q, 


ot Pr, Qn, Lr—m, My» sont des polyndms en z et y des degrés indi- 
qués par les suffixes, P,, et QY, connus, L,_, et M,, inconnus. 
M. Cayley regarde comme évident que, dans le cas ot rom-+-n—3, 
le nombre des constantes est égal 4 la somme des nombres de coef- 
ficients de L,_», et M,_, moins un (& cause du facteur arbitraire que 
peut contenir |’équation); mais je ne vois pas comment on peut voir 
sans démonstration que la composition des polyndmes ne conduit 4 


*) Année 1887, p. 65. 
**) Math. Annalen t. XXX, p. 85. 
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aucune réduction du nombre des constantes. Une telle réduction aurait 
lieu si r >m+un— 1, 

A la méme page M. Cayley cite le théoréme suivant: si 
ensemble, A-+- B, de deux groupes de points, et un seul de ces 
groupes, A, sont formés de tous les points d’intersection de deux 
courbes, aussi le second groupe, B, contiendra tous les points d’inter- 
section de deux courbes. En appellant cette vérité théoréme, M. Cayley 
semble indiquer qu’elle a besoin d’une démonstration. Est-ce donc 
qu'il pense & celle de M. Nother? mais alors il reconnaitrait pour un 
théoréme qui peut étre une clef de tous les autres, l’insuffisance du 
dénombrement ordinaire. 

M. Cayley donne encore 4 la démonstration du théor’me qui 
porte son nom une portée plus petite que ne fait M. Bacharach, et que 
je ne le ferai dans ce qui suit. I] s’agit de démontrer (voir 4 la page 85) 
qu'une certaine courbe passant par mn — 0 points d’un certain groupe 
de mn points passera d’elle-méme par les autres, 0, points. M. Cayley 
démontre ,que cela aura lieu si les mn —0@ points donnent des déter- 
minations indépendantes entre elles; il indique un cas d’exception od 
cette indépendance n’a pas lieu et démontre qu’alors la courbe ne 
passera pas nécessairement par les 0 points; mais il ne démontre pas 
que cette exception est la seule qui soit possible, Si je ne me trompe 
pas, sa démonstration n’établit pas méme que les déterminations fournies 
par les mn — 0 points peuvent étre indépendantes entre elles. Que 
cela n’est pas évident a priori me semble résulter du fait que mn —d +1 
points du groupe ne donnent pas mn'— 0 + 1 déterminations indé- 
pendentes entre elles. 


‘ . n(n-+3 
1. Une courbe d’ordre sera déterminée par Sere) de ses 
points, si ces points sont indépendants entre eux, c’est a dire, si 
aucun des points donnés ne se trouve sur toute courbe d’ordre qui 
passe par les autres. 


En effet, l’équation de la courbe contient kate ko coefficients 


dont il suffit de connaitre les pieTs) rapports, et chaque point donné 


conduit & une équation du premier degré entre ces rapports, 

Pour donner aux applications de cette proposition une sfireté com- 
pléte il faut avoir des moyens de trouver le nombre de points indépen- 
dants entre eux que contient un groupe donné de points. 

2. Commengons par chercher le nombre de déterminations indépen- 
dantes entre elles d’une courbe gy, d’ordre m que contient la demande 
qu’elle doit passer par les mm points d’intersection d’une courbe donnée 
yn Vordre n avec une courbe donnée, Ym, d’ordre m. 

Mathematische Annalen. XXXI. 16 
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Nous commencerons par supposer que y,, soit irréductible, ou bien 
quelle ne soit pas composée de courbes d’ordre inférieur. En parlant 
de points d’intersection de deux courbes, nous supposerons toujours que 
les courbes ne coincident, ni en entier ni en partie. 

A) Si » < m, la courbe g, sera complétement déterminée par les 
mm points d’intersection, qui compteront par consequent pour siete) 
points donnés et indépendants entre eux. En effet, si m, restait encore 
indéterminée, on pourrait la faire passer encore par un nouveau point 
de Wn. Alors elle passerait par mm -+ 1 points de cette courbe, ce 
qui est impossible; car la courbe irréductible %,, ne peut faire partie 
de g, parce que »< m. II faut done que deux courbes yx, et np. 
dordre n(<m), qui ont les mémes points d’intersection avec wm, 
coincident entre elles. 

B) Six Sm nous désignerons par »m — & le nombre de déter- 
minations indépendantes entre elles de g, que fournissent les xm points 
dintersection de yz, et W,, ou bien nous supposerons qu’une courbe 
@, dordre n qui passe par nm — 2& de ces points, choisis convenable- 
ment, passe d’elle-méme par les x autres. 

Nous déterminerons x en cherchant le nombre de points dont il 
est besoin encore pour déterminer complétement p,. Si un de ces derniers 
points se trouve sur la courbe y,,, celle-ci passera par mn + 1 points 
de »,; étant irréductible elle fera partie de g,, qui sera composée 
delle et d’une courbe encore inconnue d’ordre » — m. La détermina- 
tion de cette courbe résidue, et par conséquent la détermination com- 
@=—a)e—eT) 


2 


plete de @,, demandera done encore points donnés. 


. ~ n(n+3 ; . L , 
En égalant a 2ers le nombre des points qui ont donné successive- 
5 2 Pp 


ment les déterminations indépendantes entre elles et complétes de g,, 
on trouve 
— —m+3 
Sets) = mn — £ +- 1 4 (n- =) ‘ 2A 
dod 
wen BAR S.. 
2 

Done: les nm points dintersection d’une courbe donnée x, d’ordre n 

avec une courbe donnée et irréductible &, dordre m fournissent, pour 


n < m, n(m+3) 





ad pour nSm, am — —)(e—*) déterminations 
? ~p >™, 2 


2 
indépendantes entre elles d’une courbe p, @ordre n qui doit passer par 
eux. Bien entendu, il ne suffit pas toujours, pour avoir ce nombre 
de déterminations, de faire passer la courbe g, par le méme nombre 
de points d’intersection choisis arbitrairement, mais il est toujours 
possible d’en faire un choix conforme au théoréme énoncé. 
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Comme on a pour » = m — 1 et pour n = m — 2 


nm — 





n(m+3) __ (m—1) (m—2) 
2 a 2 ’ 
toutes les deux régles sont applicables & ces deux cas. 


Corollaire. Une courbe irréductible d’ordre m a au plus (e-te-) 


points doubles. En effet, on peut toujours faire passer par les points 
doubles, dont nous désignerons le nombre par d, une courbe g, d’un 
ordre » assez élévé. Nous supposerons encore que » > m— 3. Au 
nombre des points d’intersection de , avec la courbe donnée appar- 
tiendront de nouveaux points coincidant avee les points doubles. Etant 
déterminés par les points d’intersection dornés leur nombre est au 


plus égal & S=He=) . 


3. Nous allons ensuite nous demander si le théoréme énoncé dans 
Je n° 2 pour le cas ot la courbe w, est irréductible est soumis 4 des 
exceptions dans le cas oi y,, est composée de courbes d’ordre inférieur. 

A cet effet il faut se rappeler que, dans la démonstration précé- 
dente, lirréductibilité de ~, sert & établir que la courbe entiére y,, 
fera partie de @, si l'on soumet cette courbe aux conditions de passer 
par les mn points donnés et par un nouveau point, P, de y,. Sup- 
posons maintenant que vm = Ym,* Um, soit composée, et que Wm, en 
soit une partie irréductible. Si le point P se trouve sur %m,, la con- 
dition que la courbe g, passe par lui, aura pour conséquence immédiate 
que Ym,, qu'elle rencontre en m,” -+- 1 points, en fera partie. L’autre 
partie de g, sera une courbe d’ordre m — m,, qui rencontre Pp, i 
tous ceux des m.m, points d’intersection donnés avec zy, oi ne passe 
pas déja la premitre partie %»,. Leur nombre sera plus grand que 
(n—m,)m, & l'exception du cas od tous les m,m, points d’intersection 
de Wm, et Wm, appartiennent au groupe donné de n. m points. 

On voit done qu’a l’exception du cas od la courbe donnée x, qui 
détermine ce groupe passe par tous les points d’intersection de Wp, et 
Um» Pn passera par plus de nm, points de Y»,. Si Wm, est irréductible 
elle fera donc partie de g,, elle aussi; si elle est composée, il faudra 
continuer la recherche de la méme manitre. 

On trouve ainsi que les résultats trouvés dans le n° 2 seront encore 
applicables & une courbe composce YW» s'il nen existe aucune décomposition 
en deux parties dont tous les points d’intersection appartiennent au groupe 
donné de mn points. . 

4. Nous allons ensuite nous occuper du cas d’exception signalé 
dans le n° précédent, en démontrant que le nombre de conditions 
indépendantes entre elles auxquelles on soumet une courbe 9, d’ordre n 
en la faisant passer par tous les points d’intersection des courbes données 

16* 
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dn Ct Um se diminuera d’une unité, si Wm est composée de deux courbes 
Wm, C6 Um, eb xn passe par tous leurs m,m, points d’intersection. Tl 
faut donc, quant a la détermination de m,, compter ici les mm points 


dintersection de yz, et Ym pour nm — ee 9 points, donnés, 


2 
au plus, sin > m— 3, et pour Aer) 1, au plus, si m << m. 


Nous nous contenterons, pour le moment, de prouver l’exactitude de 
ces valeurs limites; il se montrera ensuite, dans le n° suivant, qu’elles 
seront les valeurs effectives du nombre des déterminations dans tous 
les cas ot aucune décomposition ultérieure n’améne une répétition de 
la méme réduction. 

La proposition énoncée n’a aucun sens dans les cas od n < m, 
ou ” < ™,; parce que alors yz, coinciderait, en entier ou en partie, 
avec une partie de y,,, oude y,,. Il faut done supposer que n > m,, 
nm >m,. Nous commencerons aussi par supposer (dans les n’* 4—8) 
que les m,m, points d’intersection de Ym, et Wm, soient distincts 
entre eux. 

Commengons par attribuer a » une valeur assez grande pour rendre 
indépendantes entre elles les conditions que g, passe par les m,m, points 
d’intersection de Wm, et Ym,. Cela aura lieu, du moins, si n> m,m,—1, 
car une courbe composée de droites passant par m,m, — 1 des points 
d’intersection n’a pas besoin de passer par le dernier. En méme temps 
nous supposerons que » > m — 3. 

Pour une telle valeur de » les m,m, points peuvent appartenir 
aux points d’intersection indépendants entre eux de g,, soit avec %m,, 
soit avec Y»,. ll n’en restera done que 


(1g — 1) (my— 2) 


AVEC Wm,, et 
(mz — 1) (ma— 2) 
 -— Se ~ am, 


avec Wm,. Si aussi ces deux groupes de points sont indépendants l’un 
de l’autre, quant 4 la détermination de g,, le nombre total de ses 
intersections indépendantes entre elles avec la courbe composée y,, sera 
égal & la somme de m,m, et des deux derniers nombres, ou bien & 
ae (m— 1) (m—2) 7 | 

? 


nm 9 


mais n’ayant pas démontré la derniére indépendance supposée, nous 
avons établi seulement que le nombre trouvé est une valeur maxima 
du nombre des intersections indépendantes. 

Si, au contraire, l’ordre m, de la courbe donnée y,, et de la courbe 
cherchée g,, est trop petit pour qu'il soit permis de supposer a priori 
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l'indépendence entre eux des m,m, points d’intersection de y,,, et Wm, 
quant & la détermination de m,, on peut substituer & m, une valeur 
assez grande » =”, + ), et & Yn, une courbe x, composée de Yq, et 
de , droites rencontrant les deux courbes y,,, et Y», en des points 
distincts entre eux. 

Alors nous venons de voir que les points d’intersection de y, avec 


la courbe composée ¥,, donnent, au plus, mm — (w—1) (@—9) ai 


déterminations d’une courbe inconnue g, dordre nm; on peut donc 





encore la faire passer par van 5 ns points du plan, 


au moins. Si nous en plagons » —m-+1 sur une des droites qui 

font partie de y,, la courbe p, sera composée de cette droite et d’une 

(n—m) (n—m-+ 1) +1 
2 





courbe @,—, qu’on peut encore faire passer par 


points du plan. On peut en placer ~ — m sur une autre des droites 
qui font partie de z,, et on obtient alors une réduction semblable, En 
continuant on finira, si n, >m, par trouver qu'il est possible de faire 
passer une courbe g,, par tous les points d’intersection de y, avec la 


O—et) mets) +. 1 points 


arbitraires, au moins. Les points d’intersection de z, et ~», équivalent 
(m— 1) (m—2) 
2 

Si m, << m, on peut continuer la réduction que nous venons de 
décrire jusqu’a ce que nous parvenons & une courbe g,,, passant par 
les m? points d’intersection de 7, et des m— n, droites qui restent encore 
avec WY»: on peut la faire passer encore par 2 points arbitraires du 
plan (au moins), Si nous plagons un de ces points sur une des m—n, 
droites, celle-ci fera partie de m,. La courbe résidue, n’étant que de 
Yordre m—1 et devant passer par les m points d’intersection de 
chacune des droites qui restent encore, doit contenir toutes ces droites. 
Il ne restera encore qu’une courbe g,, d’ordre m, qui passe par tous les 
points d’intersection de Y,, avec Y,. Comme on peut la faire passer 
par un point arbitraire (au moins), les points d’intersection de g,, et 
mm +3) 

2 





courbe composée w,, et encore par 


donc, au plus, & n,m — — 1 déterminations, 


Ym n’en donnent que — 1 déterminations (au plus). 


Corollaire aux n° 3 et 4. A cdté des applications que nous allons 
faire dans Jes n° suivants des théorémes que nous venons de prouver, 
on peut s’en servir pour voir, si une courbe y,, d’ordre m & moins de 
@-—)@—9) 

2 
irréductible, si ses points doubles et ses autres points d’intersection 
avec une courbe zy, passant par les points doubles, donnent pour 


ha , et pour xn<m, sere déter- 


+ 1 points doubles est irréductible ou composée. %,, sera 


2 > m— 3, nm — 
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minations d’une courbe d’ordre » passant par eux, et elle sera com- 
posée si l’on n’obtient de cette fagon qu’un nombre plus petit de déter- 
minations. — Par exemple, une courbe irréductible du sixiéme ordre 
ne peut avoir tous les points d’intersection de deux courbes du troisiéme 
ordre pour points doubles. 

5. On peut déduire du n° 4 que, si n>m,, n>m,, une courbe 
gy. dordre n qui passe par les m,m, points @ intersection de Wm, et Vm, 
rencontrera une de ces courbes, Wn,, aux mémes (n —m,)m, points qu'une 
courbe On—m, @ ordre n — m,. 

Nous commencerons par supposer que les deux courbes Pp, et Ym, 
soient irréductibles. 

Selon le n° 4 on peut toujours assujétir une courbe d’ordre n qui 
passe par tous les points d’intersection de g, avec la courbe composée 
Um, - Um, % une nouvelle condition. Si on la fait passer par un nouveau, 
point de W,»,, elle contiendra toute cette courbe. La courbe résidue 
On—m, ne pourra contenir y,,, dans le cas oi nm << m, + m,, et dans 
le cas ol Sm, + m, on peut éviter qu'elle ne contienne ~,,. En 
effet, m, a dans ce cas selon le n° 4, au plus, 


n (m, +m,) -— (mim ee a | 


points d’intersection indépendants entre eux avec la courbe composée. 


(m,— 1) (m,— 2) 
myn — —t— St 
an - 
de ces points sont nécessaires pour déterminer tous les poiuts d’inter- 
section avec w,,. Il reste done (au plus) 
(m_— 1) (mg—2) 

9 


= 


m,(n—m,) — 


points pour déterminer les points d’intersection avec w%m,, qui ne se 
trouvent pas sur ~,,. Selon le n® 2 il est possible de faire passer par 
ces points une courbe @,—, d’ordre m — m, qui ne contient pas Y»,. 
La courbe composée de wp, et Qn—m, Sera une courbe d’ordre » qui 
passe par tous les points d’intersection indépendants entre eux de 
@n et Wn: Elle passera done par tous les points d’intersection de ces 
deux courbes. 

La courbe @,—m, est indépendante des points d’intersection de @, avec 
Wm,» car si l’on commence par donner ceux-ci et y ajoute un nouveau 
point de y,,, on obtiendra une courbe composée de w,,, et d’une courbe 
entitrement indéterminée d’ordre » — m,. On voit de cette fagon 
que les valeurs maximae du nombre des points d’intersection indépendants 
entre eux de g, et de la courbe composée W,»,- Wm, sont les valeurs 
effectives de ce nombre. Cela résulte pour » > m, + m, — 3 de la 
décomposition précédente du nombre total des points d’intersection 
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indépendauts entre eux avec la courbe composée. Pour n < m, + m, 
on le voit par la décomposition suivante 


m(n+3) _ 4 





(m,—1) (m, — 2) - (n — m,) (n— m,+3) : 


» 


= nm, — 


Notre démonstration du théoréme général est pour n 5 m, + m, 
encore applicable au cas, ot la courbe yp, est composée; mais le 
nombre d’intersections indépendantes se diminuera si g, doit passer 
par tous les points d’intersection de ses parties. Pour » < m, + m, 
il faut se demander, dans le cas ot y,, est composée de deux courbes 
Vm &t Um, Sl @n—m, n’en contiendra pas lune, par exemple y,,,’. 
Comme @Qn—m, doit passer par tous les (n—®m,)m,” points d’intersection 
de Qn avec Wm", cela ne sera possible que dans le cas od g, passe 
par tous les m,'m," points d’intersection de pp, et Yn,”. Alors la 
courbe @n—m, ue sera pas déterminée par ses points d’intersection avec 
Ym, et Yon peut par conséquent éviter que g, ne contienne aucune 
des deux parties. 

Si Wm, est composée de deux courbes yy», et Wm,", cette circon- 
stance n’aura aucune influence sur notre démonstration que dans le 
cas ol @, passe par tous leurs m,'+m,” points d’intersection. Alors 
on peut faire passer par les points d’intersection de gp, avec %, et 
Wm, une courbe d’ordre m composée de y,,, qu’on peut supposer irré- 
ductible, et d’une courbe d’ordre n — m,’. En substituant cette derniére 
courbe & m, — et en continuant de la méme maniére si y,, n'est pas 
irréductible — on trouve que les points d’intersection avec », se 
trouvent sur une courbe d’ordre » — m,’ — m,” c’est a dire d’ordre 
nm — M,. 

6. On peut déduire des résultats trouvés dans les n° 4 et 5 le 
nombre de déterminations indépendantes entre elles d’une courbe d’ordre 
n quon obtient en la faisant passer par les m,m, points d’intersection 
de deux courbes Wm, ct Wm, des ordres m, et m,. Nous supposons 
toujours que ces points d’intersection soient distincts entre eux, et que 
n>Mm,, n> My. 

Si n> m,-+-m, —3, il ne sera pas possible de choisir arbitrairement 





plus de m,(n—m,) — (a 1) (8) de ses autres points d’intersection 


avec la courbe Wm,; car ces m,(m%—m,) points doivent se trouver sur 
une courbe d’ordre » — m, et »— m, > m, — 3. Il en résulte que 
les conditions de passer par les m,m, points d’intersection de y,., et 
Wm, sont indépendantes entre elles (voir les n®* 2 et 3). 

Si » < m, + m,, le nombre des points d’intersection indépendants 
avec WY», qui n’appartiennent pas au groupe qui nous occupe sera égal a 


(n—m,) (n— m,+3) : 
2 
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Les conditions de passer par les m,m, points d’intersection de Y,, et 
Ym, comptent done pour 





(m—m,) (N—m,+3) __ (mp—1) (m_—2) 
2 2 : 


nm, — 
ou bien pour 
Qy-b—8—1) (rtm — 8—2) 
» 
déterminations indépendantes entre elles. (Théoreme de Cayley). 

7. La démonstration du n° 5 conduit & wne représentation analytique 
d’une courbe d’ordre n, Yn, qui passe par les m,m, points d’intersection 
de Wm, et Um. En effet, nous avons vu qu'il passe une courbe d’ordre 
m composée de Y», et d'une courbe @,—», d’ordre n — m, par les points 
dintersection de g, avec %»,. Le faisceau déterminé par gy, et par 
la courbe composée Y»,+.Qn2—m, contiendra une courbe passant par un 
nouveau point de y,,. Cette courbe sera composée de pp, et d'une 
courbe 2,—m, d’ordre » — m,. Il en résulte que l’équation de g, aura 
la forme suivante 


Vm, * Qn—m, + Vg * Ln—m, = 0, 
ou qu’on aura identiquement 


DP. = Wm, On m + Wing En—my » 

8. Les théorémes précédents nous permettent de trowver le nombre 
de déterminations indépendantes entre elles qwon obtient Mune courbe 
gx d’ordre n en la faisant passer par un groupe donné de points. 

Nous commencerons par supposer que ces points ne déterminent 
complétement ni la courbe entiére ui une partie delle, ou bien qu’on 
puisse faire passer par le groupe des courbes d’ordre », ou méme 
dordres inférieurs & , qui ne coincident entre elles ni entitrement ni 
en partie. Le groupe fera alors partie du groupe des m,m, points 
d’intersection de deux courbes Wm, et Wm, dont les ordres m, et m, satis- 
font aux conditions m, =n, m, <n. Nous supposerons encore que les 
m,m, points de ce groupe soient distincts entre eux. 

I. Si » > m, + m, — 3 tous les m,m, points dintersection 
donneront des déterminations indépendantes entre elles de la courbe 
@n, ce que nous avons vu dans le n° 6. Liindépendance des déter- 
minations fournies par une partie de ces points en est une conséquence 
immédiate. 

Il. Si n=m, +m, — 3, les m,m, points d’intersection ne 
donneront que m,m,—1 déterminations de o,, ce qui résulte du 
théoreme de Cayley. II] nous reste de démontrer que ces détermina- 
tions peuvent étre obtenues par un choix quelconque de m,m,— 1 
des points, ou bien qu’un groupe quelconque qui ne contient pas tous 
les points d’intersection fournit des déterminations indépendantes entre elles. 
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A cet effet nous ferons passer par les m,m, points d’intersection 
une courbe d’ordre m, ++ m, — 2 composée d’une droite 4 passant par 
un point d’intersection quelconque, Q, et d’une courbe ¢, par les autres 
m,m, — 1. Nous désignerons par (P) le groupe formé de ces derniers 
points. Les m,(m,—2) points, oila courbe composée de ¢, et de 4 rencontre 
encore WY», se trouveront, selon le n° 5, sur une courbe @»,~2 d’ordre 
m,— 2. Comme m,— 1 de ces points se trouvent sur la droite A, 
Qm,—2 Sera composée de celle-ci et d’une courbe d’ordre m, — 3. Les 
m,(m,—2) points en question sont 1° les m, — 1 points d’intersection 
de 4 différents de Q, et 2° les m,(m,—3) + 1 points d’intersection 
de g, différents des points (P). Le point Q, qui est un point d’inter- 
section de 4 sans appartenir aux premiers de ces points, doit appartenir 
aux derniers. La courbe g, qu’on a fait passer par les m,m, — 1 
points (P) passera donc d’elle-méme par le point Q, et le groupe (P) 
fournira autant de déterminations que tous les points d’intersection. 

III. Si n < m, + m, — 3, nous désignerons le groupe & étudier 
par (P), le nombre des points de ce groupe qui fournissent des déter- 
minations de g, indépendentes entre elles par k, et par 1 le nombre 
des autres points du groupe — par lesquels passera d’elle méme toute 
courbe d’ordre » assujétie & passer par les k autres —. Nous désignerons 
encore par (Q) le groupe des m,m,—k—J autres points d’inter- 
section de Py, et Ym,. 

Selon le n® 6 on peut faire passer une courbe g, par les k + 1 
points (P) et par 
{my -+ m,— n — 1) (mite ee ha 


m,mM, — 


des points (Q), sans qu'elle passe par tous ces derniers points. II est 
possible de faire passer une courbe fm,4m,—n—s par les autres 





(m+ m,— m — 1) (am, -+ m,—n— 2) 
1 2 ; 1 : Po l bE 1 


points (Q) et par 7 — 1 points arbitraires du plan. En effet, il suffit 
de faire passer Ja courbe, qui dépend de 


(m+ m_—n) (m,-+-m, — n—3) 
2 





~ 


conditions par les points que nous venons d’indiquer & un des points 
(Q) prés; car la courbe composée Mx + m,+m—n—s, qui est de l’ordre 
m,-—+ m,— 3 passera alors — selon ce que nous venons de démontrer — 
d’elle-eméme par ce dernier point. Comme g, ne passe pas, en tout 
cas, par tous les points (Q), on obtiendra en choisissant pour dernier 
point un ov elle ne passe pas que #m,+m—n—3 Y passe. 

Le choix des points (Q) par lesquels on a fait passer la courbe 
gn étant arbitraire, on voit qu’aussi une combinaison quelconque de 
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(m, + mg — m) (my My—N— 3) 1+2 


2 


points (Q) se trouvent sur une courbe d’ordre m, + m, — n — 3 qui 
passe encore par 1 — 1 points fixes et arbitraires. Si pour une de ces 
combinaisons on obtient de cette fagon une détermination complete de 
Um,+m,—n—3, OX trouvera, en substituant successivement au dernier point 
Q superflu & cette détermination ceux qui n’appartiennent pas a cette 
combinaison, que la méme courbe passe par tous les points du groupe 
(Q). Si aucune combinaison ne conduisait 4 la détermination complete 
de g,, il existerait méme une infinité de courbes fm,+m—n—3 passant 
par les points (Q) et 1 — 1 points donnés; mais en démontrant aprés 
que la condition nécessaire, que nous allons énoncer, est aussi suffisante, 
nous verrons que cela ne peut avoir lieu. 

Quoiqu il en soit, nous avons démontré que dans le cas ow dans 
un groupe (P) qui fait partie des m,m, points d’intersection de deux 
courbes d’ordre m, et m, il existe | points qui se trowvent sur toute 
courbe d’ordre n qui passe par les autres points (P), il sera possible 
de faire passer une courbe d’ordre m, +.m, — n — 3 par les points 
d’intersection (Q) qui n’appartiennent pas au groupe (P) et par 1—1 
points arbitraires du plan. 

Nous allons démontrer qu’inversement si une courbe d’ordre 
m, + m, —  — 3 passe par le groupe (Q) et | — 1 points fixes, | des 
points (P) se trouveront sur toute courbe d’ordre n qui passe par les 
autres points (P). 

On le verra en faisant toujours passer par le groupe complet de points 
d'intersection (P) + (@Q) une courbe d’ordre m, + m, — 3 composée 
@une courbe Y»,4m,—n-3 dordre m, + m, —n— 3 et d'une courbe x, 
d’ordre nm. On peut faire passer la premiére par les points (Q) et 1—1 
des points (P) dont nous désignerons toujours le nombre par k +- 1. 
Son ordre étant plus petit que m, et m,, elle ne passera pas par tous 
les points (P). Pour faire passer la courbe y, par les k +1 des 
points (P) qui n’ont pas servi 4 la détermination de Ym,4m,—n-s, il 
suffit done de la faire passer par k de ces points. Le choix des /—1 
points (P) étant arbitraire on trouve qu’aucune combinaison de k +- 1 
points (P) ne donne plus de & déterminations d’une courbe d’ordre n 
passant par eux. Il en résulte que la demande que: la courbe , passe 
par tous les points (P) ne contient que k& conditions indépendantes 
eutre elles, ou bien qu’une courbe g, qui passe par un nombre de k 
points (P), convenablement choisis, passera d’elle méme par les / autres. 

Si en particulier m, =m, une courbe d’ordre m, — 3 passera par 
le groupe (Q) et 1 — 1 points arbitraires dans le cas ot toute courbe 
d’ordre » passant par & points du groupe (P) passera d’elle-méme par 
les / autres. — 
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Au moyen du critére que nous venons de trouver on peut, dans 
tous les cas ot le groupe (P) se trouve sur deux courbes entiérement 
différentes dont les ordres m, et m, sont au plus égaux & m, réduire 
la question de Yindépendance des déterminations d’une courbe d’ordre 
que donnent les points (P) a celle des dépendances entre elles des 
déterminations d’une courbe d’ordre m, -+- m,— mm — 3 que donnent 
les points d’un autre groupe (@). La réduction est réelle parce que 
ce dernier ordre est plus petit que m, et s'il est besoin d’appliquer de 
nouveau Je méme critére, et ainsi de suite, on finira par avoir un 
ordre assez bas pour conduire & un résultat connu; mais ordinairement 
on est conduit assez vite 4 un groupe (Q), auquel on ne peut immé- 
diatement appliquer le critére. 

Cela arrive pour un groupe donné (P) dans le cas od toutes les 
courbes d’ordre m passant par le groupe contiennent une partie com- 
mune d’un ordre r qui est <—m. Une fois découverte, cette circon- 
stance facilitera essentiellement la recherche parce que aprés cela on 
n’aura 4 s’occuper que de la détermination d’une courbe d’ordre n — 1; 
il faut seulement éviter de négliger ce cas en regardant comme entiére- 
ment différentes deux courbes d’ordre », ou d’ordres moins élévés m, 
et m,, qui ont une partie commune. Pour éviter cette erreur il faut 
avoir attention aux points du groupe qui se trouvent sur des courbes 
d’ordre r, inférieur ou égal & n, et dont le nombre suffirait pour faire 
de ces courbes des branches de toutes les courbes d’ordre m passant 
par eux, ou, du moins, des deux courbes ym, et HY», dont on va se 
servir. Alors, avant de faire usage ‘du critére, il faudra s’assurer qu'il 
existe entre ces points des dépendances suffisant & réduire le nombre 
des déterminations obtenues par eux autant qu'il devienne certain que 
Wm, et Um, n’aient aucune partie commune. Dans cette recherche on 
pourra avoir occasion & appliquer le critére & un groupe qui est plus 
petit que le groupe donné et a des courbes des ordres m, et m,. 

Pour faciliter ces recherches i] sera commode de connaitre la valeur 
minima du nombre des points d’un groupe (P) qui ne donnent pas des 
déterminations indépendantes entre elles d’une courbe p,. Commengons 
par supposer qu'il soit possible de faire passer par (P) des courbes 9, 
qui n’ont aucune partie commune, et prenons deux de ces courbes 
pour Ym, et Wp»,. Alors ces courbes se rencontreront encore en un 
groupe de points (Q) qui se trouvent sur une courbe d’ordre n — 3. 
Le nombre des points (P) devant avoir une valeur minima, il faut 
que le groupe (Q) contienne autant de points que possible ou bien 
tous les n(n — 3) points d’intersection avec la courbe d’ordre n — 3. 
Alors les points (P) se trouveront selon le no. 5 sur une courbe du 
3™° ordre et un de ces points sera déterminé par les autres, la valeur 
de / étant évidemment égale a 1. 








248 H. G. Zeuruen. 


Il n’existera aucune dépendance entre des nombres plus petits de 
points que dans les cas ot toutes les courbes d’ordre » passant par 
eux ont une partie commune, qui doit étre alors d’ordre 1 ou 2. Ces 
dépendances n’auront lieu que dans les cas ot m+ 1 points donnés 
se trouvent sur une droite, ou 2” -+ 1 sur une conique. A J’exception 
de ces deux cas, 3m — 1 points donnés donneront toujours 3n — 1 
déterminations indépendantes entre elles d’une courbe d’ordre n. 

9. Nous avons supposé jusqu’d présent que tous les m,, m, points 
d’intersection des courbes que nous avons appelées yp, et y,,, soient 
distincts entre eux. En abandonnant ici cette supposition, nous 
supposerons toujours qu’il n’existe aucune courbe entiére faisant partie 
& la fois de Wn, et de m,. 

Il faut définir la demande qu’une courbe g, passe par tous les 
points d’intersection de deux courbes données qui se confondent en un 
seul point. Nous obtiendrons 4 la fois une définition préalable de 
cette demande et l’extension des théoremes précédents en regardant 
ce cas comme un cas limite. 

Supposons que la coincidence de points d’intersection de y,, et 
Ym, ait lieu & Yorigine des coordonnées, et substituons dans yp, x-+-h 
i w Alors cette derniére courbe se sera déplacée d’une quantité h, 
que nous supposerons aussi petite qu'il en sera besoin, et les points 
Wintersection confondus a l’origine, dont nous appellerons le nombre r, 
seront remplacés par r points distincts. Leurs coordonnées, étant des 
fonctions algébriques de h qui convergent & zéro en méme temps que h, 
peuvent étre développées en séries convergentes suivant des puissances 
de h & des exposants positifs et ascendants. En substituant ces séries 
a a et y dans Véquation g(x,y) =—0, on obtient les r équations 
linéaires entre les coefficients de m, qui expriment que cette courbe 
passe par les r points, 

Si les valeurs de n, m, et m, sont données, r pourra avoir, selon 
les théorémes précédents, une valeur si grande que les r équations 
ne sont indépendantes entre elles pour aucune valeur deh. De l'autre 
coté, sir est donné, on pourra toujours attribuer 4» une valeur assez 
grande pour assurer l’indépendance des équations; selon le n° précé- 
dent on lobtiendra, du moins, pourn>r—1. A présent il s’agit 
seulement d’établir qw’il est possible de substituer aux ¢quations qui 
restent indépendantes entre elles pour des valeurs finies de h le méme 
nombre d équations qui restent indépendantes entre elles pour h = 0. 

En effet, comme tous les points coincident avec l’origine pour 
h=0O, le terme indépendant de h, dans toutes les équations qu’on 
obtient immédiatement par la substitution des séries, doit étre le 
terme a, indépendant de x et y dans |’équation de la courbe g,. Il 
faut garder une de ces équations, qui se réduit 4 a = 0 pour h = 0, 
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et former par soustraction r — 1 autres équations. En les divisant 
par les puissances de h les moins élevées qu’elles contiennent, on 
obtiendra r — 1 équations, qui se réduisent pour h = 0 a des équations 
linéaires entre les coefficients de m,. Sil existe une relation linéaire 
entre les premiers membres de ces équations et a, ou entre une partie 
de ces quantités, on obtiendra, en les y remplacant par les premiers 
membres des équations qui contiennent encore le facteur h, une nouvelle 
équation ayant pour facteur une puissance de h, si elle ne se réduit pas, 
elle-aussi, & une identité. En éloignant, dans le premier cas, la puissance 
de h on aura une nouvelle équation qui se réduit pour h =O & une 
équation linéaire entre les coefficients de g,. En continuant de cette 
maniére on aura toujours 4 sa disposition le moyen de remplacer une 
équation qu’on a trouvée pour h =O entre les coefficients de gp, et 
qui dépend des autres par une nouvelle équation, 4 moins que la 
méme dépendance n’ait lieu entre les équations correspondantes en h. 
Si en continuant ce procédé & linfini on n’obtiendra jamais qu'une 
équation dépendant des autres, |'équation correspondante en h sera 
formée par des combinaisons linéaires des r équations données en h 
et par un nombre infini de divisions par des puissances de h & des 
exposants finis. On voit donc qu’en gardant ces facteurs on pourrait 
déduire des équations données en h une équation commengant par 
une puissance de h & exposant infini, ou bien une identité. A toute 
dépendance impossible a éloigner entre les équations qu’on obtient pour 
h == 0 correspondra done une dépendance entre les équations données 
en h, , 

On voit ainsi que les conditions que la courbe g, passe par r 
points d’intersection coincidents de Hm, et Um, s’expriment par r équa- 
tions linéaires dans ses coefficients, et que ces équations seront indé- 
pendantes entre elles pour des valeurs assez grandes de m, du moins 
pour »>*r—1. Deux courbes g, et x, qui satisfont & ces condi- 
tions, étant les limites de deux courbes dont r points d’intersection 
tendent & coincider, auront yr points d’intersection confondus. La 
(détermination de @, par ¢ points confondus jouit donc de toutes les 
propriétés de la détermination par 7 points distincts dont nous avons 
fait usage dans les démonstrations précédentes. Donec aussi les résultats, 
que nous avons trouvés, seront applicables aux cas od les courbes #,», et 
Um, ont des points d’intersection confondus. 

10. Dans notre définition des conditions de passer par r points 
dintersection coincidents nous avons choisi une maniére entiérement 
déterminée pour regarder ce cas comme une limite. On peut done 
se demander si en la remplacant par une autre on trouvera néanmoins 
le méme systéme d’équations pour exprimer ces conditions. Au lieu 
de démontrer que cela a lieu, nous nous servirons de l'identité trouvée 
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dans le n° 7, et étendue dans le n° précédent au cas dont nous nous 
occupons, pour remplacer la définition de ces conditions par une autre, 
Liidentité 
Pn = Vm, On—m, + Vm, On—m, 
a lieu dans tous les cas ot la courbe », passe par tous les points 
dintersection des courbes Wp, et Ym. Elle en est done une condition 
nécessaire. Dans les cas of Jes points d’intersection de y», et Ym, sont 
distincts entre eux il est évident quelle en est aussi une condition 
suffisante. On trouvera donc les équations qui expriment que g, passe 
par tous les points d’intersection, en éliminant les coefficients de @,—m, 
et Qn—m, des équations, linéaires en ces coefficients et en ceux de gp, 


qui expriment l’identité. Ces rer) équations sont indépen- 
dentes entre elles, parce que chaque équation contient un nouveau 
coefficient de g,. Le nombre des équations qu’on obtient par ]’élimi- 
nation aura les valeurs indiquées dans le n° 6, et sera en méme temps 


égal a STV ers) —t, ¢ éant le plus petit nombre auquel on 
peut réduire les inconnus qu’on élimine. Le nombre ¢ ne s’augmen- 
tant pas, en tout cas, dans un cas particulier, le nombre d’équations 
indépendantes entre elles qui résultent de l’élimination ne se diminuera 
pas, si plusieurs des points d’intersection se confondent. Le nombre 
des conditions 4 exprimer par ces équations étant resté inaltéré, selon 
le n® précédent, on aura toujours le nombre suffisant d’équations pour 
les exprimer. 

Il s’ensuit qu’on pourra aussi déduire de lidentité les r équations, 
indépendantes entre elles pour des valeurs assez grandes de n, qui 
expriment que g, passe par r points d’intersection confondus de Y,», 
et %m,. Il faut seulement chercher les critéres qui distinguent ces 
équations des autres qu’on peut déduire de lidentité. 

Prenons, pour plus de commodité, le point od la coincidence des 
points d’intersection a lieu pour origine. Alors il est évident que les 
équations cherchées ne peuvent contenir les coefficients des termes de 
g, dont les degrés surpassent une certaine limite indépendente de n. 
Par exemple, méme dans le cas le plus favorable, celui od l'une des 
deux courbes ~ n’a qu’une branche simple passant par l’origine, la 
condition de passer par les r points ne peut influencer que sur les 
termes de g, d'un degré inférieur 4 r. Pratiquement on trouve les 
équations en question en se bornant a celles qui resteront inaltérées 
si l’on substitue & ~ un nombre arbitrairement grand. 

De cette fagon, non seulement on obtient toutes les r équations 
cherchées; mais nous allons démontrer qu’aucune équation déduite de 
celles qui expriment que g, passe par les autres points d’intersection 
n’a la méme propriété. 
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Soit g, une courbe d’ordre m passant par tous les points d’inter- 
section de Wm, et Wm,» Pn' une courbe d’un ordre n’ encore indéfini dont 
les termes jusqu’a ordre s, inclusivement, sont identiques 4 ceux 
de gy. Elle satisfera donc a toutes les conditions qu’on peut exprimer 
par des équations, indépendantes de l’ordre m, entre les coefficients 
des termes dont les degrés ne dépassent pas s. Nous devons démontrer 
que, pour des valeurs assez élevées de nm’, aucune de ces équations ne 
peut étre déduite d’équations exprimant que g, et gp passent par des 
points différents de l'origine. 

Supposons en effet que cette déduction soit possible pour une de 
ces équations. Alors, si l'on fait passer g,’ par tous ces points & un 
prés, elle passera d’elle-méme par le dernier. La méme chose aura lieu 
pour la courbe gy — 9, = 0. Cette courbe a un point (s + 1)-tuple 
(s+1) (s+ 2) 

2 

avec l’origine, Elle n’est encore soumise qu’aux conditions de passer 
par un autre nombre fini de points, et selon notre supposition alors 
elle doit passer d’elle méme par un dernier point. Cela est impossible 
pour une valeur indéfinie de m’; car nous avons vu dans la démon- 
stration du n° 4 quwil est possible de donner & l’ordre d'une courbe une 
valeur assez grande pour rendre indépendantes entre elles les con- 
ditions de passer par un nombre donné de points. — 

Si lon forme de cette fagon les x équations qui expriment que 
@n passe par les r points @intersection confondus de mp, et Wm, et 
de méme pour tous Jeurs points d’intersection, on aura, conformément 
au théoréme de Cayley, m, m, ou 


(my $F My — % — 1) (m+ my — M— 2) 
2 


i Vorigine, ce qui équivaut & passer par points coincidant 


mM; Ms, — 


équations indépendantes entre elles, suivant que » > m, + m, — 3 
ou n<m, + m, — 3, 


Copenhague, en novembre 1887. 














Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformations- 
gruppen. 
Von 


Witnetm Kituine in Braunsberg Ostpr. 


Erster Theil. 


Im Gegensatz zu meinen bisherigen Arbeiten tiber Transformations- 
gruppen*) schliesse ich mich in der vorliegenden Arbeit ganz den 
Bezeichnungen des Herrn Lie an und ich verweise fiir diejenigen Leser, 
welche mit dessen Arbeiten weniger bekannt sind, auf die Zusammen- 
stellung, welche Herr Engel in seiner Arbeit im 27. Bande der Math. 
Annalen (S. 1ff) gegeben hat. Auch die von mir neu eingefiihrten 
Bezeichnungen sind im Einverstiindniss mit den Herren Lie und Engel, 
theilweise nach miindlicher Besprechung mit denselben gebildet. Dem- 
nach bezeichne ich diejenigen infinitesimalen Transformationen, durch 
welche eine r-gliedrige Gruppe bestimmt wird, symbolisch durch 
X,f...X,-f (wo kein Missverstindniss entstehen kann, durch X,...X,). 
Eine beliebige infinitesimale Transformation 27, X.f ist durch r Coef- 
ficienten , ...%, bestimmt und kann bloss durch (y, ...%,) oder (9) 
bezeichnet werden. Jede infinitesimale Transformation fiihrt auf eine 
einfach unendliche Schaar von endlichen Transformationen, und um- 
gekehrt kann jede beliebige endliche Transformation dadurch erhalten 
werden, dass man eine infinitesimale uneudlich oft wiederholt, Die 
endlichen Transformationen werden aber in den nachfolgenden Unter- 
suchungen nur betreffs der Frage untersucht, ob sie vertauschbar sind 
oder nicht. Infinitesimale Transformationen sind, solange nicht das 
Unendlichkleine einer héhern Ordnung mit beriicksichtigt wird, stets 
vertauschbar. Sobald aber zwischen zwei solchen eine gewisse Relation 


*) Erweiterung des Raumbegriffes. Braunsberg 1884. Zur Theorie der 
Lie’schen Transformationsgruppen. Braunsberg 1886. 

Da die erste Arbeit zuniichst dem Verzeichniss der Vorlesungen fiir den 
Winter 1884/85, die andere dem fiir den Sommer 1886 vorgesetzt wurde, soll 
erstere mit Pr. 1884, letztere mit Pr, 1886 citirt werden. 
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besteht, ist jede aus der einen hergeleitete endliche Transformation 
mit jeder aus der andern erhaltenen endlichen Transformation ver- 
tauschbar (Programm 1884, 8.12). Wir haben daher kein Missver- 
stiindniss zu befiirchten, wenn wir alle Transformationen, welche aus 
derselben unendlich kleinen durch Wiederholung hervorgehen, als 
identisch betrachten und diese Schaar endlicher Transformation durch 
die zugehGrige infinitesimale bezeichnen. Wir sprechen daher (vielleicht 
im Gegensatz zu Herrn Lie) von einer Transformation 2, X,/f. 
Damit die r Systeme von Differentialgleichungen X,/f... X,f zu 


einer Gruppe fiihren, hat man nach bekannter Vorschrift die a =) 


Ausdriicke (X, X,) zu bilden, und dann muss sein: 


(X, Xx) -> Crxo Xof. 


Zwischen den Coefficienten ¢c,,; miissen gewisse Beziehungen be- 
stehen, welche man entweder aus den Integrationsbedingungen oder aus 
einer fiir endliche Gruppen nahezu selbstverstindlichen Gleichung*) her- 
leiten kann, und welche sich aus den Jacobi’schen Relationen ergeben: 


[X.(X. Xa) + [Xe ( Xe Xe)] A [Xe(X.Xe)] = 0, 


oder aus 
D>} {ceie( Xe X.) + Care (Xe Xx) + Coxe (X,X:)} = 0. 


Viele Kigenschaften der Gruppe sind nicht von den Transfor- 
mationen X,f...X,f selbst abhingig, sondern ergeben sich bereits 
aus den Coefficienten ¢,,,. Wenn daher zwei Gruppen dieselben Coef- 
ficienten ¢,., besitzen, so werden sie als gleich zusammengesetzt be- 
zeichnet. Da man aber die ¢,,, dadurch veriindern kann, dass man 
die X,f...X,f durch r von einander unabhiingige homogene lineare 
Functionen derselben ersetzt, so hat man zwei r-gliedrige Gruppen 
als gleich zusammengesetzt zu bezeichnen, wenn sie entweder dieselben 
Coefficienten ¢,,, haben, oder wenn man die Gleichheit durch passende 
Wahl der bestimmenden infinitesimalen Transformationen herbeifiihren 
kann. 

Wofern fiir gegebene Werthe von « und x die r Coefficienten 


Cxi1+++Cxr nicht simmtlich verschwinden , stellt > C.xe Xof wieder 


eine Transformation dar. Es ist selbstverstiindlich, dass unter den 
= —) auf diese Weise erhaltenen Transformationen héchstens r von 
einander unabhiingig sind; in vielen Fallen werden sie durch eine 
kleinere Zahl dargestellt werden kénnen. Ich habe (Programm 1886 
S. 7 und 8) die Zahl der hierin enthaltenen von einander unabhingigen 


*) Engel, Beitriige zur Gruppentheorie, Leipziger Berichte 1887. 5S. 89/ff. 
Mathematische Annalen, XXXI, 17 
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Transformationen mit p bezeichnet, und bewiesen, dass diese p Trans- 
formationen eine invariante Untergruppe bestimmen, welcher ganz 
hervorragende Eigenschaften zukommen. Fiir diese Untergruppe wird 
man einen eigenen Namen nicht entbehren kénnen und ich bezeichne 
sie als die Hauptuntergruppe. Hiernach ist eine Gruppe, fiir welche 
p =r ist, ihre eigne Hauptuntergruppe; dagegen besitzt eine Gruppe 
mit lauter vertauschbaren Transformationen keine Hauptuntergruppe. 
Jede zweigliedrige Gruppe, deren Transformationen nicht vertauschbar 
sind, hat bekanntlich immer eine eingliedrige Hauptuntergruppe; diese 
mag zuweilen als ihr Hauptelement bezeichnet werden. 

Zu einer zweiten fiir die Gruppe charakteristischen Zahl gelangt 
man durch folgende Betrachtung. Das Problem, diejenigen zwei- 
gliedrigen Untergruppen zu bestimmen, in denen eine gegebene Trans- 
formation (y, ...y,) vorkommt, fiihrt auf eine Gleichung re" Grades: 


@” — wh, (4) + ov, (n) — ++» + Ora(n) = 9, 

wo die %,(y) homogene Functionen A‘ Grades in 9, ...y, sind und 
wo das absolute Glied verschwindet. Nun entsteht die Frage, wie 
viele der Functionen y,...%,-1 von einander unabhiingig sind, so 
dass sich alle andern durch diese ausdriicken lassen. Die Zahl der 
von einander unabhingigen, welche fiir r > 2 stets kleiner als r — 1 
ist, soll mit 7 bezeichnet werden und der Rang der Gruppe heissen. 
Ist 2 > 1, so verschwinden nicht nur die Coefficienten ~,_;...Wp—141 
identisch, sondern auch alle Unterdeterminanten r — /-+ 1'" Grades 
einer gewissen Determinante, welche mit der obigen Gleichung in 
engem Zusammenhange steht. Ferner gehdrt jede Transformation einer 
(l— 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit an, deren Transformationen 
simmtlich mit einander vertauschbar sind. Fiir 7 > 1 ist also eine 
beliebige endliche Transformation nicht nur mit denen vertauschbar, 
welche aus derselben unendlich kleinen Transformation abgeleitet 
werden, sondern mit weiteren Schaaren, und die zugehérigen unend- 
lich kleinen Transformationen bestimmen eine (/—1)-gliedrige Unter- 
gruppe. 

Der Beweis fiir diese Siitze und fiir manche andere Beziehung, in 
welcher die Zahl 7 zu Eigenschaften der Gruppe steht, griindet sich 
einmal auf ein Formelsystem, welches aus den Jacobi’schen Relationen 
durch einfache Operationen hergeleitet wird. Zu einem zweiten Beweis 
fiihrt eine gewisse canonische Form, in welcher die meisten Gruppen 
dargestellt werden kénnen. Zu dieser Form gelangt man auf folgendem 
Wege. Man geht von einer ganz beliebigen inf. Transformation (1) 
aus, stellt fiir dieselbe die obige Gleichung: 


ao" — ar yp, +4 a’ yp, era + @y,, = 0 
auf und bestimmt deren Wurzeln. Enthiilt dieselbe im allgemeinen m 
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verschwindende Wurzeln, verschwinden also 1... Ur—m4i identisch, 
so kann man noch m — 1 von einander und von der Transformation 
(y) unabhiingige Transformationen bestimmen, welche mit der gegebener: 
und mit einander vertauschbar sind. Man wiihle etwa die gegebene 
Transformation als X,f und die gefundenen als X,4f ... Xm4f. 
Nun mégen zuniichst die r—m nicht verschwindenden Wurzeln 
@,.+-+@,—m alle von einander verschieden sein. Alsdann kann man 
y — m Transformationen X, ...X,;—m so wiihlen, dass ist: 


(X,X,) = @, Xf, (X-X,) = @, Xf... (X- Xm) = Opn Xr—nif. 
Zugleich gelten aber jetzt auch die folgenden Gleichungen: 
(Xp-1 X,)= @, Xf; (Xp-1 X,)=@, Xf. : (Xp on) = Om Xa, 
(X,-2 X,)=—= a," X,f, (X-2 X,) =," Xof..- (Xp Xr—m) = Op—m Ar—mf« 


Um die Zusammensetzung der Gruppe zu charakterisiren, muss 
noch der Ausdruck (X, X,) fiir +, x==1...m angegeben werden. 
Dieser ergiebt sich aber unmittelbar aus den Wurzeln @; es ist niim- 
lich (X, Xx) = xa Xaf, wenn @, + @, = , ist und 


(X, X;,) = (Cexr Xr a Coxr—1 , = + iti +- Cux,r—m41 X, —m+i)f 

fiir 

a,+ a, =0. 
Selbstverstiindlich gilt dasselbe fiir die Wurzeln @,,@,... Dadureh 
werden wir darauf gefiihrt, gewisse Beziehungen zwischen den Wurzeln 
aufzusuchen, 

Eine ahnliche Darstellung erhilt man bei gleichen Wurzeln o, 
so dass hier ein wesentlicher Unterschied nicht eintritt. Eine eigene 
Betrachtung erfordert der bei der vorstehenden Skizzirung ausge- 
schlossene Fall, dass eine Transformation der Gruppe mit allen andern 
Transformationen vertauschbar ist.. Indessen liisst sich auch hier die 
erforderliche Aenderung leicht angeben. Dagegen wird die vorstehende 
Darstellung der Gruppe ganz unmdglich, wenn alle Functionen 
wv, ...W,—1 identisch verschwinden. Auch hier stelle ich eine gewisse 
einfache Form auf, aus welcher sich manche Kigenschaften der Gruppe 
leicht ersehen lassen und welche deshalb als eine kanonische wohl 
betrachtet werden kann. Aber diese Form hat nicht die hervorragen- 
den Kigenschaften, welche der vorhin mitgetheilten Form eigen sind 
und welche darauf hinauskommen, dass die meisten Jacobi’schen 
Relationen von selbst erfiillt sind und unter den nicht identisch be- 
friedigten die unabhiingigen von den abhiingigen sich unmittelbar 
abtrennen. Diese Gruppen gehéren zu einer Classe, welche Herr 
Engel ganz vor kurzem betrachtet hat (Leipziger Berichte 1887, 8. 95ff), 
niimlich zu denen, in welchen keine dreigliedrige Untergruppe von der 


17* 
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Zusammensetzung der allgemeinen projectiven Gruppe der einfach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeit (Kegelschnittsgruppen) enthilt. Von 
jeder solchen Gruppe beweist er, dass sie eine (r — 1)-gliedrige invariante 
Untergruppe enthilt, dass hierin wieder eine (r—2)-gliedrige invariante 
Untergruppe enthalten ist u. s. w. Ausser den Gruppen vom Range 
Null gehéren dieser von Herrn Engel betrachteten Classe diejenigen 
Gruppen an, fiir welche alle Functionen y, .. . %,—: sich durch lineare 
Functionen von 4, ... 4, darstellen lassen. Fiir letztere folgt der 
Engel’sche Satz aus § 4 unserer Arbeit, und hierfiir war mir Satz und 
Beweis schon friiher bekannt. Die Darstellung in § 9 fir 7 — 0 habe 
ich erst gefunden, nachdem mir Herr Engel seinen Satz mitgetheilt 
und den Beweis skizzirt hatte; indessen theilte er mir damals die 
Lie’sche Darstellung dieser Gruppen noch nicht mit; ich wiirde sonst 
einerseits leichter zu meiner Darstellung gekommen sein und dieselbe 
andererseits in gréssere Uebereinstimmung mit der Lie’schen gebracht 
haben. 

Um die unendlich kleine Transformation 2, X,f zu bezeichnen, 
kommt es nur auf die Verhiiltnisse »,:4,:---+:y,- an, sO dass es 
gestattet ist, alle », mit derselben von Null verschiedenen Zahl zu 
multipliciren. Wir ordnen daher mit den Herren Lie und Engel*) den 
siimmtlichen infinitesimalen Transformationen der Gruppe eindeutig und 
stetig die Punkte eines (r—1)-dimensionalen projectiven Raumes zu 
und betrachten y, ...%, als die homogenen Coordinaten des zugeord- 
neten Punktes, des Bildpunktes der Transformation 2y,X,f. Wenn 
die Transformationen 2y,X,f und 2»; X,f nicht vertauschbar sind, 
so fiihrt die Operation (X»,X;, 2; X.) wieder auf eine Transforma- 
tion, und deren Bildpunkt wird als das Product der Punkte (y) und 
(7') bezeichnet. 

Vorliufig lege ich nur einen Theil meiner Untersuchungen vor; 
die Fortsetzung gedenke ich bald folgen zu lassen. 


§ 1. 
Ein merkwiirdiges Gleichungssystem zwischen den Coefficienten c,,,. 


Wie schon in der Kinleitung erwiihnt, gehen wir von den Glei- 
chungen aus: 


(1) (X, Xx) = Seize Xel; 


o 


(2) x {ex29(XpX.) + Craig (Xe X;,) + Crue (Xp X:)} on O. 
e 


*) Engel, zur Theorie der Zusammensetzung der endlichen continuirlichen 
Transformations-Gruppen. Leipziger Berichte 1886. S, 83—94. 
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Unsere Aufgabe wird es sein, aus dem System von Gleichungen 
zwischen den ¢,x», welches durch diese beiden Gleichungen dargestellt 
wird, Schliisse tiber die Zusammensetzung von Gruppen zu ziehen. 
Kine Reihe von Folgerungen ergiebt sich aus einem gewissen Glei- 
chungssystem, welches aus dem urspriinglich gegebenen leicht durch 
blosse Summation erhalten werden kann. Dieses Gleichungssystem ist: 


(3) > Caps Cxaa = 0, 
xa 


(4) » (CapxCuy2 + Cayx Cu pa) Can = 0, 


whu 


(5) > (Capx Cuyv Cvda + Cayx Cude Cypa + Cadx Cupy Cyya) Crd = 0, 
xauy 


(6) -_ (Cap, CBs xx Cf, xyx,*** C8, x, x, Cape CB ras CBy axe * + * CB, xy) 7 
LX, hqee Ry 
icles + Ca Bye CB, x2%s CB's x, state C81 #5 %,) Cems me = 0. 
In der Gleichung (6) erstreckt sich die Summation nach den s + 1 
Marken ¢, %,, *,...%, tiber die Zahlen 1...7; @, B,, B,... B, sind 
s-+1 feste Marken; in der Klammer stehen s Producte, von denen 
jedes folgende aus dem vorangehefden erhalten wird, wenn man 
B, B.B,... Bs, durch 6,8,8,... 6, cyklisch ersetzt. 

Die erste dieser Gleichungen ist bereits friiher von Herrn Engel*) 
aufgestellt und bewiesen; die iibrigen diirften bisher nicht veréffent- 
licht sein. 

Damit der Beweis fiir die Formel (6) recht deutlich hervortritt; 
fiihren wir den Beweis fiir die Formeln (4) und (5) aus und wieder- 
holen den Beweis, den Herr Engel fiir die Formel (3) gegeben hat, 

Nach der Gleichung (2) ist: 


apn 8 *% Vka dax Cxpa Ad 
Kn 


Summiren wir nach 4, so heben sich die beiden letzten Producte weg 
und wir erhalten die Formel (3). 

Um die Relation (4) zu bilden, gehen wir von den beiden Glei- 
chungen aus: 


P. (Cape Cran + Cgax Cray + Crax Cx pu) Cyu, = 0, 


xau 


- } (Cayn Cedu +. Cyix Cram + Crax Cuyn) Cpua == 0 


way 





*) Leipziger Berichte 1886, p. 89. 
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und addiren dieselben. Nun ist 


> Caan Cuan Cyura + > Chax Cxyu Bur = 0, 


wie man sofort sieht, wenn man in der zweiten Summe die Summaticns- 
buchstaben x4 u durch uA ersetzt; ebenso ist 


5 
> Crax CeBu Cyua + > Cyax Ceau Ceua —_ 0, 


wo xAu der zweiten Summe durch Aw zu erseizen ist. Somit erhilt 
man die Gleichung (4). 

Zu der Gleichung (5) gelangt man auf folgendem Wege. Man 
bilde die Gleichung: 


> (Cape Cond + CancCraa + Czar Cpa) Cyiu Cnx = 0, 

exhu 
und bilde noch diejenigen beiden Gleichungen, welche man _hieraus 
erhilt, wenn man By 0d durch yd 6 und durch 0 fy ersetzt. Die linke 
Seite einer jeden dieser drei Gleichungen enthiilt drei Summen (nach 
t, x, 4, mu). Die dritte Summe der ersten Reihe ist entgegengesetzt 
gleich der zweiten Summe der zweiten Gleichung; ebenso die dritte 
Summe der zweiten entgegengesetzt gleich der zweiten Summe der 
dritten Gleichung, und die dritte Summe der dritten Gleichung ent- 
gegengesetzt gleich der zweiten Summe der ersten. Addirt man also 
die drei Gleichungen, so bleiben nur die ersten Summen, und diese 
liefern die Gleichung (5). 

Zum Beweise von (6) bilde man die Gleichung: 


. } (Cag, Cex, % + Ca, ee Crax, + Czar Cup, x,) CB, to X CBs xs "altel Cp, x 5%, = 0. 
ty Hy Hq vee By 
Dieselbe Gleichung bilde man, indem man £, f,...{, durch eine 


cyklische Vertauschung 6,8,8,...8,; 6; 8,8; ...B.3---3BsB,Bo--Bs—1 
ersetzt. Nun ist 


> Cp, xe Coan, Chaxyx, CRyrxy + + + ORs xs % 
entgegengesetzt gleich 


2 Cx cee Ce Boxe CB, x2, Ch, Xx, ils CB, %3%? 


wie man unmittelbar sieht, wenn man die Summationsbuchstaben 
b%, X_%,%,... %, der zweiten Summe durch x, %,0%,%, ... %,—1 ersetzt. 
Somit ist die zweite Summe in jeder Gleichung entgegengesetzt gleich 
der dritten Summe der folgenden Gleichung, und die zweite Summe 
der s'*" Gleichung entgegengesetzt gleich der dritten Summe in der 
ersten, Werden also die s so gebildeten Gleichungen addirt, so bleibt 
jedesmal nur das erste Glied, so dass die Richtigkeit von (6) bewiesen ist. 
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§ 2. 
Die Invarianten einer gewissen linearen Gruppe, welche zu der 
gegebenen Gruppe adjungirt ist. 
Mit jeder Transformationsgruppe stehen zwei Gruppen von linearen 


Transformationen in enger Beziehung. Die einzelnen infinitesimalen 
Transformationen der einen werden fiir x = 1... dargestellt durch 


das Gleichungssystem : 
ax, = a> Coxe Xe» 
g 


oder bei der symbolischen Bezeichnung des Herrn Lie durch die r 


Gleichungen : 
, of 
Ps Cone Xe oa, 


te 
Diese Gruppe bezeichnen die Herren Lie und Engel*) als die adjungirte 
lineare Gruppe. 
Eine zweite ist 


dy. = dt_> ne Cexe oder > te Coxg ge . 
e «@ ; 


Diese wird als die sweite adjungirte lincare Gruppe bezeichnet. Beide 
sind in derselben Weise zusammengesetzt wie die gegebene. 

Mit den Invarianten der zweiten adjungirten Gruppe habe ich 
mich friiher beschiiftigt (Programm 1886), die Invarianten der andern 
will ich jetzt herleiten. 

Zu dem Ende stelle ich die Gleichung auf: 


> never eh > ever ike > teers | 

@ | 
(7) > rece > NeCess — @°- > recor | =0. 
> toc > eer ts > ecers si o| 


Der Kiirze wegen setzen wir: 





(8) > "Ne Conn = Yea (N) = Peay 
e 
und kénnen dann die vorstehende Gleichung auch in der Form schreiben: 
Yi — @ Py . 89 Yri | 
Pie Fag oO Re hs =" 
lyr Yer °° * Ure — @ 


*) Briefliche Mittheilung. Man vergl Engel, Leipziger Berichte 1886. 8. 88 
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Da Cxa + Cy2 = 0 ist, so ist auch 


-y " 
» NoYor => NeNoloor = O 
6 eo 


und daher verschwindet die Determinante der y,, identisch; es ist: 
(9) lYex| = 0. 


Entwickeln wir also die Gleichung (7) nach Potenzen von @, so 
erhalten wir: 


(10) @” — yy, (m)+ "t+ py (9) — (9) @-* +--+ + 1 (y) =0, 


Fir v=—1---r—1 ist hier jedes y,, wenn es nicht identisch 
verschwindet, eine homogene Function v'" Grades der Gréssen y,...7,. 
Jetzt gilt der Satz: 


Die Coefficienten ,(y), ¥2(y) ... Yr—1(y) im der Gleichung (10) 
sind invariante Functionen der adjungirten linearen Gruppe , 
oder mit andern Worten: 


Die Determinante 


| 

a 
% y 
| Nee 12 Nefe22— @: - a NoCere | 
| ~y 
| NoCoir NoCo2r lat. NoCerr— @ 
eve eve eve 


dndert sich bei beliebigem Werthe von @ nicht, wenn man sie irgend 
einer Transformation derjenigen Gruppe unterwirft, welche durch die 
r unendlich kleinen Transformationen 


é 
Het Sree Zh 
Ge ? 
bestimmt wird. 


Wir beweisen diesen Satz zuniichst fiir die niedrigsten Functionen 
V1, Yo, ¥; Es ist y», = > %C.ooe Unter Anwendung der inf. 
‘ to 


Transformation H,f hat man dy, zu ersetzen durch d i> No Cear; also ist 


e 
dy, = at > Nelearliaa, 
too 
wo der Coefficient von jedem y, infolge von (3) verschwindet. Da 
also durch jede inf. Transformation der Gruppe die Function y, un- 
geiindert bleibt, so iindert sie sich auch nicht bei einer beliebigen der 
Gruppe angehérenden Transformation. 
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Der Coefficient 7%, von w’—* ist 


S(y22 Yuu — Yau Pua)» 
(ma) 


wo nur die verschiedenen Combinationen (Au) aus der Reihe 1... 7 
zu nehmen sind. Statt dessen kénnen wir setzen: 


1 
Y= i> (YarYuu — Yau Pua) 
Au 


1 
= +> Ny Nx (Cy2aCeup — Cxau Cypar)- 


yedu 


Somit ist unter Anwendung der inf. Transformation H, /: 


dy, = — >; dt P 3 Np Ny Cap x(CyarCeun — Cxau Cypa)> 
Byxdu 


Hier ist der Coefficient von — s dt - npny: 


- 
2 {(Copntyr2Ceup + CayxCriaCeup) — Ceau(Capxlyya + Cayx Cua): 
xa 


Jede der beiden ersten Summen verschwindet wegen der Relation 
(3), der iibrig bleibende Theil wegen (4). Somit ist in der That: 
dv (n) = 0. 

Ganz entsprechend ist: 


1 
y= c> Ny Nd Nx 


yoxduy 


Curd Cudu Cuady 
Cy waly wp ly wv 
Cova Covu Cov 


? 








also unter Anwendung derselben inf. Transformation: 


Curd Curu Cridv 


1 
dy, ae at NB Ny 03 Capx | CyuralyuuCyury |* 
é 
ie | Cova Covu Cove 





Bis auf denjenigen Theil, welcher infolge der Relation (3) und 
(4) verschwindet, ist der Coefficient von 


1 ° 
— = dt nenyys gleich: 
Pa Cuip (Cape Cyuy Cova +:: *)s 


nau 
wo in der Klammer alle diejenigen Glieder hinzuzufiigen sind, welche 
aus dem hingeschriebenen durch Permutation von By 0d erhalten werden. 
Diese Permutationen lassen sich in zwei Reihen von Cyklen zerlegen; 
die Summe eines jeden Cyklus verschwindet wegen (5); also ist 
dy, = 0. 
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so ist bis auf solche Glieder, deren Verschwinden aus Gl. (3), (4), (5) 
und den entsprechenden fiir 4,5 --- s— 1 folgt, der Coefficient von 


wo in der Klammer diejenigen Glieder hinzuzufiigen sind, welche sich 
aus dem niedergeschriebenen Producte durch Permutation von £, B,...B; 
Da alle Permutationen sich in eine Reihe von Uyklen zer- 
legen, so folgt der Satz aus (6). *) 


ergeben. 





es soll bewiesen werden, dass B,A = 0. 


also wird 








In derselben Weise kénnen wir fortfahren. Es ist: 


: Cy 2%, OB Hat. °° * CB, wax 
wn) =+ > He NB.NB,* * * Ney nr Bo Ho %: Bo 1. 


Wenden wir also wieder die inf. Transformation an: 


*) Herr Engel, dem ich Ende Juli 1886 den vorstehenden Satz nebst dem 
hier gegebenen Beweise mittheilte, hat fiir den Satz einen andern Beweis ge- 
liefert, welchen ich hier wértlich folgen lasse. 

»lch setze 


Ler r 
7 , 
B,f= > CRY $f, >) Ci Uy — ee = Hi, 
‘ 
Fi 1 


wo ¢,,=0 fiir ¢ +k, und ¢,,=1. Dann sei 





Wituetw Kituine. 








Comix, Cexx, °° * Comms 


Cig %5%1 [Ry Hytr °° * CByx,x, 
dn. = at> Yep, Ca Bye» 
2 


dt a 
<r Ma ° °° Ns, gleich: 


Ce x x, (Carp, 2 Opry a xs CB x, %, cag CB .x 5% + al ), 


A= > H Uy... U,, 


levy 
aA 
B,A= > Gu, Petes 
7 ni 
lew 
By ty= >) Sri Cy sj Yyr 
Ly) 


r 

7 
>) (¢vs5 Gai sng Sve H Mev5 Ges) = 9 
I 


B ane ou >) Cy 55 Uy + >: Chsi > Cu Ys 


= D5 Cyn; (Mit 4) +> Ch5i (Mag H €5%); 


1 
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Von den hier betrachteten Functionen y, ... %,—-1 ist die Function 
v, bereits vor liingerer Zeit von Herrn Lie betrachtet. Derselbe hat 
nimlich den Satz aufgestellt*), dass wenn nicht alle Ausdriicke 


b Caza Verschwinden, (wenn also die Function y,(y) nicht identisch 
verschwindet), die Gruppe eine (r — 1)-gliedrige invariante Unter- 
gruppe besitzt, und dass diese durch w,(y)==O dargestellt wird. Daraus 
folgt dann (Pr. 1886, 8. 11), dass die von mir eingefiihrte Zahl p 
kleiner als r ist. Herr Engel hat fiir die beiden genannten Siitze 
einen sehr einfachen Beweis geliefert**). Seinem Beweise kann man 
leicht eine Form geben, die mit der in den folgenden Untersuchungen 
angewandten Methode eng zusammenhiingt. Dennoch halte ich es 
nicht fiir iiberfliissig, aus der Formel (3), auf die sich auch Hr. Engel 
stiitzt, einen weiteren Beweis herzuleiten. Nur beweise ich die Sitze 
in der entgegengesetzten Reihenfolge und zeige zunichst: 

Wenn w,(y) nicht identisch verschwindet, so gentigen die Coordi- 
naten §,...& derjenigen Transformationen, zu denen man durch die 


Operation 
(> nX.; > 1 X,) = py bo Xof 


bei ganz belicbigen Werthen von 4 und yx! gelangt, der Gleichung 
In der That seien >t X.f und > y. X.f zwei beliebige inf. 


Transformationen, und es sei 


(> aX, DwX) = Dd Xf, 
be -—2 Nx Crxg y 


da (¢,;+¢,;) @ verschwindet, ist 


so ist 


r 
Buy; = > (545 Mi HS 94 Mey) 
1 
leer r ler r 
_ oA > oA 
BA = Cs j i Us; Ou, +- Ch si hk Uy 5 du, 
2 1 ; 0 2 : 
1s 7 
=A > Copy 8 + O Zz Chi Fi 
J yj 
ry r 
=al Seu + Y} asf =o" 
1 1 


*) Archiv for Math, og Naturw. X, 88. 
**) Leipziger Berichte 1886, 5. 89, 
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also ist 
Y, (§) => be eas =>’ MeNx Crxe Coos = 0 
ea txoa 
infolge der Relation (3). 
Der Bildpunkt einer jeden inf. Cectvniaiion, zu der man durch 


die Operation (Sn 7 >" x,), oder durch Multiplication der 
Punkte » und 7 gelangt, gehért also immer der Ebene y,(y) = 0 
an. Somit wird auch der Bildpunkt dieser Ebene angehéren, wenn 
der eine der gegebenen Punkte auf ihr angenommen wird; d. h. diese 
Ebene stellt eine invariante Untergruppe dar. Das ist aber der von 
Herrn Lie zuerst bewiesene Satz. 


§ 3. 
Herleitung einer fiir die Gruppe charakteristischen Gleichung. 


Die beiden vorangehenden Paragraphen wurden vorausgeschickt, 
um die folgenden Entwicklungen recht im Zusammenhang darlegen 
zu kénnen. Deshalb habe ich auch die Gleichung (7) aufgestellt, ohue 
das Problem zu erwihnen, welches naturgemiiss auf diese Gleichung 
fiihrt. Das soll jetzt geschehen, und dann wird es uns méglich sein, 
aus dem im vorigen Paragraphen bewiesenen Satze weitere Folgerungen 
zu ziehen. 

Jede zweigliedrige Gruppe, deren Transformationen nicht mit 
einander vertauschbar sind, enthilt eine eingliedrige Hauptuntergruppe, 
und wenn X,f dieselbe fiir die durch X,f und X,/ bestimmte Gruppe 
darstellt, so ist: 

(X, X,) = a Xj, 
wo @ von null verschieden ist. 

Wir suchen jetzt diejenigen zweigliedrigen Untergruppen der vor- 
gelegten Gruppe (X, X,...X,), in denen eine gegebene inf. Transfor- 
mation (y,...%4,) enthalten ist. Zuniichst sollen die Transformationen 
der gesuchten zweigliedrigen Gruppen nicht vertauschbar sein, und 
(g,--.&) soll die eingliedrige Hauptuntergruppe darstellen. Dann 
kommt die Aufgabe, alle zweigliedrige Untergruppen zu suchen, denen 
die gegebene Transformation y, ..., angehért, darauf hinaus, r + 1 
Gréssen £,...£-,@ so zu bestimmen, dass die Gleichung besteht: 


(11) (>'nX., dX) = oD &Xf 


Diese Gleichung liefert auch die zweigliedrigen Untergruppen mit 
vertauschbaren Transformationen, da alsdann = 0 wird. Nur wenn 
die gegebene Transformation (y, ... y,) die Hauptuntergruppe fiir eine 
zweigliedrige Untergruppe darstellt, muss man von einer andern Glei- 


ey 








Se ff; ryrlUlUcr lh! 





—_ 
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chung ausgehen. Wir werden aber zeigen, dass dies nur fiir aus- 
gezeichnete Lagen des Punktes (y,...%,-) mdglich ist, so dass wir 
von diesem Falle absehen kénnen. 

Indem wir in die Gleichung (11) aus (1) die Werthe einsetzen, 
erhalten wir eine Gleichung, welche in die folgenden r Gleichungen 
zerfallt : 


(12) . Nebx Coxe om @£o. 


Um dieses Gleichungssystem zu lésen, hat man bekanntlich zu- 
niichst @ vermittelst der Gleichung 


| | > Neve —@ > Nofg2i ie > eer | 
(7) | 2 NeCerz 2 NeCex2 — a Ne Core | = 0) 


; > ee > oe eee ef 


zu berechnen, Es ist dies dieselbe Gleichung, welche wir bereits vor- 
hin aufgestellt und auch in der Form 


(10) @” — wy, (9) + @-* h(n) — - ++ OY-1(y) = 0 
geschrieben haben. 

Zu jeder von null verschiedenen Wurzel @ lisst sich ein System 
von Gréssen € bestimmen, welches der Gl. (12) und damit auch der 
Gl. (11) geniigt. Wenn aber @ eine «-fache von null verschiedene 
Wurzel ist, und es verschwinden fiir diesen Werth von @ alle Unter- 
determinanten + — « + 1'” Grades auf der linken Seite von (7), so 
lassen sich a@ Systeme €, €’, €” ... &¢-") derartig bestimmen, dass fir 
ganz beliebige Coefficienten 4, 4,,4,...4,-1 die Gleichung besteht: 


(Sak. Set aw t eg oe desf(@-0) X,) 


= 0 > (ALE AE! EAB” Hoe fdas) Kf. 


In diesem Falle geht durch den Bildpunkt der gegebenen Trans- 
formation (y,...%,) eine «-dimensionale Ebene, in welcher jede durch 
diesen Punkt gezogene Gerade eine zweigliedrige Untergruppe darstellt. 

Wenn ferner @ eine von null verschiedene mehrfache Wurzel ist, 
fiir welche nicht wenigstens alle Unterdeterminanten r — 1'" Grades 
verschwinden, so liefert dieselbe nur eine einzige zweigliedrige Unter- 
gruppe. Aber man kann in diesem Falle a Systeme €, &’...€-" so 
bestimmen, dass sich bei beliebigen Werthen von 4, 4,, a)... Aaa—a 
die Gleichung erfiillen lisst: 
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(Sx. X., > (ae + Ay! + ah + ee + aeatte-) X,) 
= > (ub Ht Se be” + ++ > + tar £ =») be 


wofern die mu, 4, fl) .- + @e—1 in passender Weise als lineare Functionen 
von 4,4, ...Aqg—1 bestimmt werden. 

Dass von den ¢ Wurzeln der Gl. (7) immer eine verschwindet, 
wurde bereits oben angegeben. Eine einfache verschwindende Wurzel 
fiihrt aber zu keiner zweigliedrigen Untergruppe, sondern zu der selbst- 
verstindlichen Relation 


(dn. X., > n x,) = 0, 


Wenn aber @ = 0 eine a-fache Wurzel der Gl. (7) ist und zu- 
gleich fiir @ =O alle Unterdeterminanten +r — a + 1'" Grades ver- 
schwinden, so gelangen wir zu einer «-gliedrigen Untergruppe, deren 
Transformationen siimmtlich mit der gegebenen vertauscht werden 
kénnen. Was endlich den Fall anbetrifft, dass @ =O eine «a-fache 
Wurzel ist, ohne dass die siimmtlichen Unterdeterminanten r—a-+- 1'" 
Grades verschwinden, so wollen wir zuniichst davon absehen, ,da wir 
uns in § 10 um so ausfiihrlicher mit diesem Fall beschiiftigen miissen. 
Hier geniige die Bemerkung, dass dann entweder alle Functionen 
w,(y).-~Wr-i(y) fiir einen solechen Werth verschwinden oder alle 
Unterdeterminanten + — 1" Grades von |y,,| gleich null sind. 


266 


§ 4. 
Eintheilung der Gruppen nach ihrem Range. 
Schreibt man wieder die Gleichung (7) in der Form (10): 


a” — wy, (9) + oh, (9) + +++ + Ob—1(n) = 9, 
so soll die kleinste Zahl derjenigen Functionen, durch welche sich 
alle Functionen y,, %,..-.W,-1 ausdriicken lassen, mit / bezeichnet, 
und die Gruppen sollen nach dem zugehérigen Werthe von / eingetheilt 
werden. Fiir == 0 verschwinden alle Functionen y,, ¥, ... Y—1 
identisch; fiir 71 lassen sich alle Functionen y,, soweit sie nicht 
identisch verschwinden, rational durch eine einzige Function von » 
darstellen. Auch fiir ein beliebiges 7 lassen sich 1 Functionen P, ... P, 
so wihlen, dass alle Functionen ,, %...%,—1 sich rational dureh 
P, ... P, ausdriicken lassen. Diese Zahl / hezeichne ich als den Rang 
der Gruppe. 
Setzt man wieder zur Abkiirzung 


: i haa > No Cex te, 


v 
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so gilt fiir jede Function y,(y), wenn vy=—1--+ r—1 genommen 
wird, nach den Entwicklungen des zweiten Paragraphen, die Gleichung 

Ow, 
(13) on 
Da sich die Functionen y,(y) durch die ? Functionen P,... P, 
ausdriicken lassen, so muss fiir jeden Werth von x die Gleichung 
bestehen : 


Yu, = 0. 


aP, aP, aP, 
Yet Om + Yx2 On Hess t Yer — 0, 

wo «@=1---l gesetzt, werden muss. Hier sind aber die P,... P; 

von einander unabhiingig, und daher gilt der Satz: 


Wenn die stimmtlichen Functionen y,... Wr» sich durch 1 von 
einander unabhiingige Functionen darstellen lassen, so verschwinden alle 
Unterdeterminanten r —1-+ 1% Grades von |y.%| identisch. Zugleich 
sind natiirlich auch 1... Wr—i141 tdentisch gleich null. 

Wenn wir mit diesem Satze eine im vorigen Paragraphen iiber 
das Verschwinden von @ gemachte Bemerkung verbinden, so kommen 
wir zu folgendem Ergebniss: 


Wenn fiir eine Gruppe der Rang grisser ist als eins, so gehirt 
jede Transformation einer (l — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit an, 
deren Transformationen sdimmtlich mit der gegebenen vertauschbar sind. 

Ich erinnere hier daran, in welchem Sinne das Wort ,,vertauschbar‘ 
nach der in der Einleitung getroffenen Festsetzung zu nehmen ist. 
Gehen wir also bei 1 > 1 von einer beliebigen endlichen Transformation 
aus, so ist dieselbe nicht nur mit allen denjenigen Transformationen 
vertauschbar, welche mit der gegebenen Transformation aus derselben 
infinitesimalen Transformation hergeleitet werden, sondern auch mit 
allen denjenigen Transformationen, fiir welche die zugehérigen un- 
endlich kleinen Transformationen eine bestimmte (/ — 1)-fach aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit bilden. 

Umgekehrt schliessen wir: 

Geht durch jeden Punkt des Bildraumes eine (k — 1)-dimensionale 
Ebene, welche lauter mit der gegebenen vertauschbare Transformationen 
abbildet, aber keine k-dimensionale derartige Ebene, so verschwinden 
natiirlich Yyp—1. .. Vr—ng tdentisch; zugleich lassen sich alle Functionen 
Vi, Wo «++ Wee rational durch hichstens k Functionen darstellen, oder 
es ist L<h. 

Speciell ergiebt sich der Satz: 

Wenn es in einer Gruppe eine endliche Transformation giebt, welche 
nur vertauschbar ist mit den aus derselben infinitesimalen Transfor- 
mation (wie sie selbst) hervorgehenden Transformationen, so lassen sich 
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alle r—1 Funetionen %,, %. ... W-1 rational durch eine einzige 
Function darstellen. 

Jetzt kann der Lie’sche Satz, dass die Gruppe eine (r — 1)-gliedrige 
invariante Untergruppe hat, wenn die Function y,(y) nicht identisch 
verschwindet, in folgender Weise verallgemeinert werden: 

Wahlt man die | Functionen P, ... P., durch welche sich die 
sdiimmtlichen w,...Wr.1 rational ausdriicken lassen, in der einfachsten 
Weise und ist dann eine derselben, etwa P,(y) eine lineare Function, 
so stellt P,(n) =O eine invariante Untergruppe dar. 

Der Beweis ist genau derselbe wie der fiir den Lie’schen Satz 
am Schluss von § 2 gegebene. Wenn wir setzen: 


P,(n) =>». Ney 


so ist nach (13) fiir jede Combination «, p: 


Ps Capy Dy = 0. 


(a. X.,; > X,) -= Zz bo Xof, 
=> He Nx Coxe, 


P,(f) = a Pp & = > Ne Nx’ Cee Pes 


‘xo 
so dass der Coefficient eines jeden Productes y, ,’ verschwindet, und 
der Bildpunkt einer jeden durch die Operation 


(din. X., D0 X,) 


erhaltenen inf. Transformation auf der Ebene P,(y) = 0 liegt. 

Als speciellen Fall des vorstehenden Satzes erwiihne ich: 

Wenn eine der Functionen (yn)... Vp-1(y) die Potenz einer 
linearen Function ist, so stellt deren Verschwinden eine invariante 
Untergruppe dar. 

Man kann aber den Satz noch erweitern: | 

Wenn i unter den | Functionen P,...P:, durch welche sich die 
Functionen w,... ¥r-1 darstellen lassen, etwa P,... P; linear sind, 
so ist die Hauptuntergruppe hichstens (ry — i)-gliedrig und in derjenigen 
Gruppe, welche durch die Gleichungen 

P,(n) = P,(n) = +--+ = Pi(y) = 0 
dargestellt wird, enthalten oder mit thr identisch. Fiir diese Haupt- 


untergruppe lassen sich die I’unctionen wy» durch die Functionen Pj41... Pi 
darstellen. 


Bilden wir also 


so ist 


also 














t- 
P, 
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Der Satz bedarf keines Beweises, Ich mache nur darauf auf- 
merksam, dass wenn alle Functionen P, ... P, linear sind, die Haupt- 
Untergruppe héchstens + — 1-gliedrig und ihr Rang gleich null ist, 
so dass alle zweigliedrigen Untergruppen der letzteren vertauschbare 
Transformationen enthalten. 

Mit den vorstehenden Siitzen hiingen auch die folgenden auf's 
Engste zusammen: 

Wenn eine Gruppe nicht thre eigene Hauptuntergruppe ist, so ist 
der Rang der letzteren kleiner als der der gegebenen Gruppe. 

Besitzt eine Gruppe eine (r — 1)-gliedrige invariante Untergruppe, 
so ist der Rang der leteteren um eins kleiner als der der gegebenen 
Gruppe. 

Hierbei ist nur vorausgesetzt, dass fiir die gegebene Gruppe selbst 
nicht bereits 1 = 0 ist. Speciell folgt: 

Wenn in einer r-gliedrigen Gruppe nicht mit jeder Transformation 
cine andere vertauschbar ist und gugleich entweder w,(y) nicht identisch 
verschwindet oder doch eine der Functionen w,(y) . .. Yr—1(q) die Potenz 
einer linearen Function ist, so hat sie eine (r — 1)-gliedrige Unter- 
gruppe, fiir welche l= O ist. 


§ 5. 
Die Haupttransformationen der in der Gruppe enthaltenen zweigliedrigen 
Untergruppen. 


Wenn die inf. Transformation P y. X.f die eingliedrige Haupt- 


untergruppe und P y. X,f eine beliebige Transformation einer zwei- 
gliedrigen Untergruppe ist, so miissen bei nicht-verschwindendem 
die Gleichungen (12) bestehen, denen wir jetzt die form geben: 


(12a) > We’ Coxe = — > Mg = ONe; 


wenn fiir 7. 9(y') kurz yg geschrieben wird. 

Wird wieder eine beliebige der Functionen y,...%,—. mit wy, 
bezeichnet und y,' kurz statt ¥,(y’) geschrieben, so ist nach (13): 
ow, , 

Ong Yee = 0. 
e 
. 0 "4 
Multipliciren wir also beide Seiten der Gl, (12a) mit ace und 
¢ 
summiren nach @, so verschwindet die linke Seite und es ist bei nicht- 
verschwindendem Werthe von @: 


(14) vy; (y') =0, ¥,(17') =0.--- Yr—1(7') = 0. 


Mathematische Annalen, XXXI. 18 
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Daraus folgt der Satz: 

Die Coefficienten y,' ...%,' einer jeden Transformation > Xf, 
welche die Haupttransformation fiir irgend eine der Gruppe angehirige 
eweigliedrige Untergruppe ist, geniigen den Gleichungen (14), und die 
Gleichung (7) hat fiir dieselben nur verschwindende Wurzeln. 

Dieser Satz liisst auch folgenden Ausspruch zu: 

Jeder Punkt, welcher die Haupttransformation einer in der Gruppe 
enthaltenen zweigliedrigen Untergruppe abbildet, liegt auf demjenigen 
Gebilde, welches durch das Verschwinden der Functionen w, ... Ur-1 
dargestellt wird. Die Gesammtheit dieser Punkte bildet also hichstens 
eine (r — 1 — 1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. 

Es folgt aus den vorangehenden Entwicklungen keineswegs, dass 
jede Transformation, fiir welche die Gl. 


(0) = v2 (0) = + +> = Y-a(n) = 0 

erfiillt werden, die Haupttransformationen einer zweigliedrigen Unter- 
gruppe sind; in der That geniigen in vielen Gruppen die Coordinaten 
der bezeichneten Transformationen noch weiteren Gleichungen, und 
ihre Gesammtheit bildet also eine Mannigfaltigkeit von weniger als 
x —1t—1 Dimensionen. 

Als Corollar zu dem vorangehenden Satze mége der folgende er- 
wihnt werden: 


Gehirt eine Transformation, welche das Hauptelement einer zwei- 
gliedrigen Untergruppe ist, noch weiteren zweigliedrigen Untergruppen 
an, so sind deren Transformationen entweder mit einander vertauschbar, 
oder die gegebene Transformation ist auch fiir die weiteren Untergruppen 
das Hauptelement. 

Dieser Satz kann uns dazu fiihren, die am Schlusse von § 3 auf- 
gestellte Behauptung zu beweisen; wir werden aber dem Satze noch 
bei einer andern Betrachtung begegnen und dann wird sich die weitere 
Folgerung unmittelbar anschliessen. 

Dieselbe Entwicklung, welche von der Formel (12a) zu (14) ge- 
fiihrt hat, liefert bei leichter Aenderung der Buchstaben den folgenden 
Satz: 

Die stimmilichen zweigliedrigen Untergruppen, deren Transforma- 
tionen nicht mit einander vertauschbar sind, bilden sich ab als Tangenten 
an ein (r — 1 — 1)-dimensionales Gebilde und dieses wird durch das 
Verschwinden siimmtlicher Functionen w,, ¥....W,—2 bestimmt. 

Ich hebe hierbei aber hervor, dass, selbst in dem Falle, wo alle 
Punkte des genannten Gebildes Haupttransformationen von zweiglied- 
rigen Untergruppen abbilden, nicht immer die siimmtlichen Tangenten 
zweigliedrigen Untergruppen entsprechen. Mit Ausnahme der Kegel- 
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schnittsgruppe (s. u. § 8 am Ende) diirfte keine weitere Gruppe 
existiren, in welcher siimmtliche Tangenten an das Gebilde 


y= = 1 = 0 
zweigliedrige Untergruppen abbilden. 


§ 6. 
Beispiele zu den vorstehenden Entwicklungen. 


Als Beispiele zu den Resultaten, welche uns durch die voran- 
gehenden Paragraphen geliefert sind, und zur Vorbereitung auf die 
im zweiten Theile durchzufiihrenden Untersuchungen wollen wir zwei 
allbekannte Classen von einfachen Gruppen etwas niiher betrachten. 
Hierbei bezeichnen wir mit Herrn Lie eine Gruppe als einfach, wenn 
sie keine invariante Untergruppe besitzt. 

Wir untersuchen zuniichst diejenige Gruppe, welche die allge- 
meinste projective Umgestaltung eines J-dimensionalen Raumes liefert. 
Bei passender Wahl der Coordinaten 2,...%, gelangt bei der all- 
gemeinsten unendlich kleinen Umgestaltung der Punkt (2,) nach 
(2, + 02,), wofern bei ganz beliebig gewiihlten unendlich kleinen 
Gréssen ox, @xo, a (*#, 4=—=1--+-l) die Gleichung besteht: 


a +02, =-— —<——_-—_—* 


Demnach ist: 
Ox, = yo + 4 Oy, XA. -— >} cio te ma. 


Indem man diejenigen Transformationen zu Grunde legt, fiir 
welche alle @o bis auf eines verschwindet, und indem man das nicht- 
verschwindende gleich d¢ setzt, erhilt man /(l-+ 2) infinitesimale 
Transformationen Xo, Xox, X, , welche sich in folgender Weise dar- 
stellen lassen: 

of > jean — | 
(a) Xo ae Ox, 9 Xox = --- ¥ Vy Ly on,’ sae = cx, Uys 

Wenn weder «= w, noch x = A ist, so ist (X..Xj,) = 9. Da- 

gegen ist im iibrigen: 


(Xx Xx2) = — Xz + Ea Xxx, 
(b) (Xo Xo2) = — Xxa — tea >) Xups 
(Xox Xxa) — Xoa, (X.x Xx) — Xi, 


Wo &, = 1 oder 0 ist, jenachdem x und 4 gleich oder ungleich sind. 
18* 
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Um zu zeigen, dass diese Gruppe einfach ist, gehen wir von 
einer beliebigen inf. Transformation b Noo Xeaf aus. Wenn hier 
nicht alle yo: verschwinden, verbinden wir sie fiir » =O, 1---J mit 
allen X,, durch die Operation ("reo Xoc, Xi »)5 dann gelangt man 


mindestens zu einigen unter den Transformationen 
Xi °°: Xi, 2X11 + Xy, + ie Xi, Xi. °- » Xu. 


Eine beliebige unter diesen mit allen /(/ + 2) zu Grunde gelegten inf. 
Transformationen fiihrt nothwendig auf weitere, und die Wiederholung 
der Operation fiir diese auf alle inf. Transformationen. Die Gruppe 
hat also keine invariante Untergruppe. 


Wir wollen einige Eigenschaften dieser Gruppe anfiihren und zu- 
niichst diejenigen Functionen angeben, welche durch alle Transfor- 


mationen 
: Po 7] 
Han = Cex, 2u,Q0 Nea a 


£,%,Q,0 


ungeiindert bleiben, welche also nach einem Lie’schen Ausdrucke zu 
dieser Transformationsgruppe gehéren. Diese lassen sich durch 
Kinfiihrung einer unbestimmten Grosse ¢ in folgender Weise dar- 
stellen : 








de ie i || | 
Nor 2+ M1 "** MM 
(c) D(z) = Noe M2 S++ Mo's Me 
Nou Hi Nei oe eg + Ni | 
In dieser Determinante ist der Coefficient von 2'+' gleich — 1, 


der von 2 gleich 0, und die Coefficienten der Potenzen z'—!, z'-®.-- 2, 2° 
sind die gesuchten Functionen. 


Da die Transformationen im Wesentlichen gleichartig sind, geniigt 
es zu zeigen, dass die Function D(¢) durch irgend eine, etwa H,, f, 
nicht geaindert wird. Fiir diese Transformation hat man aber, wofern 
@ von 1 verschieden ist, zu ersetzen dye durch dt+ m1, und wenn 
6 von 2 verschieden ist, dyig durch — dé y29; fiir dy,, hat man aber 
beide Aenderungen vorzunehmen, welche sich sowohl bei der An- 
nahme g = 1, als fiir 62 ergeben. Demnach besteht die durch 
die Transformation H,,f hervorgerufene Aenderung von D(z), wofern 
dieselbe durch dé dividirt wird, in der Summe: 

















Zusammensetzung von Gruppen. 


—e@tate es tm No ~NM0°*** "No 
Nor M2 — Mss MA 
No % —%2'** & I+ 
Nor Hu — Miss 2+ yn 





—2+mt-++ +1 No No *** Mo 





No2 Ne os. °° 
+ No2 M2 S+%2*** Me |, 
: : : ae | 
: : : : 
Nor Mu Nei oe B+ Na | 


von denen die erste dadurch erhalten wird, dass man die dritte Vertical- 
reihe von D(z) durch — 9), ..-.— xo ersetzt, und die zweite dadurch, 
dass man die zweite Horizontalreihe durch »,... m2 ersetzt. Man 
iibersieht aber sofort, dass diese Summe verschwindet. 

Ganz iihnlich lassen sich diejenigen Functionen darstellen, welche 
durch die 1(/ + 2) inf. Transformationen 


of 
> Noo Cgc, ap,ex Ona 
Q@, 0,4, % 


ungeindert bleiben. Diese werden bei beliebigem z, wenn man noch 
M1 + Ne t+ ++ + yu = setzt, durch die Determinante angegeben: 


=T} 5 a Nor =" Not | 

(d) E(e)— N10 e+ m1 — aT Ms °°" Mie 
. . ‘ . | 

. . . | 

. | 

No Na OE Be ok | Te ir | 





a= — gti gt P+ Py tte et Piet BP. 
Es wird nicht néthig sein, den Beweis durchzufiihren. Ebenso 
moge es gestattet sein, die folgenden Siitze ohne Beweis anzufiihren. 
Geniigt das System (m,, %.-..%u) keimer der 7 Gleichungen 
P, = 0, P,=0---P=0, 
so gehért die Transformation > tes Xeof genau I(l + 1) zwei- 


gliedrigen Untergruppen ohne vertauschbare Elemente an, Die Haupt- 
elemente aller auf diese Weise erhaltenen zweigliedrigen Untergruppen 
hilden nur eine (2/ — 1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit. Diese 
wird analytisch dargestellt durch das Verschwinden aller Unter- 
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determinanten zweiten Grades in der Determinante E(z) fiir z= 0. 
Diese Mannigfaltigkeit gehért auch allen 7 Gebilden P, = P, = 
= P, = 0 an. 

Wenn ein Punkt Hauptpunkt einer zweigliedrigen Untergruppe 
ist und letztere nicht dem Gebilde P, —---— P,; =O angehirt, so 
ist der Punkt auch Hauptpunkt fiir eine (/?—1)-gliedrige Schaar von 
zweigliedrigen Untergruppen, und alle diese bilden eine (J? + 1)-gliedrige 
Untergruppe. 

Der Gruppe gehéren allgemeine projective Gruppen des Ranges 
1,2...1—1 an. Die allgemeinen projectiven Gruppen des Ranges 
1— 1 gehoren siimmtlich dem Gebilde P,; =O an; die des Ranges 
1—2 liegen auf dem Gebilde P;, = Pi. = 0, u.s. w. Endlich 
gehéren die Kegelschnittsgruppen (allgemeine projective Gruppen fiir 
l= 1) den Gebilden P, = Py =--- = P, =0 an. 

Aus jeder allgemeinen projectiven Gruppe des Ranges 1’ lisst sich, 
wie man leicht iibersieht und wie im zweiten Theile noch besonders 
hervorgehoben werden soll, eine zusammengesetzte Gruppe desselben 
Ranges 1’ bilden, deren Gliederzahl 1’? + 31’ + 1 betriigt. Fiir l’ <1 
sind auch jedesmal solche als Untergruppen in der vorgelegten Gruppe 
enthalten, und zwar fiillen die betreffenden Gruppen des Ranges 1—1 
das Gebilde P;=0 an, die des Ranges 1—2 das Gebilde P, = P,_,=0 
u. s. w. Somit gehen durch jeden Punkt von P; = 0 ebene Mannig- 
faltigkeiten von (J—1) (/+-2) Dimensionen; der Schnitt von P,; = 0 
und P,_; =O enthilt (J—2) (J-+-1)-dimensionale, der Schnitt der 4 
Gebilde P, = 0, Pi-1 =O... Py-a41 =0 ebenso (J—A) (I—A+3)- 
dimensionale Ebenen. 

Durch jeden Punkt des Bildraumes geht ein (!—1)-dimensionales 
ebenes Gebilde, dessen Punkte mit einander vertauschbare Trans- 


formationen abbilden. Durch 32 Punkte einer solchen Ebene gehen 


Kegelschnittsgruppen, welche Senetiieee der vorgelegten Gruppe sind. 

Eine zweite Classe von einfachen Gruppen wird durch diejenigen 
continuirlichen projectiven Transformationen bestimmt, welche in einem 
ltaume von mehr als drei Dimensionen ein eigentliches Gebilde zweiter 
Ordnung in sich verschieben, wobei als ,,eigentliches“ Gebilde im 
Gegensatz zum Keyelgebilde ein solches verstanden wird, dessen Deter- 
minante nicht verschwindet. Diese Gruppe ist in derselben Weise 
gebildet, wie diejenige Gruppe eines (m-+1)-dimensionalen Raumes, 
wenn alle Variabeln durch lineare ganze Transformationen geindert 
werden und eine eigentliche Form zweiten Grades ungeiindert bleibt. 
Setzt man zwischen den m+ 1 Variabeln 2,...%»41 die Bezichung fest: 


(e) x? + F “+ ‘a= 
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so sollen fiir die Gruppe die set) inf. Transformationen 
, 7] 7] 
(e’) Xiaf =m Ge — ty GE 


zu Grunde gelegt werden. Hieraus folgt 
(f) (Xx X.2) —_ Xxa, (Xix Xay) = 0, 


wenn ¢, *, 4, mu saimmtlich ungleich sind. Dass die so gebildeten 
Gruppen fiir m > 3 einfach sind, hat Herr Lie im zehnten Bande 
seines Archivs 8. 412 bewiesen. 

Die im Anfang von § 2 aufgestellten adjungirten linearen Gruppen 
werden fiir diese Gruppe identisch. Die Invarianten ergeben sich aus 
folgender Determinante, in welcher yx -+ yx. = zu nehmen ist: 


| M2 8 Mm 
(g) Noy a 2, m-+-1 | — gut + P, gut + P,e-8 + aie 


Ym+1,1  Ym-+1,2 2 


Daher ist 1 = *3 * oder = +; jenachdem m ungerade oder gerade 
ist. Ist m gerade, so sind die 27? Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung (7): -+- @,, +- w, + @,; fiir ein ungerades m nehme man 
1 Gréssen z,...2; und bilde daraus die 21(J—1) Wurzeln +-2,-+-2,. 
Die ersteren 21 Wurzeln +-@, fiir ein gerades m gehdren einer 
(41—3)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit an, welche, durch das 
Verschwinden aller Ausdriicke (ex4w) und von P, = Xy?, bestimmt 
wird.*) Dieses (41—3)-fach ausgedehnte Gebilde hat ein (4/—5)- 
dimensionales Doppelgebilde, welches durch die Gleichungen 


DF ke txe = 0 


bei beliebigen Werthen von « und x gegeben ist. Dieses Doppelgebilde 
liefert die zu den Wurzeln +- @, + @, gehdrigen Hauptpunkte. 

Fiir ein gerades m enthiilt die vorgelegte Gruppe solche Unter- 
gruppen, welche fiir m’ = 1---m — 1 in entsprechender Weise gebildet 
sind. Setzt man m’ =m — 1, so haben die entsprechenden Unter- 


gruppen denselben Rang | = > und erfiillen dieselbe Mannigfaltigkeit, 


wie die gegebene Gruppe, so dass jede Transformation der gegebenen 
Gruppe einer solchen Untergruppe angehért. Die entsprechend ge- 
bildeten Untergruppen des Ranges ]—1, deren Gliederzahl (J — 1)(27—1) 


*) Sollen alle («x4 m) = ,.2% 4+ Ma Mux + er verschwinden, so ist 
bekanntlich nothwendig und hinreichend, dass fiir y,24+0 alle Ausdriicke (124) 
verschwinden, was (J—1) (22—1) Gleichungen liefert, 
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oder (J—1)(21—3) betriigt, gehéren einer (2/? + / — 2)-fach aus 
gedehnten Mannigfaltigkeit an u.s.w. In jeder (/— 1)-dimensionalen 
Ebene des Bildraumes, welche durch einen beliebigen Punkt geht und 
lauter mit einander vertauschbare Transformationen abbildet, liegen 
nur einzelne Punkte, fiir welche die entsprechende infinitesimale Trans- 
formation einer Kegelschnittsgruppe angehért. Auch allgemeine pro- 
jective Gruppen, deren Rang 1’ kleiner als / ist, gehéren der gegebenen 
Gruppe an. 

Diese Resultate iindern sich sehr wenig fiir ein ungerades m. Jede 
allgemeine Transformation gehért 21(/ — 1) zweigliedrigen Untergruppen 
ohne vertauschbare Elemente an, und ihre Hauptpunkte fiillen eine 
(41—7)-dimensionale Mannigfaltigkeit an, fiir welche alle Gleichungen 


(exAw) =O und De me Axe = 0 bestehen miissen. Damit eine Trans- 


formation > Nx Arxf einer r-gliedrigen Untergruppe angehort, fiir 
welche p = r ist, miissen die Coefficienten y,, gewissen Bedingungen 


geniigen, die im einzelnen aufzufiihren hier wohl nicht der Ort sein 
diirfte. 


§ 7. 
Die charakteristische Gleichung hat lauter ungleiche Wurzeln. 


Wir machen eine Annahme, welche auf den ersten Blick recht 
allgemein scheinen kénnte, welche aber wegen der zwischen den c 
bestehenden Bedingungen, wie aus den Entwicklungen des § 4 folgt, 
ganz speciellen Charakter hat. Wir setzen niimlich voraus, die Glei- 
chung (7) habe fiir ein bestimmtes Werthsystem y, ...%, keine zwei 
gleiche Wurzeln. Wie schon bemerkt, ist eine Wurzel gleich Null; 
die andern @,...@,—; sollen also unter einander und von Null ver- 
schieden sein. Zu jeder Wurzel w, gehdrt ein einziges System von 
Coefficienten ¢{")---¢" und die r— 1 hierdurch bestimmten infini- 


tesimalen Transformationen > X,f sind unter einander und von 
e 


der gegebenen Transformation >’ 4. X;f unabhingig. Wir kénnen also 
diese r infinitesimalen Transformationen zur Bestimmung der Gruppe 
benutzen. Um sofort diejenige Form zu erhalten, welche fiir die weitere 
Untersuchung am geeignetsten ist, bezeichnen wir die gegebene Trans- 
formation als X,,f, die anderen als X,...X,~2, X,, so dass die 
Gleichungen bestehen: 

(15) (X,1X,) =o, X,f,...( Xp-1 X,-2) = 2 X—2f, (X--1 X,) =a, Xf. 


Indem wir die Jacobi’sche Relation fiir r — 1, x, 4 bilden, folgt: 
(16) (@, + @ — Oy) Cran = 9, 
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worin auch fiir vy =r — 1 die Gleichung enthalten ist: 
(16a) (@, + 4) Cear_1 = 0. 

Diese Gleichungen lassen erkennen, dass wenn nicht zwischen 
den Wurzeln @, ... 0,2, @, der Gleichung (7) bestimmte Relationen 
bestehen, die r—1 infinitesimalen Transformationen X,/f...X,~2f, X-f 
eine Gruppe bestimmen, in welcher zwei beliebige Transformationen 
mit einander vertauschbar sind. 


Zu der eben gemachten Voraussetzung fiigen wir jetzt eine weitere 
r(r— 


1 . 
‘ ) Transformationen > crag Xf 


hinzu, namlich die, dass von den 


y von einander unabhiingig sind, dass also p=—~r ist. In dum Falle 
muss wegen. (16a) mindestens zu einer Wurzel die entgegengesetzt 
gleiche vorkommen. Es sei demnach @,~, + @, = 0 und ¢,,,-9,,-1 von 
Null verschieden, so dass gesetzt werden kann: 


(X,~2 X,) —_ X,—if. 


Nun wenden wir die Jacobi’sche Relation auf die Nummern 
r,r — 2, an, wo x eine der Zahlen 1...7 — 3 ist, und erhalten: 


(12) Xuf =>” {er-2,00 (Xe Xr) — rng (Xe Xr-s)} - 
e 


Da die linke Seite dieser Gleichung nicht verschwinden kann, so folgt 
aus dieser Gleichung in Verbindung mit (16), dass, wenn @, eine 
Wurzel ist, entweder @, + @, oder @,—@, eine neue Wurzel ist 
oder dass man aus @, sowohl durch Addition als Subtraction von @, 
eine neue Wurzel erhiilt. 

Ohne die Allgemeinheit zu beschriinken, diirfen wir @, = 2 setzen. 
Ist dann @, eine beliebige Wurzel, so ist auch mindestens eine der 
beiden Groéssen w, + 2 und w,—2 unter den Wurzeln enthalten. 
Wir gehen von einer beliebigen Wurzel w, aus und suchen alle die- 
jenigen Wurzeln, zu denen man durch wiederholte Addition und Sub- 
traction von 2 gelangt. Die Zahl derselben sei m, und der Einfach- 
heit wegen mdgen sie als @,...@, bezeichnet werden. Da sie sich 
nur um Vielfache von 2 unterscheiden, so kann man sie nach. der 
Grésse des reellen Theiles ordnen und setzen: 


®, = @,—2, a= a@,—4, a, =a, —6--+ a, =o, — (m—1)2. 
Jetzt liefert die Gleichung (17) das Resultat: 
@, = Cr—2,1,2 Cort, 
ao, = Cr—2,2,3 Core — Cr21Ci,r—2,25 
(17a) oO, = Cr—2,3,4 Cir3 — Cr32 C2,r—2,3) 


On = — Crmm—1 Cm—1,r —2,m) 
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woraus sich durch Addition ergiebt: 


@, + @ + @,+-+-+@,=0, 

so dass o, = m — 1 ist. Ist hier m eine ungerade Zahl, so muss die 
mittlere Wurzel gleich Null sein. Wenn aber m eine gerade Zahl ist, 
so sind die beiden mittleren Wurzeln gleich +-1. Unsere Voraus- 
setzung, dass alle Wurzeln ungleich sein sollen, verlangt also, dass 
m =r — 3 und dass dies eine gerade Zahl ist. Zugleich ergiebt sich: 

o,=—r—4,a,—r—6,a,=—r—8---a3;=—=—r+4, 

Aus (17) schliesst man sofort, dass (X,X,~2-,) =O ist fiir 
v=1---r— 3, und dann folgt leicht, dass (X. Xs) = 0 ist, wenn 
a und £ irgend zwei der Zahlen1...r — 3 sind. Die weiteren Coef- 


ficienten ¢,,2 lassen sich dadurch vereinfachen, dass man die X,/... X,~sf 
mit passenden Constanten multiplicirt. Dadurch findet man aus (17a): 


(X,X_) = (r—a—3) Xayif fir a—1...r—4, 
(X,X,—~s) = 0, (Hp-2 Xa) _ (a — 1) Xq-if. 


Dadurch sind wir zu dem Resultate gelangt, dass die gemachten Voraus- 
setzungen die Zusammensetzung der Gruppe vollstiindig bestimmen, 
svbald noch r gegeben ist, und dass dies eine ungerade Zahl sein muss, 
Um dies Resultat recht bequem aussprechen zu kénuen, beriicksichtigen 
wir, dass gleiche Wurzeln der Gleichung (7) entweder nur zu einer 
einzigen zweigliedrigen Untergruppe oder zu einer Schaar von solchen 
fiihren. Somit sprechen wir das Ergebniss jetzt in folgender Weise aus: 
In einer r-gliedrigen Gruppe, welche ihre eigne Hauptuntergruppe 
ist, soll eine gegebene cingliedrige Untergruppe gerade r — 1 zweiglied- 
rigen Untergruppen angchiren und unter diesen soll keine mit vertausch- 
baren Transformationen vorkommen. Dann muss r eine ungerade Zahl 
sein. Die Gruppe enthilt eine (und zwar eine einzige) invariante Unter- 
gruppe, welche aus r — 3 Gliedern gebildet ist; alle Transformationen, 
welche dieser Untergruppe angehdren, sind vertauschbar. Die Zusammen- 
setzung der Gruppe ist durch die gemachten Voraussetzungen vollstdndiy 
bestimmt; bezeichnet man die gegebene eingliedrige Untergruppe mit X,—1/, 
so kann man die iibrigen X,, X,... X,-2, Xr so wiihlen, dass ist: 


(Xn2X,) — Xnif, (X-—1X-) — 2X-f, (X—1 Xs) — — 2X,-sf; 
(X,-1 Xa) = (r — 2(a+4+1)) Xf; 
(X, Xa) = (r—a—3) Xatl, (X,—~2 Xa) —=—— (a—1)X. wills 
(X.X;)=0 fir a,B=1...r—3. 
Bilden wir nach derselben Vorschrifi eine Gruppe fiir ein gerades 
r, so bestimmen X,1f wnd X,2f eine eweigliedrige Gruppe mit ver- 
2 


tauschbaren Transformationen. Aber jedesmal ist |= 1 und alle Func- 

















Zusammensetzung von Gruppen. 279 


tionen yn) verschwinden fiir ein ungerades v und bilden fiir ein gerades 
v bis auf einen constanten Factor die Potenz von 4,2 , — y,%r-2- 

Eine in dieser Weise gebildete Gruppe existirt bei beliebigem r 
fiir zwei Variabele. Dieselbe ist von Herrn Lie in seiner Aufzihlung*) 
unter B) an der vorletzten Stelle aufgefiihrt und hat bei seiner Be- 
zeichnung die Form: 


q, XG... 2g, p, 2ap + (r—4)yq, up + (r—4)xyq. 


§ 8. 
Die charakteristische Gleichung hat gleiche nicht verschwindende 
Wurzeln. 


Die im vorigen Paragraphen gegebene Bestimmung von Gruppen 
griindete sich wesentlich auf den Umstand, dass alle Wurzeln der 
Gleichung (7) als ungleich vorausgesetzt wurden. Wir wollen jetzt 
untersuchen, ob die Einfachheit des Ergebnisses nicht auch bei mehr- 
fachen Wurzeln bestehen bleibt. 

Wir bezeichnen mit Xf (ohne Marke) eine beliebige Transforma- 
tion. Fiir diese stellen wir die Gleichung (7) auf und bestimmen die 
Wurzeln derselben. Hat diese Gleichung gleiche Wurzeln und ist a, 
eine solche, so soll w, dann, und nur dann als eine (4-+-1)-fache 
Wurzel gerechnet werden, wenn sich 4+ 1 von einander und von 
Xf unabhiingige infinitesimale Transformationen X«,, Xo, ... Xe, be- 
stimmen lassen, fiir welche die Gleichungen bestehen: 


(X Xo,) = We X, 
(X Xa.) = We om + Con, @? 
(18) atte ) = Seems sl Cana, ae T Cae Keys 


(XX,,) = rte Re i Cup aj_4 Xe: 4 shia Bi + Caza, po + Cay a >» 


und wenn sich dieses System nicht in mehrere Systeme von einer 
kleineren Zahl 4 und von gleicher Zusammensetzung zerlegen lisst. 
Die Willkiir, welche bei der Wahl X,,...X., hier besteht, kann 
benutzt werden, um alle Coefficienten ¢,., fiir « > +--+ 1 zum Ver- 
schwinden zu bringen. Man kann demnach folgende Form zu Grunde 
legen: 


(X Xa) = Wa X. 
(X X,,,) = We Xa, + —. ¢ to? 
(18a) — = We ~ + Corer, 


(x how — "s + Ca, a, _, Xeq 4) 
*) Math, Annalen XVI, 8, 524. 
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wo keiner der Coefficienten verschwinden darf. Indem wir die infini- 
tesimale Transformation Xf zu Grunde legen, wollen wir von den 
infinitesimalen Transformationen X,,...X., sagen, sie gehdrten zur 
Wurzel o,. 

Nun seien @,, @s, @,... die Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung, und jede Wurzel fihre zu einer Reihe von Transformationen 
X, (resp. zu einer einzigen solchen Transformation). Hiermit wird 
also keineswegs vorausgesetzt, dass @_ und wg ungleich sind. 

Wir bilden jetzt die Jacobi’sche Relation fiir X, X,,, Xp,, so 
folgt: 

> caupie [(@a+ 6) Xef — (XX,)] = 0. 


@ 


Wir entwickeln diese Gleichung vollstiindig nach denjenigen Xo, 
welche zu einer beliebigen Wurzel w, gehdren. Dann erhalten wir 
die Gleichung: 


(19) (@a + 3) (Cou Boo X,, + Cao poy: X;, + t= + Ca.Bo¥y X,,) 
_ Co BoYo Oy X;, + Cao Bor (@y X,, + ey, Yo Xx ) 
+ i + Ca.Bo¥y (a, X;, + Cyy Yy—1 Xy,_) = 


Wenn hier nicht @, + @g = @, ist, so muss, damit X,,f beider- 
seits denselben Coefficienten hat, ca,s,y, = 0 sein; jetzt muss, damit 
X,,_,f beiderseits denselben Coefficienten hat, ca,s,y,_,=0 sein. In 
gleicher Weise erkennt man, dass alle Coefficienten ¢q,»,7, .- . Ca,p.y.> 
Casfoy. Zleich Null sind, wenn nicht @ + wg = @y ist. Wenn aber 
diese Bedingung erfillt ist, so vergleiche man beiderseits die Coefti- 
cienten von X,_,... Xy, X,y, und erhiilt: 


Cao Bory ery a he 0, Co Bo¥y—1 Cyy 4 Yy—3 — O--- Co Bos ny = 0, 


woraus folgt: 


CanBoty _ Co BoYy—1 — Cay Bors — 0 
oder 
(20) (Xe, Xp.) =>) caps Xref 
(@a-+ @3 = @y) 


wo die Summation sich auf die erste Transformation X,, bezieht, welche 
zu einer Wurzel a, = w,-+ wg gehort. 

Die Jacobi’sche Relation fiir X, X,,, X,, fiihrt zu einer Gleichung, 
welche sich von der Gleichung (19) nur dadurch unterscheidet, dass 
auf der rechten Seite noch hinzukommt: 


CB, Bo CarBo Yo Xy, ° 
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Daraus folgt, wie vorher, dass nur solche Coefficienten 


CarBo¥o* * * CaoBiry 


von Null verschieden sein kénnen, fiir welche @g + @; = @, ist und 
dass unter dieser Bedingung ist: 


(20a) (Xa, Xp) = >) Cassin Xr. + Coupire Xy.)s 
(@a-+- @g = wy). 


In derselben Weise kann man fortfahren. Unter der Bedingung 
Wa + Os = w, liisst sich (Xo, Xp) durch Xy,, X,,...Xy, und ent- 
sprechend (X_, Xg,) nur durch solche Xy, ausdriicken, wo @ hichstens 
bis «+ * ansteigt. 

Ganz entsprechend leitet man die Gleichungen her: 


(Xe, Xa) = ewer Xrfy (Xa Xan) = > Covert, Xp aan Xp)f +: 


(2@_ = Wy). 


Diese Siitze reichen hin, um alle Gruppen zu finden, welche den 
beiden Bedingungen geniigen: 

a) es soll p—>r sein, 

b) nicht jede Transformationen der Gruppe soll mit einer andern 
vertauschbar sein. 

Indem wir von der Transformation X,_,f ausgehen, soll die 
Gleichung (7) nur eine einfache verschwindende Wurzel haben. Wir 
setzen . 


(Xp-1 r—2) =—2 X,—sf, (Xp r) =2 Xf, (X,—2 X;) = X,-1f, 


und haben dadurch vorausgesetzt, dass X,,f im Ausdruck fiir ein 
(X,X,) vorkommt, in welchem X,f und X,/f gerade je als erste Trans- 
formationen zu den Wurzeln +2 gehéren. Die Berechtigung dieser 
Annahme werden wir am Schluss beweisen. Es ist vorliufig nicht 
ausgeschlossen, dass zu den Wurzeln + 2 und — 2 noch weitere Trans- 
formationen gehéren; ebensowenig ist vorausgesetzt, dass X,_,/ nicht 
noch in andern Ausdriicken (X,X,) vorkommt, Die Xf ftir A=1...r—3 
gruppiren wir nach den zugehérigen Wurzeln @,, @,.... 
Die Relation (r, r—2, a) liefert : 


(21) @q Xa, f = Pp [¢r2, a ,@(XeXr) — Crae(XeXr—s)]- 
e 


2 nicht verschwinden muss 90= 6, unc = 0, — 
Soll ¢,-2,,9 nicht hwinden , so » und @=—@,—2 
sein, und ebenso kann ¢,q,2 nur von Null verschieden sein, wenn 
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@= 7) und @, = @, + 2 ist. Wenn also w, irgend eine Wurzel ist, 
so muss auch mindestens eine der beiden Gréssen @.-+-2 oder a,—2 
eine Wurzel sein, Man kann also, wie im vorigen Paragraphen, die 
Warzeln bestimmen, indem man die vorstehende Gleichung fiir alle 
X,, bildet, die als erste Transformationen zu denjenigen Wurzeln 
gehéren, welche aus einer unter ihnen durch mehrmalige Addition und 
Subtraction von 2 erhalten werden. Da zudem die Wurzel Null aus- 
geschlossen ist, so sind nur verschiedene Gruppen 
—2m—1, —2m+1,---—1, +1,-+--2m—1, 2m+1 

mdglich. 

Hieraus folgt, dass zu den Wurzeln -++- 2 keine weiteren Trans- 
formationen gehéren, was auch auf mancherlei andere Weise erkannt 
werden kann. 

Nun bilde man die Jacobi’sche Relation fiir r,» — 2, a, wo 
Xa,f die letzte Transformation ist, welche zu der Wurzel @, gehdrt. 
Dann erhilt man: 


Oe -> (C,—-2, a, 0 “era, — Craze Co,r—2, a) . 
¢ 

Hier beachte man, dass X,, nur im Ausdruck von (X,—2 X,,) fiir 
@ ; — 2=@_ und im Ausdruck von (X, X;,) fiir a, + 2 = @, vor- 
kommen kann. Also kann @ in der vorstehenden Gleichung gleich 
einem f, oder einem y, sein. Daraus ergiebt sich, dass zu allen der- 
selben Reihe angehérigen Wurzeln @, dieselbe Zahl von 'Transforma- 
tionen Xo,, Xa,.-- Xa, gehiort. 

Daraus ergiebt sich der Satz: 

Um alle Wurzeln, welche bei den die beiden aufgestellten Forderungen 
befriedigenden Transformationsgruppen neben den Wurzeln +-2 und 
— 2 auftreten kinnen, zu erhalten, wiihle man zwei Zahlen 24 und m 
so, dass 2(m+-1) (A+1) <r —3 ist, bilde die Wurzeln +1, +3 
-+-----+-(2m-+1) und lasse jede dieser 2m+-2 Zahlen eine 4-+-1-fache 
Wurzel sein. Dann wihle man zwei neue Zahlen 2° und m’, so dass 
2(m' +1) (4 +1) <r —3 — 2(m+1) (A+1) ist wnd lasse jede der 
Zahlen +1, +3-+---+ (2m’+1) eine X + 1-fache Wurzel sein. 
So fahre man fort, bis alle r — 3 Nummern erschipft sind. 

Beiliufig ergiebt sich hieraus der Satz: 

Wenn r eine Paarzahl ist, so muss in jeder r-gliedrigen Gruppe, 
welche ihre eigne Hauptuntergruppe ist, jede Transformation einer gwei- 
gliedrigen Gruppe mit vertauschbaren Transformationen angehéren ; 
oder: 

Fiir cin gerades r > 2 hat eine r-gliedrige Gruppe, in welcher 
nicht jede Transformation mit einer andern vertauschbar ist, nothwendig 
eine (r —1)-gliedrige invariante Untergruppe. 
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Wie im vorigen Paragraphen, sieht man auch hier leicht, dass 
fir +, x=—1,2---r—3 nothwendig (X, X,) =O ist. Ebenso ist 
es unmittelbar klar, dass (X,-2X,) und (X,X,) sich fiir c—=1--.r—3 
durch die r — 3 ersten Transformationen X, - - - X,—3 darstellen lassen. 
Es wird nicht néthig sein, die Coefficienten selbst hinzuschreiben. 
Ich mache nur darauf aufmerksam, dass» alle Functionen »,(y) sich 


rational durch "r—1 — rNr—2 ausdriicken lassen, und dass fiir 


Ur Nr—2 Nr-1 


alle Unterdeterminanten r—1'" Grades von |7.x| verschwinden. Somit 
folgt der Satz: 
Wenn eine r-gliedrige Gruppe den beiden Bedingungen geniigt, dass 
=r ist und dass nicht durch jeden Punkt des Bildrawmes eine Gerade 
geht, welche vertauschbare Transformationen darstellt, so muss r eine 
ungerade Zahl sein. Die Gruppe hat eine (r—3)-gliedrige invariante 
Untergruppe und die Transformationen dieser Untergruppe sind siéimmt- 
lich mit einander vertauschbar. Geniigen die Coefficienten einer Trans- 


formation DX der Bedingung rr—-2 = Yr-1, $0 ist dieselbe mit 


anderen Transformationen vertauschbar. 

Dass die invariante Untergruppe hier in mehrere Gruppen zerfallen 
kann, von denen jede eine invariante Untergruppe ist, wird durch die 
Fassung des Satzes nicht ausgeschlossen. 

Den Satz, dass jede Gruppe, deren Ordnungszahl grésser als drei 
ist, vertauschbare Transformationen enthiilt, hatte ich schon friiher 
(Programm 1884) aufgestellt, ohne den Beweis mitzutheilen. Herr Engel 
hat dann (Leipziger Berichte 1886, S. 91) einen Beweis hierfiir geliefert 
und dabei r —3 als Zahl der Dimensionen desjenigen Gebildes be- 
stimmt, dessen Punkte einer zweigliedrigen Untergruppe vertauschbarer 
Transformationen angehéren; wir erkennen hier, dass fiir p =r diese 
Zahl = r — 2 ist und dass nur die in diesem und dem vorangehenden 
Paragraphen angegegebenen Gruppen dieser Bedingung geniigen. 
Uebrigens erkennt man mit Leichtigkeit, dass fiir p <r entweder 
durch jeden Punkt des (r —2)-dimensionalen Bildraumes oder doch durch 
jeden Punkt einer (r—1)-dimensionalen Ebene eine gerade Linie ver- 
tauschbarer Transformationen hindurchgeht. Soll nimlich nicht durch 
jeden Punkt eine solche Gerade hindurchgehen, so muss / = 1 sein; 
also miissen sich alle %,(7) durch eine Function P(y) ausdriicken 
lassen, und da die Gruppe eine invariante Untergruppe besitzt, so 
muss P(y) = 0 dieselbe darstellen, also linear sein; fiir die Unter- 
gruppe ist aber 7 = 0. Somit folgt: 

Ist die Ordnung r einer Gruppe grosser als drei, so geht entweder 
durch jeden Punkt des (r—1)-dimensionalen Bildraumes oder durch 
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jeden Punkt eines (r—2)-dimensionalen Kegels zweiter Ordnung oder 
durch jeden Punkt einer (r—2)-dimensionalen Ebene eine gerade Linie, 
welche mit einander vertauschbare Transformationen abbildet. 

Es giebt tiberhaupt, wie ich friiher schon bemerkt habe, nur drei 
Gruppen, in denen keine vertauschbare Transformationen vorkommen, 
eine ein-, eine zwei- und eeine dreigliedrige. Die letzte, fiir welche 
sich alle zweigliedrigen Untergruppen als Tangenten an einen Kegel- 
schnitt abbilden, wird von den Herren Lie und Engel als Kegelschnitts- 
gruppe bezeichnet. 

Im Vorstehenden ist eine Voraussetzung gemacht, deren Berech- 
tigung noch bewiesen werden muss. Wir haben nimlich angenommen, 
dass diejenigen beiden Transformationen X, und X, fiir welche im 
Ausdrucke (X, X,) die Transformation X,_, vorkommt, beidemale die 
ersten Transformationen sind, welche zu den betreffenden Wurzeln 
gehéren. Da die Gleichung (7) nur eine verschwindende Wurzel hat, 
miissen alle (X, X,,) fiir a. + @; =, wofern sie nicht verschwinden, 
durch X, ;f ausgedriickt werden. Unsere bisherige Annahme war: 
(Xa, Xp.) = ¢- X,1; wir nehmen jetzt an: (Xo, Xs.) = 0. 

Dann folgt aus der Jacobi’schen Relation (a, 8, @,): 


Cpoa,,r—1 Oa Xi + Ca,a, ro(Xy, Xz.) _ 0, 


wegen We + @3 = 0, wo @, = 2@q ist, dass (Xy, Xs.) die X,./f nicht 
enthilt, dass also auch (Xy,X,,) = 0 ist; dasselbe gilt fiir (Xa, X,,) 
u. s. w. Es kann also, wenn (Xj, Xs.) = 0 vorausgesetzt wird, kein 
(Xa, X,) = Xraf sein. 

Hiermit sind die aufgestellten Satze nach allen Seiten bewiesen. 

Nachtrag. Die Forderung, dass nicht jede beliebige Trans- 
formation mit einer andern vertauschbar sein soll, hat die zwei Be- 
dingungen nach sich gezogen, dass erstens die Zahl r der Glieder eine 
ungerade sein muss und dass zweitens jedem 4 -+ 1 eine gerade Zahl 
2m + 2 von 4+ 1-fachen Wurzeln zugeordnet werden muss. Beide 
Bedingungen sind aber, wenn man von jener Forderung absieht, 
durchaus nicht nothwendig. Wir bilden also jetzt Gruppen nach 
folgender Vorschrift: 

Fiir ein beliebiges r nehme man zuniichst die Transformationen 
X,, X+-1, Xr-2 80 an, dass ist: 


(Xp-1 X,) == 2 X-f, (X,-1 X,~2) a ae 2 X,-2f ; (X,~2 X,) —_ X,—if. 


Dann wihle man zwei Zahlen 6 und s so, dass 6s <r — 3 und bilde 
die Wurzeln 


+ (s—1), + (s—3), + G—5)... 


und lasse jede dieser s Zahlen eine 6-fache Wurzel der charakteristischen 
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Gleichung fiir X,1f sein. Dann wihlt man zwei neue Zahlen o und 
s’ so, dass o's’<r—3—seo ist, und lasse jede der s' Zahlen 4-(s’—1), 
-+-(s'—3)... eine o'-fache Wurzel sein. So fahre man fort, bis alle 
xr — 3 Nummern erschipft sind. Jeder dieser 6-fachen Wurzeln ordne 
man 6 Transformationen nach den Gleichungen (18) zu, dann jeder 
o'-fachen Wurzel o Transformationen u, s. w. 

Wie bei den vorhin betrachteten Gruppen sieht man auch hier 
unmittelbar, dass fiir +, x —1,2...r—3 nothwendig (X,X,) = 0 
und dass sich (X,,X,) und (X,X,) durch die r — 3 ersten Trans- 
formationen darstellen lassen. Der ganze Charakter der Gruppen bleibt 
daher im wesentlichen ungeiindert; nur wird, wenn r gerade oder eine 
der Zahlen s,s’... ungerade ist, jede beliebige Transformation mit 
einer andern vertauschbar sein. Im iibrigen gelten aber alle im letzten 
Paragraphen hergeleiteten Siitze auch fiir die nach der verallgemeinerten 
Vorschrift gebildeten Gruppen. Namentlich ist fiir die in dieser Weise 
gebildeten Gruppen ?]=—1 und p=r. Die Frage, ob dies die ein- 
zigen Gruppen seien, fiir welche 1 = 1 und pr ist, wird sich erst 
in einem spiiteren Theile unserer Arbeit beantworten lassen. 


§ 9. 
Einige Eigenschaften der Gruppen vom Range Null. 


Die Resultate der beiden vorangehenden Paragraphen gestatten 
uns, siimmtliche Gruppen, welche den dort angegebenen Bedingungen 
geniigen, sobald die Gliederzahl gewihlt ist, in expliciter Form hin- 
zuschreiben. Die dort angewandte Methode, welche sich auch fiir 
andere Voraussetzungen als wichtig erweisen wird, ist fiir die Gruppen 
vom Range Null nicht brauchbar. Es ist mir aber nicht méglich, 
Siitze anzugeben, welche die explicite Darstellung solcher Gruppen 
gestatten; da ich aber im folgenden einen Satz aus der Theorie dieser 
Gruppen bedarf, so mége es mir gestattet sein, die wichtigsten Siitze, 
welche fiir 7 = 0 gelten, hier mit ihren Beweisen zusammenzustellen, 

Aus der Schlussbemerkung in § 3 folgt unmittelbar, dass, wenn 
w, --.W,—1 identisch verschwinden, jede beliebige Transformation der 
Gruppe mindestens mit einer zweiten Transformation derselben ver- 
tauschbar ist. Durch jeden Punkt des Bildraumes geht also mindestens 
eine gerade Linie, welche solche Transformationen abbildet, die mit 
einander vertauschbar sind. Es verschwinden also auch alle Unter- 
determinanten + — 1'" Grades von | y,.x| identisch. Fiir manche dieser 
Gruppen verschwinden auch simmtliche Unterdeterminanten von einem 
niedrigeren Grade identisch und dann ist jede Transformation mit 
einer mehrfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit von Transformationen 
vertauschbar. Dasselbe erkennt man ohne Riicksicht auf friihere Siitze, 
Mathematische Annalen, XXXI, 19 
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wenn man eine gewisse Form fiir die Gruppen zu Grunde legt und 
beriicksichtigt, dass jede der Gruppe angehirige zweigliedrige Unter- 
gruppe nur vertauschbare Elemente enthiilt. 

Zu dieser Form gelangt man auf folgendem Wege. Man wihle 
zwei ganz allgemeine (infinitesimale) Transformationen als X,f und 
X,f. Dann wird (X, X,) eine Transformation liefern, welche von 
beiden unabhiingig ist und mit X,f bezeichnet werden soll. Ebenso 
moége (X,X,) nicht durch X,, X, X, dargestelit werden kénnen und 
mit X;f bezeichnet werden, In derselben Weise fahrt man fort, so 
dass man hat: 


(Xp X;) — Xf, (X, X,) _ X;f, (X, X;) — X,f. .* (X, Xm-1) —_ Xnf3 


aber die Transformation X,,/ sei die erste, zu der man auf diesem 
Wege gelangt, fiir welche (X,X,,) durch X, X,...X,, dargestellt 
werden kann. Es sei also: 


(X, Xm -> ey Xyf. 
0 


Wenn aber hier die é), ¢,...@m nicht simmtlich verschwinden, 
und man fiir @ eine nicht verschwindende Wurzel der Gleichung: 


a” = ¢, + &,@ + @,@* +--+ + ¢,a""' 


nimmt, so kann man Coefficienten p,, p, ... 2m so bestimmen, dass 


(X,, >’ p. X= o>’ pX. 


ist, also die Gruppe eine zweigliedrige Untergruppe ohne vertausch- 
bare Elemente enthilt. Daher miissen ¢,, e, ...¢€, simmtlich ver- 
schwinden und da spiitestens fiir m—r—1 sich (X, X,,) durch 
X,, X, ... Xm muss ausdriicken lassen, so sieht man, dass jede Trans- 
formation mit einer andern vertauschbar ist. 

Wenn man aber fiir m <r —1 auf dem angegebenen Wege zu 
der Gleichung (X,X,,) = 0 gelangt, so diirfen wir annehmen, m sei 
die grésste Zahl, welche in dieser Hinsicht méglich ist. Alsdann wiihle 
man wieder eine Transformation X,4:/ ganz willkiirlich, nur unab- 
hiingig von X,, X,... Xm, bilde (X, X41) und wenn der Ausdruck 
hierfiir von X,X,...XmXm4: unabhingig ist, setze man 


: (X, X41) — Xn+2} 
mau bilde 
mtn’ 


(X, Xm+2) —_ Xnsf. .- (X, Xin-+-m'—1) — Xmn+n'f; (X, Xm+m') ii > ey X, hb 


0 


wo der Fall m’ =1 eingeschlossen ist. Wir suchen zuniichst aus 
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X,, X, ... Xm4m' eine zweigliedrige Untergruppe zu finden. Diese 
hat wegen der Gleichung: 


a” = Engi FD emps +++ Om tm’ 

stets ein Hauptelement, wenn nicht die Coefficienten @n41, Cmio-+.€ mtm 
verschwinden. Wenn dann aber die Coefficienten ¢,, ¢, ...¢, alle 
oder zum Theil von Null verschieden sind, so beachte man, dass nach 
unserer Voraussetzung die m-fache Wiederholung der Operation 
(X, Y,) = Y,... auf (X, Y,) =O fiihren muss. Wenden wir dies 
auf X,,41 an, so erkennen wir, dass m’ héchstens gleich m sein kann 
und dass fiir m’ =m nothwendig (X, Xe.) = 0 sein muss. Anderer- 
seits zeigt aber die Fortsetzung dieser Operation fiir m’ <m unmittelbar, 
dass man X,,4, nur durch eine lineare Function von Xm4i1, X,...Xm—1 
zu ersetzen braucht, damit auch die Coefficienten e, ...¢, und hier- 
mit auch e, verschwinden. 

In gleicher Weise kann man fortfahren, Bildet man wieder 

m-+-m'-+-m" 
(Xp Xm4m'p1) = Xmpm'ze + > + (Xq Xn-m'+m') => ey Xof, 
$ 0 
so muss m” < m’ sein und da spiitestens eine m’-fache Wiederholung 
der angegebenen Operation, auf Xn+m41 angewandt, zu (X, Xp) = 0 
fiihrt, so wird man wieder (Xp Xn4m’'4m”) = 0 annehmen kénnen. 

Daraus ergiebt sich der Lehrsatz: 

In jeder Gruppe vom Range Null lassen sich r von cinander unab- 

hiingige infinitesimale Transformationen X,, X, ... X+-1 so wiihlen, 
dass die Gleichungen bestehen: 
(A) (XpX,) =a, Xpf, (Xp X_) =a, Xf... (Xo Xs) =a, Xy4 if... (KX) Xp1)—=O 
wo alle Coefficienten a, ... a,-2 gleich 1 oder 0 sind. Ist bei allge- 
meiner Wahl von X,f und X,f fiir m< xr —1 bereits an =O, so 
muss auch unter den Gti. . + dom mindestens ein verschwindender 
Coefficient vorkommen; ist Gm+m: der erste, so verschwindet auch min- 
destens einer der Coefficienten Qinrm+i+ ++ Anton’ UW. 8. W. 

Die Jacobi’sche Relation fiir (0,m,m-+-m’), (0,m,m-—+-m'--m”)... 
sowie fiir (0, a, m), (0, a, m-+-+-m’)..., wo @ eine von m,m-+m’... 
verschiedene Marke bedeutet, liefert: 

(a) (Xo(XmXmtm')) =O, -.- 
(b) (Xp (Xe Xn)) — (Xe+1 Xn); (Xp (Xa Xn-+n')) = (Xess Xn+n’) .? 


Aus (a) in Verbindung mit (b) fir a= m—1, m+ m'—1... 
folgt unmittelbar, dass (X»Xm+4n’) und die entsprechenden Ausdrticke 
sich durch Xn, Xm’) Xm+4m'+m+..+ darstellen lassen. Beriicksichtigt 
man aber, dass sich X41, Xm4mn'41-+-+, wenn auch die Gleichungen 
19* 
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(A) bestehen sollen, noch immer so wihlen lassen, dass zu Xinim 
noch X,, mit beliebigem Factor hinzukommt, und dass man zu 
Xm+m'+m" noch eine beliebige lineare Function von X, und Xn n 
hinzufiigen kann, und beriicksichtigt man ferner den Charakter der 
iiberhaupt méglichen zweigliedrigen Untergruppen, so folgt 


(Xn Xmtm') —_ 0, (Xm Xin-+m'+-m") =(Q... 
Dieselbe Betrachtung zeigt jetzt, dass auch 


(Xm—1 Xm) = (Xm—1 Xrepm’) = +++ = 0 
ist. Angenommen, man habe auf diese Weise gefunden, dass 
(Xess Xm) = (Xo Xm-+m’) mee ec 0 


ist; dann folgt aus den Gleichungen (b) unmittelbar, dass (X,X,,), 
(Xa Xm+m’) héchstens X,,, Xmym... enthalten kénnen, und dann lehrt 
die soeben skizzirte Betrachtung, dass auch (X_ Xm), (Xa Xm+tm') ++ 
verschwinden. Somit sind alle diejenigen Transformationen, welche 
sich auf dem angegebenen Wege mit X, als vertauschbar herausstellen, 
mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbar. Wir sehen also: 
Jede Gruppe vom Range Null hat eine Untergruppe, deren Trans- 
formationen mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbar sind. 
Verschwinden in der Determinante | y,,| alle Unterdeterminanten vom 
Grade r —k, so enthilt jede Mannigfaltigkeit von Transformationen, 
welche mit einer beliebig gewdhlten vertauschbar sind, eine (k — 1)-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit von solchen, welche mit allen vertauschbar sind. 
Eine Untergruppe der angegebenen Art nennt Herr Lie (Ann. 
Ba. 25, 8. 77, Note) eine ausgezeichnete Untergruppe. Wir finden also 
in den hier betrachteten Gruppen stets ausgezeichnete Untergruppen. 
Ebenso hat sich eine einfache Methode ergeben, um diese Unter- 
gruppe zu finden. 
Wenn « und B von m, m+ m’... verschieden sind, so liefert 
die Jacobi'sche Relation fiir (0, a, 6) die Gleichung: 


(c) (Xp(XeXp)) = (Kut Xp) + (Xa Xp). 


Indem wir diese Gleichung benutzen, beschriinken wir uns der 
Bequemlichkeit wegen im Ausdruck auf solche Gruppen, fiir welche 
nur die simmtlichen Unterdeterminanten r—1'" Grades von |y,,| ver- 
schwinden, fiir welche also in (A) a, =a,—---=a@,9=—1 w 
setzen ist. Indem man der Reihe nach B=a+1, B=a+3... 
setzt und ferner die Gleichung (X,—2X,_1) = 0 beriicksichtigt, ersieht 
man unmittelbar, dass im Ausdruck von (X_X,) die Xf und X,f nicht 
vorkommen. 

Wenn fiir 1=0 nicht alle Unterdeterminanten r — 2'" Grades 
der charakteristischen Determinante identisch verschwinden, so bilden 
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die nach der obigen Vorschrift bestimmten Transformationen X,f...X,if 
die Hauptuntergruppe. 

Ebenso ergiebt sich aus (c) unmittelbar, dass (X,_3X,~s), tiber- 
haupt (X_X,—2) nur durch X,_;f ausgedriickt wird. Hitten wir iiber- 
haupt bewiesen, dass fiir « < 6 die (Xa4: Xs) und (X_Xs41) nur durch 
Xeii, Xero... X, ausgedriickt werden, so zeigt die Gleichung (c), 
dass in (X,X,s) nur Xs, Xgi1... X, vorkommen kénnen, wo aber 
der Coefficient von Xz wieder verschwinden muss, damit in der Gruppe 
nur zweigliedrige Untergruppen mit vertauschbaren Elementen vor- 
kommen kénnen. Die Aenderungen, welche hier nothwendig werden, 
wenn die Form (A) in voller Allgemeinheit vorausgesetzt wird, brauchen 
wohl nicht angegeben zu werden. Wir gelangen somit zu folgendem 
Satze, den Herr Engel zuerst unter einer etwas allgemeineren Voraus- 
setzung aufgestellt und bewiesen hat: 

Jede r-gliedrige Gruppe G,., fiir welche 1 = 0 ist, hat eine (r—1)- 
gliedrige invariante Untergruppe G,1, diese wieder eine (r —2)-gliedrige 
Untergruppe G,-2, welche sowohl in Bezug auf G, wie auf G,1 in- 
variant ist; diese eine (r — 3)-gliedrige, welche fiir Gp», Gp. und G, 
invariant ist u. s. w. 

Da jede invariante (r—1)-gliedrige Untergruppe die Hauptunter- 
gruppe in sich schliesst, so folgt: 

Ist l= 0 und verschwinden nur die Unterdeterminanten r — 1'» 
Grades von |x| identisch, so hat die Gruppe eine einfach unendliche 
Schaar von (r—1)-gliedrigen invarianten Untergruppen; jede Trans- 
formation, welche der Hawptuntergruppe nicht angehidrt, gehdrt einer 
(r —1)-yliedrigen invarianten Untergruppe an. 

Aus den Gleichungen (c) ziehen wir jetzt weitere Folgerungen, 
indem wir a, 6 die kleinsten Werthepaare der Reihe nach annehmen 
lassen. Dann ist fiir « = 1 bereits bewiesen, dass jedes (Xq X,) durch 
diejenigen X,f dargestellt wird, deren Marke s > « + 6 — 1 ist. An- 
genommen, dies sei fiir «, 6B und «,8-+ 1 bewiesen; dann ergiebt 
sich dieselbe Eigenschaft aus (c) auch fiir (X.4:X,). Somit gilt die 
Kigenschaft ganz allgemein (natiirlich nur fiir a, =--+@,-2=1 in 
(A)). Demnach liegt in dem (7 —1)-dimensionalen Bildraume, welcher 
die gegebene Gruppe abbildet, eine bestimmte (7 — 3)-dimensionale 
Ebene E,-3, durch welche die Hauptuntergruppe abgebildet wird; in 
dieser liegt wieder eine bestimmte (r—4)-dimensionale Ebene L,_, u. s. w. 
Das Product eines beliebigen Punktes des Bildraumes mit einem Punkte 
der E,_, fiihrt auf einen Punkt der F,_,-1, und das Product eines 
Punktes der E,_, mit einem Punkte der H,-, fiihrt auf einen Punkt 
der E,-,-, und verschwindet, wenn diese Marke negativ ist. Speciell 
ergiebt sich: 

Bildet man aus den x Transformationen X,~», Xpxi +++ Xr 











290 Witnetm Kizuna. Zusammensetzung von Gruppen. 


und einer ganz allgemeinen Transformation eine k + 1-gliedrige Gruppe, 
so ist dieselbe eine invariante Untergruppe und hat die aus den Trans- 
formationen X,_ x41 +--+ X,—1 gebildete Gruppe zur Hauptuntergruppe. 

Man kénnte nun ausser den Gleichungen (A) noch folgende Glei- 
chungen voraussetzen: 


(X, X,) = a, X, + +++ + a1 X14, 
(X, X;) ead B, X, + ii Bra X-1; 
(X;Xy) = 7X +--+ + 7A... 
und daraus mit Hiilfe von (¢) alle (X, X,) herleiten. Aber fiir r > 6 


miissen hier weitere Bedingungen hinzugenommen werden, und so ist 
mir die explicite Darstellung dieser Gruppen bis jetzt nicht méglich. 


Braunsberg, Anfang November 1887. 


% 








Ueber die auf einer Curve m” Ordnung C*' vom Geschlecht p 
von den oo* Geraden @ der Ebene ausgeschnittene lineare 
Schaar g?. 


Von 


C. Kiprer in Prag. 


Wir gebrauchen die von Herrn M. Nother eingefiihrten und all- 
gemein adoptirten Benennungen (Math. Annalen Bd. 6, 7). 

Liisst sich durch eine Gruppe Q’ — von Q Punkten einer linearen 
Schaar Gg eine adjungirte C"— legen, welche die Grundcurve C)' (p> 1) 
noch in einem Reste R’ von R= 2p — 2— Q Punkten schneidet, 
so kann die ganze Schaar Gg durch adjungirte C"™-* ausgeschnitten 
werden, welche die Gruppe R’ enthalten. Sdmmitliche durch R’ még- 
liche adj. C™~-* liefern daher eine lineare Schaar, — Vollschaar, — 
die entweder mit der vorgelegten Gg identisch ist, oder von welcher 
diese einen Theil bildet. 

Kennt man die Mannigfaltigkeit r der durch die Gruppe Q’ mdg- 
lichen adj. C”—%, so folgt aus dieser nach dem Riemann-Roch’schen 
Satze die Mannigfaltigkeit gq der Vollschaar, zu welcher die Gruppe 
Q’ gehort. 

1. 2(q—r)=Q— R. 

Eine durch adjungirte C“— ausschneidbare Schaar heisst Special- 
schaar. 

Bei unserer Betrachtung sind als Q’ die m Schnittpunkte von 
Cy mit irgend einer Geraden G zu denken, und wir nehmen an, dass 
Q’ einer Specialschaar angehért. Die hiezu nothwendige und hin- 
reichende Bedingung ist offenbar die, dass eine adjungirte C™~‘ exi- 
stirt, weil eine durch Q’ mogliche C™-* die Gerade G zum Bestand- 
theil haben muss. 

Diese Bedingung ist erfiillt, wenn p> m— 2: Denn von einer 
adj. C™-3 sind p — 1 Punkte willkirlich, und hier ist p — 1 
wenigstens = m — 2. Nimmt man daher zur Bestimmung der C™—* 
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m—2 Punkte in der Gruppe Q’ an, so muss C”—* zerfallen in G 
und eine C™—-, 

Ist also p > m — 2, so bilden: die Schnittpunkie der Cy mit den 
Geraden eine Specialschaar g®. Die Mannigfaltigkeit der Schaar ist 2, 
weil es in der Ebene oo* Gerade giebt. Von besonderer Wichtigheit 
ist es aber 2u entscheiden, ob g®) Vollschaar ist oder nicht? 

Der eben gefiihrte Nachweis der Existenz einer adj. C"— zeigt 
zugleich, dass es wenigstens oo?—!—-™-*) == oo?—™t! solcher Curven 
giebt. Wenn nun die Zahl p—m--1 genau die Mannigfaltigkeit r 
der miglichen C™—* ausdriickt, q die der Vollschaar bezeichnet, welche 
g® enthilt, so muss nach I: 


2.(q—p+m— 1)—m— (2p—2—~m); 
mithin q == 2 sein. 

Ware aber ctwa r=p—m-+2, so ergiibe sich q=3, und 
die g®) wire alsdann Theil einer Vollschaar g) von der Mannig- 
faitigkeit 3. 

Damit unsere Betrachtung unmittelbare Anwendung auf die Raun- 
eurven gestatte, beschriinken wir uns durch die Annahme, dass C; 
h Doppelpunkte D wad keine weiteren Singularitiiten besitzt. 


Es ist sonach: 

p— Dm) _ 5 

2. Durch die h Punkte D gehen oo?-! Curven C”-3. Wenn nun 
eine C™—* dadurch, dass sie die D enthilt, genau h Bedingungen 
unterworfen ist, so betrigt die Mannigfaltigkeit dieser C”—* offenbar: 
r= p—-1l—(m—2)—p—m+1. 

In diesem Falle ist, wie aus 1. erhellt, g®) Volischaar. 

Wenn hingegen die Forderung, durch die h Punkte D zu gehen 
einer C™-* genau h — 1 Bedingungen auferlegt, so dass oo? -™+* Cm-4 
durch die D sich legen lassen, dann und nur dann ist g) in einer Voll- 
schaar g®) enthalten (Nother). Setzen wir dies in der Folge voraus, 
mit anderen Worten setzen wir fest*), dass eine durch h —1 der D 
gehende C™—* den fehlenden hi Punkt stets enthdlt, so geht auch noch 
in dem Falle p = m — 2 eine einzige C™— durch alle D, und es gilt 
fiir p> m — 2, dass g®) in eine Vollschaar g® gehirt. 


m 


*) Anm. Ist die Mannigfaltigkeit der durch h, Punkte D gehenden C” 
n(n -+ 3 
> Ser) —h,, 
so brauchen nicht alle durch je hy —1 dieser D gehenden C” auch den letzten 


zu enthalten; aber wie leicht zu sehen, muss sich stets eine Gruppe von h <h, 
der D angeben lassen, fiir welche diese Eigenschaft besteht. — 


% 
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Weil ersichtlich diese Voraussetzung fiir h = 0, h =1 nicht zu- 
treffen kann, so folgt, dass auf einer Curve Cy (p >m — 2), die nicht 
mehr als einen Doppelpunkt hat, die g®) Vollschaar ist. Damit aber 
hier p > m — 2 sei, braucht nur m> 4 zu sein. Diesem kann man 
zufiigen: Ist speciell h=0, so giebt es auf C; ausser g° tiberhaupt 
keine Specialschaar mit der Gruppenzahl m: Denn Q’ sei eine Gruppe 
von m Punkten einer Schaar g‘?), C* die Curve niedrigster Ordnung, 
welche durch Q’ méglich ist. Soll g>0 sein, so miissen durch den Rest- 
schnitt R’ von C*, Cy, welcher aus m (2 — 1) Punkten besteht, 
wenigstens oo' Curven C* gehen, und demzufolge darf x? nicht kleiner 
als m (xz — 1) sein. Wenn aber m > x + 2 wiire, so wiirde m(a—1) 
>2+2+2 folgen; also m(x—1)> 2*, sobald 2 >1. Daher 
kann m nicht grosser als 2 + 2, oder x nicht kleiner als m — 2 sein, 
wofern nicht x = 1. 

Das Vorhandensein einer adjungirten C”—*, welches wir zu Grunde 
legen, bedingt m > 4; indess ist der Fall m= 4, p=—3 durch das 
oben Vorgebrachte erledigt. Was C,‘ angeht, so existiren auf ihr 
nur oo! Specialgruppen und g®) ist nicht mehr Specialschaar. 

Wenn nun zuniichst m = 5 betrachtet wird, so ist fir p>3 
entsprechend h<3. Wire h=3, so kann g® nicht Specialschaar 
sein, da die drei D nicht in gerader Linie liegen kénnen. Wire 
h = 2, so gehen doch nicht alle durch einen D gezogenen Geraden 
auch durch den zweiten D; folglich ist dann g‘) Vollschaar, ebenso 
wie bei h=1, h=0O. 

Schon hieraus ersieht man, dass die Erfiillung der iiber die C™— 
nothigen Voraussetzung an das Vorhandensein einer gewissen Minimal- 
zahl von Punkten D gekniipft ist, und unsere niichste Aufgabe soll 
darin bestehen: ,,den kleinsten Werth von h zu crmitteln, bei welchem 
es tiberhaupt miglich ist, dass alle C™—-4, die von diesen h Punkten 
h — 1 aufnehmen, auch den leteten enthalten.“ 

3. Das Minimum von h — bezw. Maximum von p. 

a) Bestimmung einer unteren Grenze fiir die Ordnung v einer C’, 
welche stimmtliche D enthalten kann. 

Wenn p = m — 2, also nur eine C’-* durch die D existirt, so 
kénnen diese D offenbar auf keiner C” liegen, wobei v < m — 4. 
Wenn p=m—1, so dass die D zu den Grundpunkten eines be- 
stimmten Biischels (C”™-*) gehéren, so kénnten die D selbst die 
(m — 4)? Grundpunkte sein. Da aber von diesen einer, und nicht 
mehr als einer durch die iibrigen bestimmt sein muss, so bedingt dies: 
m—4=—3, m= 7. Wird umgekehrt m= 7 angenommen, bei 
welcher Annahme durch die D eine C’-4 = C% gehen muss, so kénnen 
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auch auf dieser C* weniger als 9 Punkte D in solcher Lage nicht 
existiren, dass alle durch acht D gehenden C* den neunten D ent- 
halten: 


Fiir Curven 7 Ordnung ist somit 9 das Minimum von h, 
15 —9=6 das Maximum des Geschlechts. Auch leuchtet ein, dass 
man von C,' 9 Doppelpunkte beliebig wiihlen darf. 


Ist m > 7, wihrend p = m — 1 festgehalten wird, also 
h= &—de-s , so wird h< (m— 4). Soll hier v << m— 4 
sein, so kann C” dann nicht mehr alle (m— 4)? Grundpunkte des 
Biischels (C™—*) enthalten. Jetzt betrachte man die lineare Schaar von 
je v(m—4)—h=Q@ Punkten, welche die oo! C™—~ aus C” schneiden; 
q sei ihre Mannigfaltigkeit, 2 das Geschlecht von C’. Weil vom 
Gesammtschnitte der C“-4, C” hichstens x Punkte durch die tibrigen 
bestimmt sind, einer der h aber schon durch die anderen h — 1 mit- 
bestimmt ist, so muss Q@ — g < p; folglich durch irgend eine Gruppe 
dieser Schaar eine U”-5 méglich sein; d. h.: 


v(m — 4) —h<v(v — 3), 
oder 


I. h>v(m—1—»). 
Weil ferner C” alle h Doppelpunkte von C™ enthiilt, muss: 
Il. h< a , 
Daher folgt: 
oe —v(m—1—v)>0, oder »v>™—-. 


m—1 . . m— 2 
——, bei geradem m ist — 





Bei ungeradem m ist demnach —~ 


die gesuchte untere Grenze. 

Ks ist klar, dass ganz dasselbe Kaisonnement giiltig bleibt, wenn 
p >m—1, d. h. wenn wenigstens oo? C™— durch die D existiren. 

Man findet als untere Grenze von v m—4 selbst, wenn ent- 
weder m= 7, m= 6. Wie oben gezeigt ist fiir m= 7 das Maximal- 
geschlecht = 6. Fir m=6 wird m—4=2: Sollen auf einem 
Kegelschnitte C* h Punkte eine solche Lage haben, dass alle durch 
h —1 derselben mégliche C? den letzten Punkt aufuehmen, so darf 
man offenbar h nicht kleiner als 6 nehmen; selbst dann nicht, wenn 
die C* zerfallt, wobei wegen m= 6 hoéchstens 3 der angenommenen 
Punkte auf einer Geraden liegen kénnten. Auch bestelit immer eine 
C,°, die zu Doppelpunkten 6 beliebige Punkte einer C? hat. Folglich 
ist bei C® das Minimum von h:6, das Maximalgeschlecht 4. 


% 





at 


h, 
$s 
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b) Lehrsate. 
Kann man durch h — ; t(¢+ 1) der h Doppelpunkte D von 
C” eine Curve C"-* legen, wobei i< "=", so geht dieselbe durch 


die tibrigen = i(¢-+ 1) D. (v. Néther’s Preisschrift iiber alg. Raum- 
curven). 


Beweis. Es ist festzuhalten, dass fiir jede C“-* die Forderung 
durch die D zu gehen genau h — 1 Bedingungen repriisentirt. Sofern 


i< aS, kann eine C’—! nicht durch alle D gehen. Nimmt man 
nun fiir eine Ci = ili +1)—1 Punkte D, unter den D an, so 
muss diese Curve auch bestimmt sein, wenn durch die h— + t(¢-+1)+1 
iibrigbleibenden D, eine C”-‘-* méglich ist. Denn diese C-‘-° 
braucht nur durch h — > i(¢-+ 1) Punkte D, zu gehen, um auch den 


fehlenden Punkt aufzunehmen. Wire daher C*! durch die D, noch 
nicht bestimmt, so hitte man in C‘-'+ C™-* eine C™-4, welche 
dadurch, dass sie die h enthalt, weniger als h — 1 Bedingungen unter- 
worfen ist. 


Nun sei P irgend einer der Punkte D,, der aber nicht auf C*! 
liegt, und G die Gruppe bestehend aus P und den D,. Die voraus- 
gesetzte C™-'-§ muss P enthalten. Aber man kanu offenbar jedem 
in G vorkommenden Punkte P, die Rolle von P zuweisen, wiihrend 
der zuerst gewihlte P mit den iibrigen der Gruppe G zur Bestimmung 
einer Cj~* dient, welche nicht durch P, gehen wird, weil sie sonst 
mit C’—! identisch wiire, was unmdglich ist, da diese P nicht enthiilt. 
Es folgt demnach, dass die C“-‘-* jeden Punkt von G enthalten muss: 


c) Minimalwerth von h. 
Bedeutet v < m — 4 die Ordnung irgend einer durch die D 
gehenden Curve, so ist nach 3: 


s h>v(m—1— v), 


Erstens m ist eine gerade Zahl. 


Der Ausdruck rechts hat den grdssten Werth, wenn vy = ”— : 


2. ? 
nimlich 
m m—2 


2 2 





Wenn nun h nicht grdsser als a ist, geht durch die D 


m—2 


P xz 
eine C* : 
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m-—4 


Man setze i = —g» was uuliissig ist (b), so wird: 
2 B ses =_ 2 2m — 8 
m—i—3=— > ; ferner: h — - i(é+1)a™ beens. 


m—2 
Von einer C ” sind auch willkirlich: 
4 _ m—2 —=(#=* + 3) = a me? + = -8 Punkte. 


m—1 


Nach obigem Lehrsatze fallen die D siimmtlich auf diese ot. 





Demzufolge ist endlich h > “— S. > — gemiiss 1; d. h. h kann 
nie kleiner werden, als wien. 2 Das Maximum von p ist hier 
{o—sF » sonach p>m— 2, wofern m> 6. 

m—2 


Damit aber die Folgerung iiber die auf C * von den C™—* aus- 
geschnittene Schaar zuliissig sei, wird erfordert, dass das Geschlecht 
dieser Curve: 

z>1; 
mit andern Worten: 


m — 


_ : > 3, m> 8, 
Der Fall m= 8 iano eine specielle Behandlung. 
Zweitens m ist ungerade. 
Der grésste Werth von v(m — 1 — v) ist: 

m—1 m—1 (>. m— 1 

os = (for ta, ): 

m—1 

(m — 1)? 


Wenn h nicht grisser als 4 


alle D: 


. m—5 a e 
Man nehme i = — zy» was wulissig ist (b). Es wird 


ist, so existirt die C * durch 


m—i—3=— ne ; 
© ss . — 1)?’ _ — 5) ( ee m 4m — 13 
a sii+NS (m . ) m fe — + : 


m—t 


Von einer C * sind aber willkiirlich: 


1 m—1 m—1 m? + 4m — 5 
ee 


° 
- 


also gewiss h — : é(¢+1) Punkte. 


m—1 


Diese C ® ist auch die Curve niedrigster Ordnung, welche durch 
die D méglich ist. 
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Endlich folgt jetzt aus I: 
m—1 m—1 
h=> — “eer sa d. h. 
—1) 


h kann nicht kleiner als & . 


p: “= yee — 3). somit 


werden. Hier ist das Maximum von 


p>m-—1, wofern m>7, 
oder 
p>m—2, wenn m>5. 


Drittens. m= 8. 


Es seien 13 Punkte JD in solcher Lage, dass sie einen Biischel 
(C*) bestimmen. Eine C,* dieses Biischels wird von den andern (C*) 
in 3 festen Punkten geschnitten; nimmt man von diesen noch einen 
als 14°" zu den D, so giebt es, wie man sofort erkennt, eine C,', 
welche die 14 D zu Doppelpunkten hat; kurz h kann = 14, — p=7 — 
sein. 

Soll aber h < 14 sein kénnen, folglich auch durch h — 1 dieser 
Punkte wenigstens oo?C* médglich sein, die alsdann auch den fh‘ 
Punkt enthalten miissen; so wird jetzt eine C,‘ dieser Curven von den 
andern nothwendig in einer beweglichen Schaar von Punktgruppen 
geschnitten. Besteht eine solche Gruppe aus @ Punkten, und ist q 
die Mannigfaltigkeit der Schaar, so ist @—q< 3. (3 ist das Ge- 
schlecht von C,‘; daher sind von den Schnittpunkten mit einer C* 
héchstens 3 durch die iibrigen bestimmt, wobei jener h'* Punkt mit- 
gerechnet ist.) Weil hiernach jede Gruppe auf einer Curve C*-%, d. i. 
einer Geraden liegen muss, so hat man 


Q<4; 
h> 12. 


Wird nun angenommen, dass h seinen Minimalwerth 12 erreicht, 
wobei dann Q = 4 ist, so ergiebt sich weiter, dass, da von den 16 
Schnittpunkten der C,‘, C4 vier auf eine Gerade fallen, die 12 D einer 
C® angehéren miissen. 

Umgekehrt kann man die 12 Schnittpunkte einer C‘ mit einer 
C3 als Punkte D wiihlen: Denn stets existirt C* mit diesen Doppel- 
punkten, und jede durch 11 derselben gehende C‘ enthilt den 12', 


somit 


4. Construction der Cy’ vom Masximalgeschlecht. 

Erstens. m ist gerade Zahl = 2n. h = n(n — 1), und durch die 
h Punkte D geht C*-', p —=—(m — 1). Hier ist die Forderung 
p>m— 2 erfillt, sofern m> 6. C*-' wird von einer durch die 
D gelegten C?"-* noch in 





































C. Kiprrr. 


298 
(2m — 4) (n — 1) — n(n — 1) = (n — 1) (n — 4) 


Punkten geschnitten, und diese miissen auch auf einer Curve von der 
Ordnung » — 1 — 3 = n — 4 liegen. Demnach folgt, dass durch die 
D eine Curve von der Ordnung 2n — 4 — (n — 4) =m geht C”. 

Jetzt lisst sich projectivisch eine C?" erzeugen, welche die D zu 
Doppelpunkten hat: Nimlich eine Gerade G, bildet mit C*—' eine 
Curve n' Ordnung. Die Schnittpunkte der eben nachgewiesenen C* 
mit G, und die D sind somit die Grundpunkte eines Biischels (C*),. 
Kine andere Gerade G, liefert ebenso einen zweiten Biischel (C*),. 

Diese Biischel sind nur projectivisch auf einander zu beziehen, um 
die verlangte C?" zu erhalten. Auch wird nach dem bekannten Schnitt- 
punktsatze von Cayley, der hier Anwendung findet, jede Curve von 
der Ordnung: n+ »— 1—3—m — 4, welche h — 1 der D ent- 
halt , den letzten enthalten mtissen. 


(v. Nother, Acta mathem. 8 : 2.) 


Zweitens. m ist ungerade = 2n + 1. 

h =n, und durch die h Punkte D geht C*. Diese wird von 
einer durch die D gelegten C?"—* noch in n(2n—3) — n? = n(n—3) 
Punkten geschnitten, welche auf einer Curve von der Ordnung n — 3 
liegen miissen. Demnach folgt, dass durch die D noch eine Curve 
von der Ordnung 2n — 3 — (n— 3) =m gehen muss. 

Hier sind also die D die n? Grundpunkte eines Biischels (C*). 
Diesem entnehme man Cy und Cy und bilde aus Cf und einer Ge- 
raden G, eine ci, aus Cf und einer Geraden G, eine cz: Durch 
cyt", Cr ist sodann ein Biischel (C"*™’) gegeben, dessen Grund- 
punkte vorliegen: in den D, in den Schnittpunkten von G, und 
Cz, von G, und Cj, endlich in G,G,. Man beziehe diesen Biischel 
projectivisch auf (C"), so erzeugt man die verlangte C’"*", Und da- 
mit C?*~* = OC” durch alle D gehe, geniigt es nach dem angezogenen 
Satze, dass C"~* durch einen weniger gelegt wird. 

5. Versteht man unter p, die Zahl oy, oder even), 
je nachdem m gerade oder ungerade ist, so wurde im Vorangehenden 
die Begriindung des Ausspruchs geliefert: Hat C;* ein Geschlecht 
p > ~;, und blos Doppelpunkte, so kann die Schaar g® auf ihr nicht 
in einer g® enthalten sein. Umfassender ist der Satz: Ist das Ge- 
schlecht p einer Curve ©;° grisser als p,, so kann auf ihr keine Schaar 
3% vorkommen. 

Beweis. Existirt auf ©)" eine g®, welche durch oo* adjungirte 


~m—! ; P ‘ . ‘ —3 
("~* ausschneidbar sein wird, so benutze man ein Netz dieser ©™ 
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zur Transformation von (,' in C;*, welche nur Doppelpunkte hat. 
Hierbei wird die Schaar 9 in eine g‘) auf C," transformirt, in welcher 


die von den Geraden auf C;" bestimmte g'®) enthalten ist, folglich muss: 
P< Py 

Demnach ist auf C;", wenn p > p, stets eine etwa vorhandene 
9g Vollschaar, und es ist p — m+ 1 genau die Mannigfaltigkeit ad- 
jungirter C"~*. 

Von der eben hervorgehobenen Eigenschaft einer Curve, deren 
p > p,, lasst sich, wie Herr Bobek bemerkt hat, eine ebenso einfache 
als niitzliche Anwendung auf Regelfliichen machen: 


Eine Regelfliiche m‘” Ordnung F;", deren Geschlecht p die Zahl p, 
iiberschreitet, muss ein Kegel sein (m>2). Denn die Ebenen FE, € migen 
Fy" in Cy’, G> schneiden, und es sei p> p,, m> 2. Die Schnitt- 
curven haben auf EZ mehr als 2 Punkte gemein. Die Erzeugenden 
von F;', welche C;" in m Punkten einer Geraden treffen, miissen auch 
auf ©) m Punkte einer Geraden bestimmen, weil bei der eindeutigen 
Transformation von C;" in ©," durch die Erzeugenden der Fliche die 
auf der Geraden EH befindliche Gruppe der beiden auf C;', 6)" be- 
findlichen Vollschaaren g®@), g®) in sich transformirt wird, die Schaaren 
also in einander iibergefiihrt werden. Mithin ist die Transformation 
selbst Collineation der Ebenen FE, ©, bei welcher mehr als zwei sich 
selbst entsprechende Punkte — auf E© — sind, d. i, eine centrische 
Collineation, w. z. b. w. 


6. Construction der windschiefen Fliichen Fj; mit dem Mazimal- 
geschlechte p,. 

Soll eine windschiefe Fliiche F'" das Geschlecht p, erreichen, das 
sie nie tiberschreiten kann, so muss sie in einer linearen Congruenz 
enthalten sein, deren Directricen die ganze Doppeleurve der F™ aus- 
machen. Auch ist diese Bedingung erfiilibar und hinreichend. 


Beweis. Durch irgend eine Erzeugende € der F” lege man zwei 


Ebenen E, ©, die in C;""*, ©", * die Fliiche schneiden. Die von den 
Geraden ihrer Ebenen auf diesen Curven bestimmten Schaaren g®) , , g!?) 


m—1 


sind nothwendig Vollschaaren, und somit sind die Ebenen FE, © durch 
die Erzeugenden von F” collinear auf einander bezogen, wobei die 
centrische Collineation ausgeschlossen ist, da sonst F” ein Kegel wiire. 
Nun wird von m — 2 anderen Erzeugenden getroffen, also wenigstens 
von zweien, da wir m > 3 voraussetzen diirfen, indem die Flichen 
ten, Stee Grades rational sind. Wiirden siimmtliche m — 2 Erzeugende 
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durch denselben Punkt von € gehen, so wiire wieder F'” rational, 
was ausgeschlossen ist, da nur fiir m < 4 sich p =O ergiebt; triifen 
aber dieselben § in mehr als 2 verschiedenen Punkten, so lige eine 
centrische Collineation vor. 

Daher treten auf € zwei Punkte a, b auf, in denen jene m — 2 
Erzeugende aufstehen. In der Collineation sind a, b die Doppelpunkte 
der auf € liegenden collinearen Gebilde. Mithin lasst sich die Collineation 
folgendermassen herstellen: c,c; d,> seien 2 Paar homologer Punkte 
von E, ©, oder cc, dd zwei windschiefe Erzeugende von F”. Aus 
a, b ziehe man iiber sie die Transversalen A, B; dann werden die 
Geraden, welche A und B schneiden auf E, © die fragliche Colli- 
neation bestimmen, und es sind A, B die Directricen einer Congruenz, 
zu deren Geraden die Erzeugenden der F“ gehdren. Die Schnitt- 
punkte a, b von € mit den m— 2 anderen Erzeugenden werden nun 
vielfache Punkte der F” sein, a etwa @-fach, b o-fach, so dass 


e—l+o-—-l=—=m—2. 


Legt man zur Construction der Fliche die Leitlinien A, B, C"™ 
zu Grunde, so erkennt man sofort, dass durch jeden Punkt von A 
e@, durch jeden von L o Erzeugende gehen. Kin ebener Schnitt 


C™ besitzt demnach einen o-fachen Punkt auf A, einen o-fachen 
auf B. 

Wenn man beriicksichtigt, dass fiir @ + 6 =m; 
e(e + 1) o(o-+ 1) m*? + 3m 
eo ee ee 
so darf C”™ mit einem @-fachen Punkte a und einem o-fachen Punkte b 
vorausgesetzt werden, und mittels zweier windschiefen Leitgeraden 
A, B iisst sich eine F™ erzeugen. Damit hierbei ihr Geschlecht ein 
miglichst grosses werde, darf offenbar C” weiter keinen vielfachen 
Punkt haben, d. h. C™ hat im Ganzen 





e(e —1) 6(6 — 1) ; 
4. ; Doppelpunkte. 


Sei jetzt erstens m eine gerade Zahl. Soll p, das Geschlecht von 
C™ sein, so muss ae — 2) die Anzahl der Doppelpunkte sein und 


zur Bestimmung von @, 6 hat man: 


e(e —1) o(o — 1) m(m — 2) 
2 + 2 _ 4 ? 


eo+o=—m; 





und 











n 
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w oraus 


folgt. 


Wenn zweitens m ungerade ist, so ergeben sich die Gleichungen 


e(e — 1) ry o(¢—1) __ (m—1)* 





2 2 4 ? 
e+ s=—m; 
also 
e—o=+]1, 
m—1 





d. h, die eine Leitgerade ist -fach, die andere m+1 toch 


auf #”". 
Prag, October 1887. 
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Ueber die Erniedrigung der Ordnung algebraischer Differential- 
gleichungen mit Hilfe bekannter Integrale. 


Von 


Leo KoeniGsBerGER in Heidelberg. 


Der Gauss’sche Fundamentalsatz fiir algebraische Gleichungen 
hat bekanntlich in der Theorie der algebraischen Differentialgleichungen 
sein Analogon in dem Existenzbeweise der Integrale; auf Grund des 
Gauss’schen Satzes ergiebt sich weiter, dass man stets mit Hilfe 
oder Adjungirung einer Lésung einer algebraischen Gleichung den 
Grad der Gleichung um eine Einheit erniedrigen kann, und auch fiir 
lineare Differentialgleichungen gelingt es bekanntlich durch die 
Lagrange’sche Substitution, mit Hilfe eines particuliiren Integrales 
die Ordnung der Differentialgleichung zu erniedrigen. Ich habe mir 
die Frage vorgelegt, fiir welche Classen algebraischer Differentialglei- 
chungen m'* Ordnung man mit Hilfe der Kenntuiss eines particuliiren 
Integrales die Integration der gegebenen Differentialgleichung auf die 
einer mit Adjungirung jenes Integrales gleichartigen algebraischen Dif- 
ferentialgleichung m — 1’ Ordnung zuriickfiihren kann oder, anders 
ausgesprochen, wenn man beachtet, dass die Substitutionsgleichung 
eine Differentialgleichung erster Ordnung sein muss*), da die m — 1 
Constanten der reducirten Differentialgleichung durch eine hinzukom- 
mende Constante der Substitutionsgleichung ergiinzt werden miissen, 
fiir welche algebraischen Differentialgleichungen**) 


(1) y™) = F(a,y, yy"... y”) 
wird die Substitutionsgleichung 
(2) F(% Ys Ys Yrs Wire Wi", 2) = 0, 


*) Fiir lineare Differentialgleichungen 


gf am 2,9) + ay +--+ P+ Pets 
fiihrt bekanntlich die Substitution 
y=usty 
" 
auf eine mit Adjungirung von y, und dessen Ableitungen lineare Differential- 
gleichung m — 1" Ordnung in 2. 
**) Dass allgemein fiir algebraische Differentialgleichungen die Kenntniss 
eines particuliiren Integrales nicht immer eine Reduction der Ordnung ermiglicht, 


ist bereits im 26" Bande der mathematischen Annalen von mir hervorgehoben 
worden. 


% 
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in welcher y, ein particuliires Integral von (1) bedeutet, die mit Ad- 
jungirung von y, und dessen Ableitungen algebraische Differential- 
gleichung ergeben 
(3) Fy (@, 99 Yy'> - - - Yy™, 8, o, 8, OD) ae, 
wobei zu bemerken, dass, wie leicht aus dem Folgenden zu ersehen 
sein wird, in die Gleichung (2) die Ableitungen von ¢ nicht eintreten 
diirfen, und ich will die Erérterung dieser Frage an dieser Stelle fiir 
die allgemeinen algebraischen Diflerentialgleichungen zweiter Ordnung 
durchfiihren. 
Sei also i 

(4) y" = F(a, Y; y) 
gegeben, und fiir ein particulires Integral y, derselben die Substitution 
angewandt 
(5) y =f(«,y, WM» £), 
so folgt aus (4) 

of , Of ry Of +, Of ' , a 
(6) Ox + oy f+ Gy," + dye F Yi» %)+ O 
und diese reducirte Differentialgleichung in ¢ miisste, wenn die ge- 
forderte Reduction méglich sein soll, von y frei sein, oder es miisste 
der nach y genommene Differentialquotient der Gleichung (6) fiir 
willkiirliche Werthe aller sonst darin enthaltenen Gréssen verschwin- 
den; wenn aber 


fg =F(e,y,f), 


ar af orfye er ae , 

(7) ouoy + aye! +(5") + oy oy + Oy, ey B&W 9) 
Gf .  aF(a,y,f) , OF(z,y,f) Of 
t+jyan*— ay + Fy 


eine identische Gleichung sein soll, so muss, weil 2 nur auf der 
linken Seite der Gleichung und zwar in einem Posten vorkommt, 





Ce i 

oyos 0 
sein, und somit die Substitutionsgleichung (5) die Form annehmen 
(8) Y =A. 2) FAC, MMs Y)- 


Setzt man nun f;(z, y,, y,, 2) = Z, so wird die daraus resultirende 
neue Differentialgleichung wiederum von der ersten Ordnung, und 
die oben gestellte Frage somit darauf zuriickgefiihrt sein, diejenigen 
algebraischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 


(9) y = F(z, y,¥) 
anzugeben, welche durch die Substitution 
(10) y=2+@nm5Y) 


20* 
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in eine mit Adjungirung von y, und dessen Ableitungen algebraische 
Differentialgleichung erster Ordnung iibergehen, indem alle durch 
algebraische Substitutionen aus einer solchen Differentialgleichung 
erhaltenen offenbar dieselbe Eigenschaft besitzen. Die durch Sub- 
stitution von it in ew erhaltene, der Gleichung (6) analoge Gleichung 


(11) f+ 04 PF yt 26 Pay w+ 26 e+ N—Feuetl 
liefert wiederum durch Differentiation nach y die in allen Gréssen 
identische ee 


aei9 a obs w+ 4c ig F(@, 91, 9;) + ae (¢+f) + (7 


— OF (x, y,2+f) 4. OF (en 3+f) Of 
oy o(e+f) ey? 


aus welcher durch Differentiation nach z 


(12) Cl _ PF@wneth 4 2 er (x,y,2+f) of 
oy* dy de+f) O@+f ay 
folgt. Differentiirt man diese Gleichung nun nach y, und y,', was 


wegen der Identitit erlaubt ist, so ergiebt sich 
ros aes tll ee OE SORE re geet 
dydy, eyo@t+f en oe+f dy om aie+/ dyey? 
hata Or rip OF of of ~. er ef 
dytey, oyol(e+f)* oy Ole+fy ey oy ' O@+f? eyo’ 














und durch Multiplication der ersten Gleichung mit i , der zweiten 
mit ae und Subtraction, wie leicht zu sehen, 

of 
(13) Pay et fT =~ 'o “(ONY 8 i Hr . 

On 


Diese Beziehung zeigt aber, dass die rechte also auch die linke 
Seite von ¢ unabhiingig ist, und dass somit wegen der Willkiirlich- 
keit von 2 
(14) F(a, y, t) = P(x, y)P + P, (x, yt + P,(@, y) 
folgt, worin P,, P,, P, algebraische Functionen bedeuten; da nun 
nach (12) 


(15) Fh a2 PE (otf) + Peed + are, y) 3 





las. - 
oy 


(16) P(x, y, t) = Py(a)? + Py, y)t + P, (2, y). 


identisch zu erfiillen ist, so folgt — - == 0, also 





16 


2 


)- 


or 
5 


’) 











Ueber algebraische Differentialgleichungen. 


Beachtet man nun, dass nach (13) 











eu a 
2P, (2) = iy ee one 0 oe | 
| pe 
oder ; P 4 
2 Py(x)y + Q(x, %, 41) = log (oer ' ; | 3+ | 
| om J 


ist, so folgt, da der Logarithmus einer algebraischen Function von y 
nicht der linken Seite der Gleichung identisch gleich sein kann, dass 
P,(«) = 0 oder dass \ 


(17) F(a, y, t) = P,(a, y)t + P, (a, y) 
ist, und zu gleicher Zeit aus (15) 


@f _ oP,(@,y) of 
(18) ay? a, oder oy 


so dass die or soi in 


(19) s+ fe Fy’ + Fy" f IP, (a, ¥:)¥;' + Po(x, ¥)] 


_ vtas Yio , e+) + P,(x, y) 


iibergeht, und somit jedenfalls, da y herausfallen soll, die Gestalt 
annimmt 


(20) Zp (a, 15 4)')2 +-9,(2, Hy y1) = 95 
die reducirte Differentialgleichung muss also jedenfalls eine lineare 
Differentialgleichung erster Ordnung sein. 

Gehen wir nun von der reducirten Differentialgleichung aus und 
fragen umgekehrt, welcher Natur algebraische Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung in y sind, die durch eine Substitution der Form 
(21) a=y¥ — fF % 9) 
aus (20) hervorgehen, wenn y, zugleich ein Integral der resultirenden 
Differentialgleichung zweiter Ordnung sein soll, und die letztere y, 
und y,’ nicht mehr enthilt, wenn y,”, so wie die Differentialgleichung 
es vorschreibt, durch 2, y,, y,/ ausgedriickt wird. Da sich nun aus (21) 
9% ! ” of of of _— » 

(22) Fee Pi gi ye MT Gg Mmm Byes 
also vermége (21) und (22) aus (20) 
(23) y— 0 hy PE yy — yt fa, +o, =0 


Ox ON 


= P, (x,y) + P(% mW)» 


ergiebt, so wird, wenn die gesuchte Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung durch 
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(24) y= F(x, y,y) 
dargestellt wird, die Gleichung 

” 7) 6 , 7] , é F ’ 
(25) Adee ou be M1 —ZEFamnsw)— sey 


+ (y—f) a, + @, =0 
eine in y, und y,’ identische sein miissen, und ferner auch 
- a. s2 ioe 28 i ae 
(26) P(@,9, 9) — 55 — Gy — Gy FO YW) — ag y 

+ Y¥—f)% + a, = 0 

eine in 2, y, y',¥,;,4, identische Gleichung. Differentiirt man die 
Gleichung (26) nach y’, so folgt 
‘ eF@yy) _ of 
(27) oy ~ ey 
und da die linke Seite dieser Gleichung, also auch die rechte, von y, 
und y,’ unabhingig sein muss, 


(28) . .  e . Se e 
oyoy OW oyon on 
wiihrend nach (27) 
(29) Fay=v~ GF — 0) + Qannm), 
und somit nach (24) die Differentialgleichung zweiter Ordnung die 
Gestalt annimmt 


(30) y= (Z—o) +2. 


Da nun aber @, von y unabhingig ist, so liefert die Integration 
der Gleichungen (28) nach y die Beziehungen 
— ae 
(3!) oy, 4! om + 2(2,%5%)s ous 
ferner muss, weil in der Differentialgleichung (30) y, und y,' nicht 
vorkommen diirfen, 





= 9 by: + Q,(@, Hy 915 


Q = T(2, y) 
sein, so dass (30) in 


(32) y= 9 (4S —o)+T@,y) 
iibergeht; bemerkt man endlich, dass aus den beiden Gleichungen (31) 


unmittelbar 
f=ya, + M(x, y) + N(a,y%, 4) 
folgt, wenn M und N wieder algebraische Functionen bedeuten, und 
dass sich hieraus in (32) 
7 om 
= a 


|= 
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ergiebt, so kénnen wir die Frage nunmehr so stellen: welche alge- 
braischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung von der Form 


” , M 
(33) yay AY +1, 9) 
lassen sich mit Hiilfe eines me y, durch die Substitution 
(34) ¥=e+ a(t, HH )y + Ma, 9) + Ney) 
in die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 
(35) a (2, Hy, Hy) + Oo(%, 1, Y,') =O 
iiberfiihren? Da aber der Werth (34) in (33) eingesetzt, die Gleichung 


(36) py SO 4 SE 4 NY tw e+o,y+M+N) = 


liefert, so wird wiederum der nach y genommene Differentialquotient 
dieser Gleichung 


da, om ms oevT 
(37) aT Oxdy +o (0, + a 
identisch befriedigt sein miissen, und somit watt nochmalige Differen- 


tiation nach y 


- 
88) aeag + ag = Get 

sein miissen; da aber in M und N y, und y,’ nicht enthalten sind, so 
wird auch, wenn nicht a = () ist, a, davon unabhiingig sein, und 
es bleiben somit nur die beiden Fille zu betrachten tibrig, in denen 
entweder M(a, y) = K(a)y + K,(a) oder @,(%) = w(x) ist. Findet 
die erstere Annahme statt, so folgt aus (38) zugleich oa == 0 oder 

= p(x)y + 9, (x), und es geht die Differentialgleichung (33) in 


y = K(x)y + 9@)y + 9, (2) 
also in eine lineare iiber. Ist andererseits a, — #(«), so folgt aus (37) 


OO Seay tH) G+ ve? + ¥'@) 


und durch a nach y 
(39) — + v@)M + [vor t+¥ @ly + H@), 
so dass die oo aipanetias: (33) in 
(40) y =o 3 +l¥@P+¥@lyt+ 5 


und die snidilcamaiaabiiias in 


(41) y=—e+¢@e)y+M+Nn 
iibergeht; da aber aus (41) 


om 


+ o(2)M + ¥,(“) 
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ae gf ; M 
(42) y= 2+ 0) (0+ V@)yt+ M+N) + ¥@y+ S 
om aN 
+ 5g 9} Ze 
folgt, so fiihrt die Substitution von (42) die Differentialgleichung (40) in 
3) # 1 AN(@, m1, 41 
(43) & + 4(2) = (2) —¥@) Na, 9,4) + er ae . 


iiber, also in der That in eine lineare Differentialgleichung erster 
Ordnung. Da jedoch die Transformation méglich war, ohne dass man 
den Charakter von y, als Integral der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung benutzte, so kann man unmittelbar auf eine identische Trans- 
formation schliessen; in der That kann man die Differentialgleichung 
(40) in die Form setzen 


4 ty —v@)y— May) +¥@ly—¥@y — May) =¥,(a), 
und diese geht ohne Benutzung eines Integrales durch die Substitution 
e=y — ¥(z)y — M(x, y) 
in die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 

& + ¥(2)s = v, (2) 
iiber. 

Wir finden somit den auf algebraische Differentialgleichungen be- 
liebiger Ordnung iibertragbaren Satz: 

Unter allen algebraischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
die nicht unmittelbare algebraische Zusammensetzungen von Differential- 
ausdriicken erster Ordnung und deren Differentialquotienten sind, haben 
nur die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung die Eigen- 
schaft, dass sie mit Hiilfe eines Integrales auf algebraische Differential- 
gleichungen erster Ordnung reducirt werden kinnen. 


Heidelberg, im December 1887. 
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Ueber die Anwendung iterirter Functionen zur Darstellung 
der Wurzeln algebraischer und transcendenter Gleichungen. 


Von 


C. IsENKRAHE in Bonn. 


Im ersten Hefte des XXIX. Bandes dieser Zeitschrift hat Herr 
Prof. Netto ,,iiber einen Algorithmus zur Auflésung numerischer 
algebraischer Gleichungen‘‘ eine Abhandlung verdffentlicht, deren 
interessanter Inhalt mir zu den folgenden Bemerkungen Anlass bietet. 

Ausgehend von der trinomischen Gleichung 2* — « — a = 0 be- 
merkt Herr Netto, dass zu deren Lésung der Algorithmus: 

+1 = Vt + a 
mehrfach benutzt worden sei, und fahrt fort: ,,.Man begniigte sich 
dabei mit der Behauptung, dass sich.a, mit wachsendem & einer der 
reellen Wurzeln der Gleichung niihere ohne dass doch meines Wissens 
iiber die Convergenz des angegebenen Verfahrens irgend welche Unter- 
suchungen angestellt wiiren.“ 

Diese Liicke nun wird im weiteren Verlauf der Abhandlung aus- 
gefiilit durch den Nachweis, dass wenn & eine reelle Wurzel der 
Gleichung: , 

(1) a= /9(e); 
wobei 
92) = ast! + bar-* f. + fe, 
2) g (ba) — —* Ee) 


n- gn? 


und wenn 


ist, der Algorithmus convergirt bez. divergirt, falls der absolute 
Betrag von q(&) kleiner bez. grésser als die Kinheit ist. — 

Im ,,Archiv fiir Mathematik“ 1881, 8. 33 findet. sich eine Ab- 
bandlung von K. E. Hoffmann ,, Ueber die Auflésung der trinomischen 
Gleichungen durch kettenbruchiihnliche Algorithmen“, welche an eine 
von Prof. 8. Giinther auf der 34, Versammlung deutscher Philologen 


Mathematische Annalen, XXXI. 21 
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in Trier gehaltenen Vortrag iiber denselben Gegenstand ankniipft. 
Jene ,,kettenbruchartigen Algorithmen“ sind aber nichts anderes, als 
»iterirte Functionen“, bei welchen der Anfangswerth x, entweder 
= ( oder = oo gesetzt ist. 

Herr Hoffmann behandelt die allgemeine trinomische Gleichung: 
(3) a" — px" +q=0, 
bildet daraus die Algorithmen 


(4) (4) am f/—to, 


(5) (BR) «w=YPp—- 


und kommt zu dem Resultat, dass alle reellen Wurzeln der trinomischen 
Gleichungen sich durch Iteration dieser beiden Algorithmen convergent 
darstellen lassen, und zwar entweder durch den ersteren oder den 
letzteren, je nachdem der absolute Werth der betreffenden Wurzel 
kleiner oder grésser ist als: 
“y . 
m 


Ich selbst habe in einer Abhandlung ,,iiber die Inversion der voll- 
stiindigen elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung fiir ihre 
reellen Moduln“*) bei Gelegenheit eines Specialfalles aus der trino- 
mischen Gleichung g" + g = w den einfachen Algorithmus: 

qg=u—(u— (u — (u — ++)" 
gebildet, welcher ebenfalls nichts anderes ist, als die Iteration der 
Function: 
j-s-¢ 
mit dem Anfangswerthe q, = 0. 

Im weiteren Verlaufe genannter Abhandlung aber habe ich den 
Nachweis gefihrt, dass man mit Hiilfe iterirter Functionen im Stande 
ist, jedes beliebige elliptische Integral erster und zweiter Gattung, und 
zwar unter den letzteren sowohl die von Legendre als die von 
Weierstrass definirten, fiir seinen reellen Modulus zu invertiren. 
Die bei diesem Inversionsproblem erprobte bequeme und umfassende 
Anwendbarkeit der iterirten Functionen veranlasste mich zu weiteren 
Untersuchungen iiber die Theorie der letzteren, und es gelang mir, 
zu gewissen allgemeinen Siitzen zu kommen, unter welche die vorhin 
angegebenen Resultate von Netto und Hoffman sich als Specialfille 
subsumiren lassen. — Indem ich mir eine ausfihrliche und systematische 
Deduction dieser Ergebnisse fiir spiiter vorbehalte, méchte ich hier 


*) Zeitschr. fiir Math, und Phys, i886, p. 34, 178, 241. 
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in aller Kiirze nur einige derselben darlegen, welche theils zu den 
vorhin genannten Abhandlungen in naher Beziehung stehen, theils aus 
anderen Griinden mir von grésserem Interesse zu sein scheinen. 


Es ist leicht zu erkennen, dass man aus der von Herrn Netto zu 
Grunde gelegten Gleichung: 
an — g7*—! — Da*—-? —...—¢ oe 9 
die Grésse x nicht blos in der eingangs citirten Form (1): 


2 = Var + bet p.. pe 

sondern auch noch auf mannigfache andere Weise isoliren kann. Gesetzt 
nun, man sei auf irgend eine dieser Arten zu der Gleichung: 

(6) t = f(x) 

gekommen, wobei f(x) eine ganze oder gebrochene, rationale oder 
irrationale, algebraische oder transcendente Function bedeuten midge. 
Wenn man dann die Function f(z) iteriren, d. h. von irgend einer 
reellen oder complexen Grésse x, ausgehend, der Reihe nach die 


Functionen f(a), f(f(%)), f ( f(f (a»))) etc. bilden, oder was dasselbe 


besagt, die Werthe 2, = f(a), 2, = /(x,), 2 = f(%,) etc. bestimmen 
kann, und wenn die Reihenfolge dieser Werthe gegen irgend eine 
reelle oder complexe Grésse & convergirt, dann befriedigt letztere 
offenbar die Relation: 





ba —_ f (§e); 
muss sich also unter den Wurzeln der .Gleichung (6) vorfinden. 

Die Hauptfrage ist nun die: wann denn die Iteration von f(x) 
gegen eine dieser Wurzeln convergirt, und hierauf giebt eine allge- 
meine Antwort der Satz: 

I) Die Iteration von f(x) kann nur dann gegen einen festen Werth 
£. convergiren, wenn der analytische Modulus von f' (§«) kleiner als die 
Einheit ist. 

Der Beweis dieses Satzes findet sich leicht, wenn man die Be- 
dingung dafiir aufsucht, dass bei einem in der Nachbarschaft der 
Wurzel &, liegenden Werthe & + 0 die Function f(§.+90) noch niiher 
bei § liegen soll, als & + 0 selbst. 

Auf das Netto’sche Paradigma (1) angewandt ergiebt der vor- 
stehende Satz nunmehr sofort: 

2) =) (2); f'(e) = — a 
113) — Veh F) = 
und sodann, da Vo (Ee) == £, ist, 
f’ (8a) 2 Ge) = q(&«) nach (2). 


nen 
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Die Convergenzbedingung fiir die Iteration von //(z) lautet dem- 
nach einfach dahin, dass der analytische Modul der von Herrn Netto 
eingefiihrten Function g(&), welche mit f’(&) identisch ist, kleiner 
als die Kivheit sein muss. Dies gilt von allen Wurzeln der Gleichung 
2 = f(x). Wenn man aber, wie es in der erwihnten Abhandlung 
geschehen ist, nur die reellen Wurzeln in Betracht zieht, so geniigt 
es zu schreiben:*) 

|g(Ea)| <1. 
Wenden wir denselben Satz I) auf das Hoffmann’sche Paradigma 
trinomischer Gleichungen : 


so — pan — qd _— 0 
an und behandeln zuniichst seinen Algorithmus (A): 
a ae 
m—n ? 


p—x 


= 


so ergiebt sich: 
ape = 


fe) = —4— 


p—2x 


spi a—a fi/ ¢ os 
f («) =- nq (V mee ey “a . 


und hieraus, da 
2/- q ie 
V--*, = ba» 
a 


f' (be) = “a Ee 


Es lassen sich also mit Hiilfe des Algorithmus (A) nur diejenigen 
Wurzeln ermitteln, bei denen die Bedingung: 


mod. ("=™ #2) <1 


nq 
zutrifft, oder was dasselbe besagt, nur diejenigen Wurzeln, deren 
Modul kleiner als der Modul von / a 
Hoffmann nur reelle Wurzeln und eliminirt g mit Hiilfe der Relation: 
«—piet+q=0, 
so wird man auf die Hoffmann’schen Grenzwerthe 


- ist. Betrachtet man mit 


gefiihrt. — Bei dem Algorithmus (B), welcher lautet: 


m—n/ 
t= V Pe - 


*) lL op. 142. 
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ergiebt die Anwendung unseres Satzes, dass nur solehe Wurzeln dar- 
gestellt werden kiénnen, deren Modulus grésser als der Modulus von 


Fe th, Beziiglich des Grenefalles ist zu bemerken, dass die 


m—n 
Relation : 
y/ ng —j/ 22 =£ 
m—n — 
die Bedingung ausspricht, unter welcher die Gleichung (3) mehrere 
gleiche Wurzeln & hat. Zur Darstellung der mehrfachen Wurzeln einer 
Gleichung sind aber die iterirten Functionen iiberhaupt nicht besonders 
geeignet. Denn selbst in den Fillen, wo die Iteration in der Nachbar- 
schaft einer mehrfachen Wurzel convergent ist, nimmt ihre Convergenz 
doch immer mehr ab, je mehr die Niherungswerthe an dieselbe heran- 
riicken. Dies ist eine einfache Consequenz des Satzes: 

Il) Wenn die Iteration der Function f(x) nach einem Werthe & 
convergirt, so ist diese Convergenz stets um so rascher, je kleiner der 
Modulus von f' (aq) ist, und um so langsamer, je niher dieser Modulus 
an die Einheit heranriickt. 

III) Im Besondern ist fiir das Gebiet der reellen Gréssen noch der 
Satz bemerkenswerth, dass die Iteration sich der Grenze §, immer nur 
von einer Seite nihert, wenn f' (&«) positiv ist, hingegen um den Werth 
§. herumpendelt, wenn f' (Ea) negativ ist. 

Der Umstand, dass die Hoffmann’schen Algorithmen (A) und 
(B) sich gegenseitig vollstiindig ergiinzen, d. h. dass genau an der 
Stelle, wo der Convergenzbereich des einen aufhért, der des andern 
anfingt, ist auch wieder nur die Folge eines ganz allgemeinen Satzes, 
In gleicher Weise haben der von Netto angefiihrte Algorithmus 


a = x + a und der von mir in einem Specialfalle benutzte, welcher 
auf die Gleichung 2*— «—a=O0 angewandt, heissen wiirde «= — a-+-2" 
ebenfalls die Eigenschaft, sich gegenseitig zu ergiinzen, und zwar auf 
Grund desselben Satzes, welcher folgendermassen ausgesprochen wer- 
den kann: 

IV) Wenn man in einer Gleichung F(x) =0 die Grosse x an 
belicbig vielen Stellen, wo sie vorkommt, mit y vertauschen und so eine 
eweite Gleichung F(x, y) = 0 bilden kann, aus welcher sich sowohl x 
als y isoliren liisst, etwa in der Form «=g(y), y=h(x), dann 
kinnen die Wurzeln der Gleichung F(x) = 0 stimmtlich durch conver- 
gente Iteration, und zwar theils der Function g(y), theils der Function 
h(a) dargestellt werden, — 

So kann niimlich aus 2* — « — a=0 durch die angegebene 


Vertauschung gebildet werden y* — 2 — a=, also y= j/x +a und 
“= y" — a, mithin ergiinzen sich diese Algorithmen. 
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Aus 2” — pa" + q=0 kann gebildet werden zuniichst 
ge. gn — pa -{- {= 0; 
sodann 
gman. y” om py" +. I= 0, 
und hieraus sowohl der Algorithmus (A) 


n /- 


y=) 1, ? 


p-« 
als auch der Algorithmus (B): 


m—n 


z= VP p—-t 


n? 


y 
also ergiinzen sich auch diese Algorithmen, 
Uebrigens kann man, wie leicht zu zeigen, dieselben Wurzeln, 
welche durch Iteration des Hoffmann’schen Algorithmus (A) erreicb- 
bar sind, auch erreichen durch den Algorithmus 


n/ m 
t= V ate 


’ 
andererseits sind die durch (B) darstellbaren auch darstellbar durch: 


a= /pa" —q. 
Kin ferneres besonders interessantes Beispiel fiir die vielseitige 
Anwendbarkeit des Satzes (IV) ist das Kepler’sche Problem. 
In der Gauss’schen Bezeichnungsweise heisst dasselbe 
E=M-+ esin £E, 
wobei M und e gegeben, E gesucht ist. Hier kann man auf Grund 
von (IV) sofort schliessen, dass entweder 


E = lim, it. (M+ e sin EF) 


oder 
E = lim. it. (are sin s- =) 
e 


eine Lésung des Problems darstellen muss, je nachdem die erste oder 
die zweite Iteration convergirt. Aus der Betrachtung des Differential- 
quotienten 

d 


ap (M+ ¢sin LE) =e cos E 


ergiebt sich aber sofort, dass die erstere Iteration die convergente ist. 
Da sich iiberdies nachweisen lisst, dass dieselbe bei jedem beliebigen 
Werthe von FZ, also auch bei EK =O beginnen kann, so ergiebt sich 
als einfache Lisung des Kepler’schen Problems der Algorithmus: 
E=M-+esin(M-+esin(M+---+esin M)). 


Rascher als dieser couvergirt der folgende: 
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E= lim. it, “2 in E—Ecos B) 
1—ecos H . 


welcher mit der von Gauss angegebenen Lésung*) 
nl 4 a } 
E=M-+esinE+ a4 (M + e¢sin E— E£) 


im Wesentlichen iibereinstimmt und auch mit der bekannten Newton- 
schen Niherungsmethode sehr nahe zusammenhiingt. Wegen rascher 
Convergenz, Einfachheit der Rechnungen und zudem, weil je zwei 
aufeinanderfolgende Niherungen den gesuchten (Grenzwerth stets 
zwischen sich einschliessen, ist auch die folgende Lisung**) be- 


merkenswerth: 
1 . ° M 
E = lim. it. (<5) 


wobei @ definirt ist durch die Relation: 


* 9 e . Al 
sin? @ = —, sin E. 
E 


Beziiglich der Convergenz iterirter Functionen scheinen mir noch 
einige weitere Bemerkungen von wesentlichem Interesse zu sein. Es 
giebt niimlich Mittel, einerseits die nicht convergenten Iterationen auf 
einfache Weise in convergente umzubilden, andererseits die Convergenz 
der convergenten zu beschleunigen, 

Ist z. B. die Iteration irgend einer Function f(x) gar nicht oder 
nur wenig convergent, so kann man eine Function A- «+ B- f(a) 
bilden, deren Iteration besser convergirt und die gesuchten Wurzeln 
der Gleichung « = f(x) liefert. Fiir die dazu erforderliche Bestimmung 
der Constanten A und P lassen sich einfache Regeln angeben. 

Von-noch grésserer Wichtigkeit ist aber ein anderer Algorithmus, 
Wenn niimlich x = f(x) eine von allen mehrfachen Wurzeln befreite 
Gleichung ist, dann sind, wie leicht -nachzuweisen, ihre Wurzeln, 
identisch mit den Wurzeln der Gleichung: 

- f(x) — « f(a) 
(7) a — 
V) Ausserdem aber gilt der Satz, dass die Iteration der Function 


be. je nachdem man von verschiedenen Anfangswerthen aus- 
1—f(j@) ”’ 
*) Theoria motus etc, pag. 11. 

**) Von Herrn Dr. Deichmiiller, Observator der hiesigen Sternwarte, wurde 
mir die practische Brauchbarkeit dieses Algorithmus, dessen Ableitung ich ihm 
schon vor Jahren (Mai 1883) zuschickte, bestitigt. Uebrigens habe ich bei An- 
wendung desselben auf das in der Theoria motus pag. 12 gewiihlte Beispiel ge- 
funden, dass Gauss irrt, wenn er behauptet, sein Schlusswerth 324° 16’ 29” 50 sei 
»intra 001 exactus“. Derselbe ist vielmehr um 0°03 zu gross, 
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geht, stimmtliche reellen und complexen Wurzeln der Gleichung x = f(x) 
liefert. 

Dieser Satz beruht auf dem friiheren Satze (I) und auf dem Um- 
stande, dass 
d f(a) — x f (x) 


dz \ 1—f'() 


fiir jede Wurzel der Gleichung x = f(x) verschwindet. 

Eine unmittelbare Consequenz des Satzes V) ist auch die bekannte 
Thatsache, dass man mit Hiilfe der Newton’schen Niiherungsmethode, 
welche ihrem Wesen nach nichts anderes als ein Specialfall der in V) 
enthaltenen Iteration ist, alle reellen und complexen Wurzeln einer 
gegebenen Gleichung ermitteln kann. 

Die complexen Wurzeln kénnen iibrigens auch ermittelt werden, 
ohne dass man bei der Iteration das Gebiet der reellen Gréssen zu 
verlassen braucht. Bringt man niimlich die Gleichung 2 =f (zx) in 
die Form: 

(8) p+ qi=f(p + qi)=t(p, g) + u(p,9)-4, 
so ist zu setzen p= t(p,q) und g=—u(p,q). Ausgehend von einem 


passenden Anfangswerthe p, +- q,i, kann man nun abwechselnd beide 
Functionen iteriren und erhilt: 


= lim. it. t(po, GW) 
q; = lim. it. u(p,, q%), 
Po = lim. it. t(p,, 4%); 
Qo = lim. it. u(p,, q,) ete. 


Bei diesem Verfahren sind die Convergenzbedingungen folgende: Ist 
Pa + Gat die durch Iteration zu bestimmende Wurzel, so muss sein: 


(9) | Ot (Pas Wa) 


Pe ad 
und 
| OU{ Par Va) | Ot (Pas Ie 
(10) ie | cs — Ses. 


at (p., 
Ist nun Ot (Pa qa) 
oP. 


a 


positiv, so besagt die Relation (10), dass 


| 0u(D,, | . , , 
auch . ve 4a) |< 1 sein muss, und beide Relationen zusammen 
a 
stimmen dann mit der in Satz I) enthaltenen Forderung iiberein. 


t (Par . ; : 
Ist aber Aa te) negativ, so gewihrt die Relation (10) der 


oe | ae 
Grosse | - 


einen weiteren Spielraum; dieselbe kann dann 
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unter Umstinden bis an die Zah!] 2 heranriicken, ohne dass die Iteration 
. aufhért convergent zu sein. — 

Beziiglich der Gleichungen (8) ist es von Interesse einen geome- 
trischen Satz anzumerken. 

VI) Wenn pa + dat irgend eine von den Wurzeln der Gleichung 
x = f(x) bedeutet, und wenn die Gleichungen (8) als Curvengleichungen 
auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem bezogen werden, dann schneiden 
sich diese beiden Curven in dem Punkte, dessen Coordinaten pa und qa 
sind, und zwar schneiden sie sich daselbst rechtwinkelig. 

Zerlegt man in derselben Weise die rechte Seite der Gleichung (7) 
in ihren reellen und imaginiiren Theil, indem man bildet: 

pt gia FOTO — Otel etI — Tp, @) + Up, 9) i, 
so gilt der Satz: 

VII) Die Curven p=T(p,q) und q= U(p,q) schneiden sich 
ebenfalls rechtwinklig in allen Wurzelpunkten der Gleichung x = f(x), 
und zwar ist daselbst immer die erstere der q Achse, die letztere der 
p Achse parallel. 

Auf Grund von (VI) und (VII) kann man den Beweis fiir die ev. 
Convergenz der iterirten Functionen leicht in eine geometrisch an- 
schauliche Form bringen. — Die Darlegung einiger weiteren Beziehungen 
der Wurzeln eben genannter Gleichung und ihrer Derivirten zu zwei 
und drei dimensionalen Raumgebilden wiirde hier zu weit fiihren und 
muss einer spiiteren besonderen Arbeit vorbehalten bleiben, 


Bonn, im September 1887. 





















1) a,’ =f; 

2) He—= (ff) 
3) pa! = (fx)'5 
4) Az’ = (xx)*; 
5) a? = (rx)}3 
6) t.? = (rr); 
7) 32° = (pr); 
8) 42° = (tx)'; 
9) Q.° = (rz); 


12) R = (tr); 
16) o.? = (Qa); 
20) 


Das vollstiindige Formensystem der binaren Form 7** Ordnung. 


*) Gordan. Ueber das Formensystem biniirer Formen. Leipzig. Teubner 1875. 


Von 


Frhr. v. GALL in Oppenheim. 


Nach Herrn Prof. Gordan’s Untersuchungen*) erhiilt man das 
volle System der biniiren Form a,’ aus folgenden 29 nach dem Grad in 
den Coefficienten geordneten Formen A; 


x! = (ff) 


ee! == (fx); re) = (fx); Te! = (fH); 
Det = (xx)'; = (Hx)'; 

gx? = (rx); 

B.* = (xp)'; 

“ = (pr); 

fa‘ —_— (tx)*; 


10) v,” = (rea); 11) p> = (pe); 
13) Qe = (ta); 14) o.! = (#4); 
17) @, = (va) = (ra’)’; 


A = (ea) = (re); 
23) Ie = (6a) = (Qa); 
30) B =(ha)= 

indem man mit ihnen noch die Covariante 1,2 = (/ff)*® und deren In- 


variante C = (I)? verbindet; und zwar sind von den vielen méglichen 
Ueberschiebungen von /¢ tiber Producte A; A, . .. beizubehalten: 


(Ga*)? = (Qa*)’, 
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1) Die Ueberschiebungen (A; /¢)?@; 
2) Von den Ueberschiebungen (A; 1¢)?¢—' diejenigen, bei denen 
a) A; keine Functionaldeterminante nicht linearer Formen ist, 
b) A; eine Functionaldeterminante von der Ordnung 2¢@ ist, 
c) oder eine Functionaldetermimante von der Ordnung 2¢ 
zweier Formen ungerader Ordnung, 

3) unter den Ueberschiebungen (A;A,, f¢)?¢ diejenigen, bei denen 
die Ordnungen von 4A; und A, ungerade Zahlen sind, die zusammen 
20 betragen und bei denen A; und A, nicht gleichzeitig Functional- 
determinanten sind. (Vergleiche hieriiber das erwihnte Werk von 
Gordan). Die letzte Kategorie von Ueberschiebungen liefert nur In- 
varianten. Es ist wesentlich der Zweck der nachfolgenden Unter- 
suchung zu zeigen, dass die meisten derselben reducibel sind. Dagegen 
sind nur wenige der erhaltenen Covarianten auf andere zuriickzu- 
fiihren, Ich werde nachstehend die auf oben definirte Weise erlangten 
Bildungen, nach dem Grade in den Coefficienten der urspriinglichen 
Form a,’ geordnet, aufziihlen und bei jedem Grade die mdglichen 
Reductionen angeben. Ich verstehe dabei unter (i, x) eine Form i" 
Grades in den Coefficienten und x'* Ordnung in den 2. 


Formen 1, Grades, 
f= az! — (1, 7). 


Formen 2. Grades. 


(2, 2) (2, 6) 2, 10) 
L,? Xu” H,'°. 


Formen 3. Grades. 
(3,8) (3,5) (8,7) (8,9) (8,11) (8, 15) 
r,° (fl)? (f)! € y tf 


Formen 4. Grades, 
(4, 0) (4,4) (4, 6) (4,8) (4,10) (4, 14) 
C 1) p (xl)! DA (Hl)! £. 
2) (xl)? 2) (HI)? 


Formen 5. Grades. 
(5,1) (5,3) 6,3) (5,7) (6,9)  (, 13) 
(rij? I(r)! Ng 1) 4 1) (yl)? (71) 
2) (fl*)* 2) (f1)® 2) (8D? 2) (edt. 
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Formen 6. Grades. 
Nach Formel 1) Seite 40 des angefiihrten Werkes von Herrn 
Gordan ist: A = = (fr) + LZ, wenn ich unter Z eine Bildung ver- 


stehe, die das Symbol 7 enthilt. Es ist mithin (A/J)', (Al*)’ und 
(Al)> auszulassen, (Al*)’ dagegen nicht, weil (fr)! Functional- 
determinante zweier Formen ungerader Ordnung und von der Ord- 
nung 8 ist. Es bleiben daher die Bildungen: 
(6, 2) (6, 4) (6, 6) (6, 8) (6, 12) 

1) t 1) (#?)> 1) (AF DB (61)* 

2) (xl?! 2) (pD)! 2) (Al)? 2) (APY 

3) (pl)? 





Formen 7. Grades. 





(7, 1) (7, 3) (7, 5) (7, 7) (7, 11) 
De Hp YH Her (wey 
2) (fl*)° 2) (gl)? 2) (el?)* 2) (el?) 

3) (rl?) 3) (nl)? 
4) (gl), 
Formen 8. Grades. 

(8, 0) (8, 2) (8, 4) (8, 6) (8, 10) 

1) (wl’)® 1) (wd3>—sdtwt<“<ié‘iC*CNSC;‘CSCSCYS 


2) (pl?)! 2?) (pl?) 2) (H15)§ 2) (H1*)> 
3) (rj? 3) (el), ~— 8) (AU2)#—8) (BI) 


Formen 9. Grades. 





au (9, 3) (9, 5) (9, 9) 
nny Ne Ny (ey 
2) (gl)* 2) (els)® 2) (213) 
3) (al)! 3) (nl?) 
4) (gl?) 
5) (#1) 
Formen 10. Grades. 

(10, 2) (10, 4) (10, 8) 
Iv yy 1) (Aly ~ (glsys 
2) (Al‘)s 2) (B12)! 

3) (Al)® 3) (aly? 


4) (ul? 4) (ui)’ 
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Formen li. Grades. 











(11, 1) (11, 3) (11, 7) 
Dey Det 
2) (41%) 2) (el*)! 
3) (gl) 3) @ 
4) (#1?) 
5) (QU)? 
Formen 12. Grades. 
(12, 0) (12, 2) (12, 6) 
1)R 4) @p 1) (Ab) 4 ak (gly 
2) (H1°)" 5) (ul?) 2) (Al*)y' 5) (ul?) 
3) (Al4)S 6) (wl? 3) (BLS)® 6) (wl)! 
Formen 13. Grades. 
(13, 1) (13, 3) (13, 5) 
1) @ 5) (918) (p)), (715) 


2) (vl) 6) (QL) 
3) (21°)? 7) (pl? 








4) (lt) 
Formen 14. Grades. 
(14, 0) , (14, 4) 
1) (fr, 1°)" 1) » 
2) (Bl'y 2) (guy 


3) (al3)6 
4) (r+ a, l*)* 


Formen 15. Grades. 


(15, 1) (15, 3) 
1) (y ls)" (71%) 
2) (el)? 

3) (gl)! 


Formen 16. Grades. 


Bei den Bildungen dieses Grades treten zuerst 


zerfallende In- 


varianten auf. Denke ich mir nun alle Formen L geordnet: 


1) nach dem Gesammitgrad a, 


2) nach dem Grade 6 in den Coefficienten der 29 Formen Aj, 


3) nach der Hohe y der Ueberschiebung mit einer Potenz von 1, 
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so werde ich zuniichst jede Form Z auslassen kénnen, die auf hdhere 
Formen LZ zuriickfiihrbar ist, weil sie dadurch niedere Dimension in 
den Coefficienten A; annimmt, und ferner jede Form L, die auf niedere 
Ueberschiebungen mit J¢@ zuriickzubringen ist. Lisst sich daher ein 
Product A;A, mit Hilfe einer Syzygante identisch reduciren auf ein 
Aggregat von Producten Z; von mehr als 2 Formen, oder von Pro- 
ducten G; zweier Formen gerader Ordnung oder auf Producte J;, die 
eine Invariante zum Factor besitzen, so lisst sich die Ueberschiebung 
(A; A,, 1@)?¢, wie sie die oben genannte Categorie 3) der Ueber- 
schiebungen von Formen A; mit Potenzen von / fordert, im ersten 
und zweiten Fall darstellen als ein Product von Formen niederen 
Gesammtgrades « und einer Summe von niederen Ueberschiebungen 
mit le. Im dritten Falle fiihrt die Ueberschiebung sofort auf eine 
Summe von Producten von Formen niederen Gesammtgrades a, Die 
Ueberschiebung (A; A,, /¢)?@ ist daher auszulassen. In den meisten 
Fallen lassen sich diese Syzyganten sofort hinschreiben. Nur einige 
Male wie bei den 2 Invarianten (16, 0) bedarf es hierzu breiterer 
Rechnung. Hier sind es die Invarianten (r-g, /*)* und (f- a, /*)' 
die besonderer Betrachtung bediirfen. Dabei leistet die Gordan’sche 
Identitit II], pag. 11 des genannten Werkes das Nothige. Fiir 


(04 5) giebt diese die Relation: 
3 38 a 5 . 
L+ 35 te= 5 (Ap) t+ og Ps 


mit Hilfe der Formeln pag. 40 gleichen Ortes. Beriicksichtigen wir 
die dort gegebene Identitiit: 


= s(fr' +L 
und entwickeln (J 3 4) und (6 1 i)» so ergiebt sich 
- -_— 4 6 
(fr) pv +L+ ere — Zar)! — yz 
und 
bo _ pe 5 
(yr)' +> gr =z T™. 


Mit Benutzung me Werthe findet man dann die Syzygante: 


9 
- 


L “3 — Cs 5 9% = Pp = 0. 


Es ist mithin " 
=>) (G+ L) 


und daher (g-7*, 14)’ auszulassen. 
Mit steter Beriicksichtigung der Gordan’schen Formelu pag. 40 er- 


halt man aus: (3 1 5) und (0 0) 

















8 
he 


‘ir 
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L+ya-f=— i (xr, 2 on)! + 9" 
(xr, r)? = gr+ * (yr)! 
und aus beiden 
L+yef=79r—F (aM 
oder nach Einsetzung des oben gefundenen Ausdruckes fiir (771), : 


gr —ptx—-af+L= 0, 
d. h. auch 
e.f= >' Git Li. 
Es ist demnach auch (f- @, 14)’ reducibel, 
Die Identitiit: (5 1 i) oder (pr)' =(#a)+ L, 

d. i, 

y= (pr)'+ L, 
zeigt, dass ~ Functionaldeterminante nicht linearer Covarianten ist, 


und dass demnach (p/)! == (16, 4) auszulassen-ist. Ks bleiben daher 
von Formen (16, ¢) 


(16, 0) (16, 2) 

1) (fF, 07)" .. 

2) (a, 2) (gus)! 
3) (wi)? 


Formen 17, Grades. 
(17, 1) 
1) @ 
2) (rut 


Formen 18. Grades. 
Aus (64 i) folgt (Qa)! == 6 =(vt)'; also ist 6 ebenfalls 
Functionaldeterminante nicht linearer Formen und demnach auch 


(18, 2) —(61)' auszulassen. Dagegen ist (pl*)® als Ueberschiebung 
der Categorie 2b beizubehalten. Es bleiben daher: 


(18, 0) (18, 2) 


1) 1)" 4) (v9, BF) 7) a, 1)" (wi?) 
2) (fg, 1%) 5) (ro, 18 8) (it)! 
3) (er, 1) 6) (rQ, 1° 9) (6)? 
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Formen 19. Grades. 
(19, 1) 
1) (T1s)' 
2) (al)! 


Formen 20. Grades. 

Hier erhilt man 13 Invarianten, die aber bis auf 2 reducibel 
sind. Ausser der Invariante A liefert das Gordan’sche Verfahren 
nimlich: 

1) (fe, 1°) 4) (f@, 1°)” 7) (g?, by 10) (a, 1%). 

2) (fn, 17)" 5) (f@, 1°)" ~— 8) (ma, 14) 11) (re, 1?) 
3) (v-r, U7) 6) (ea, 1)" 9) (rg, 1°) 12) (Qa, 1?) 
13) A. 
Aus der Identitit (ax)r + («r)a + (ra)x =0, d. i. 
y-r—f-n—x(SA+L)=—0 
erhilt man eine Relation zwischen den Producten y-r und fy. 
9 “xr 
644) und (6 5) geben 


5 Ap == («r,t — fat ZL, 


(er, fh = 3 fa— 9 
und eine 2. Syzygante: 
yr +fyt+ = Hp+L= 0. 


Durch Combination beider finden wir: 


2yr + > Hp— + x0+L' =0, 


5) 


2fn +3 p+ 5 e+ L' =0, 
oder ; : 
y= > G+L); fr= > @ +L). 
Es sind daher (f7, 27) und (y-r, 17)" reducibel. 
Ein Gleiches findet man fiir die 4. Invariante. Man hat 


(pr)a + (ra)p + (ap)r = 0, 


f-—p(Sat L) —r(— “T+ L)=0, 


d. i. 
d. h. 
fo= >’ G@+Z4+L) md (/9, 19)" 


ist daher auszulassen. 


% 
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Ebenso sind die Invarianten 5, 6, 7 reducibel. Die Identitiiten 
Yr x Yr x 
(60 g) und (§ 5 0) geben: 
9 ‘ 1 2 
g — r+ (gx) = 2[(rg)'x]' + 3 x - (rg). 
Nun findet man aus (6 1 ») 
(gr), =4+L und ((gr)'x), = (4x), + LZ. 
A ist aber auch Functionaldeterminante und man hat daher nach einem 


bekannten Satz (Clebsch: Bin. Formen, Seite 117): 
(Ax), — ; th 
und endlich 
9 1 9 
g° — 1 (gx) = — 5 xe + A+ 5 x(rg) 


Man hat nun nicht néthig die restirenden Covarianten (gx)? und 
(rg)? besonders zu untersuchen. Eine Abzihlung unter den 29 Formen 
A; ergiebt 

lB ol Lage tg 
(gr) — (8, 4)=d-u +. 
Dieses Verfahren wird von nun an bei den meisten Fiillen sicher und 


schnell zur Aufstellung der gewiinschten Syzyganten fiihren. Es ist 
daher schliesslich: 


= > G4+Z24+L) 
und demnach (g?, /5)'’ reducibel. 
. f «xa 1 (*¢*), , 
Ferner geben ((, 4 9) und {_ 4 ¢) zusammen die auch ander- 
weit zu erhaltende Relation 
& +a = ((x@) f), + ((/@) %),- 
Seite 41 finden wir nun bei Gordan: 
6 13 9 
(fe) = + © (gry — 2 Gr), + ZL, 
(xa) == -- : rt+ L. 
Benutzen wir die oben gefundene Gleichung (gr)' = 4+ JL, 
so giebt: 


(0 2 i)ant—— pate, 


und es wird 


(fe), =~ F +L 
und 
i i ssaas ; (rt, f/f), — = (ax), + L. 


Mathematische Annalen. XXXT. 
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Die von Gordan pag. 40 gegebene Formel (rr, ¢)¢ liefert 
(rt, f= ee (rf + Er(thh, 


in welcher 
(fr) = SA+L und (ft)'=(7,7)=c-pr+L 


zu setzen ist, Es ist also endlich, wenn wir noch den oben gefundenen 
Werth fiir (Ax), beniitzen. 


e-a= >'G+4Z41) 


(e -&, p5)t0 


und daher auch: 


auszulassen. 
Aus 
(rt) f + (tf) r + (fr) r= 0 


Q@-f= > G@+24+L) 


und die Reducibilitéit von 


folgt sofort: 


(f@, 15)”. 
Analog giebt: (rx) « + (xa) r+ (ar) x = 0 
neater (— Srt+L)—x-v=0, 


und 
n-a= >) (G+ Z+ L). 


Es ist also auch (9. a, /‘)’ auszulassen. Ferner lassen sich zwei, 
die Producte r- m und #-« enthaltende Syzyganten entwickeln, Die 
erste liefert die Identitiit: 


(pe) r + (ar) p + (rp) «= 0 
gp:-r—vp — ta = 0, 


in der Form: 


Die zweite beansprucht noch einmal gréssere Rechnung. 


Aus (3 A 1) findet man: 


o-a—=(pa, r++ -4, 
oder da 


36 9 
prams (QxP +L 
ist (vergl. Formel 19, pag. 41 von Gordan), so ist 
36 ‘ 
9a =F ((Qx)'r)!' + Lp er +L. 


Mit weiterer Beniitzung der Gordan’schen Formel Seite 41, fiir (Qx)* 
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und der aus der Theorie der cubischen Formen bekannten Gleichungen 


fiir (Qr)' erhailt man aus (§ r 9): 
(Qe) r)!' +S prt (ext — Rex. 
Da aber (5 9 5) giebt: 


(t?x)* = wr — + Rx, 
so hat man endlich: 


((Qx)?r), = pur —pRe-— Por 


und 


e-a= s ut — 2° Rox—38p-r4+ L. 


25 
Verbinden wir diese beiden eben erhaltenen Syzyganten, so sieht man 
dass ®- a und m-+ Ausdriicke von der Form sind 


> G+I+L) 
und dass mithin (@- «, 7°)® und (g - 1, 1°)® auszulassen sind. 
Leicht ergeben sich die Ausdriicke ftir die Producte r-@ und 


Q-a. Aus 
(ta) r+ (er)t+ (rt)a=—0 
o-r—vt+ Qa=—0. 
Aus (6 $+) hat man: 
—Z@pr+,R-pH—L+ zee 
Beriicksichtigt man den von Gordan Seite 41 gegebenen Ausdruck 
fiir (pt)*, so giebt ( 2 b): 
(t? p)? = — : vt — = Rp +L. 


hat man sofort: 


Ks ist daher Qa und damit auch or von der Form: 
> G@+I+L) 
(Qa, 1*)* und (r-@, 1?) 
auszulassen. 


Es bleiben daher nur von Formen (20, ¢): 


und demnach 


1) (fe, 1)" 
2) A 
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Formen 22. Grades. 
Hier liefert das Gordan’sche Verfahren die 10 Invarianten 


1) (fy, 1°)'§ 4) (n-g, LU)” 1) (fe, 1° 10) («- @, 
2) (@-g,U7)'* — 5) (fp, 1)” 8) (9@, 2° 
3) (y-a, 1°)? — 6) (g@, 1°)” 9) (ag, 1)" 


Von diesen sind aber nur die 1., 9. und 10. irreducibel. Aus 


(fx) «+ (wa) f+ (ef) x =0 


yra= >) (G4Z+41L) 
und die Ueberfliissigkeit der dritten. Aus 
(rx) g + (xg) r+ (gr) x =0 


ergiebt eine Abziihlung leicht das Gleiche fiir die vierte. Denn es ist 
(xg) = (7,9) =e: fr +L 
(gr) =(8,6)—=L+d-4, 


folgt sofort: 


und 


Aus den Identitiiten 
(pa) f+ (af) p+ (fp) «=9 


(pr) 9 + (r9) Pp + (gp) r= 0 
folgt sofort die Ueberfliissigkeit von (f+, 1°)" und wegen 
(rg)=di+L und (gp) =—(9,I=—L 
auch diejenige der 6. Invariante. Das Ausscheiden der 7, und 8. er- 
giebt sich aus den Identititen: 


(ra) f+(ef)t+(fr)a=—0; (rer)g+ (tg) r+(gr)t =, 


weil 
(ft) =(1,7)=c-pr+L; (fa) =di+ L; 
(tg) = (11,5) = e-pa+L 
ist. Eine kleine Rechnung verlangt nur das Reduciren der 2. Invariante. 
Da (fg)' Functionaldeterminante ist, so ist nach einem bekannten Satze: 


((f9)' *), = 45 (fo * +S G8 — Sh (O*y 


Bezeichnen wir nun mit TT nachfolgend immer eine Bildung, die 
sich durch ein Aggregat von zerfallenden Gliedern und Gliedern L 
ersetzen liisst, so ist (fg)' als Form 


(6,10) —=d-px+L, (gx),=(4D=T1, (f9)2= (6,8) = ¢-6+T, 
wie man durch Abzihlung aus den 29 Gordan’schen Formen erhiilt. 
Daher ist: 


und 


g-8= >) (44+ G4 L) + 2d. (px, x), 





an 
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(5 1 5) zeigt aber, dass 
2 
(px, *); mnie: px 
ist, daher ist 


g-e= >) (Z4+E41) 


und auch die 2. Invariante reducibel. Es bleiben daher die 3 In- 
varianten : 
(22, 0) 
) F-7, 1 
2) (a - p, 1?) 
3) (ae - l)*. 





Formen 23. Grades. 
(23, 1) 
h 


Formen 24. Grades. 
Wir erhalten die 9 Invarianten: 

1) (UY); 3B) +g, TB); 5) (09, 7)" 6) (€Q, 1" 
2) (rT, WY); 4) (en, 1°)"; _ _ 

1) (9-9, U8 

8) (ge, 1° 

9) (ro, 1*)4, 
Die Zerlegung der ersten derselben bedarf noch einiger Rechnung. 
Ks ist: 

((fe)' x)' = — a “(ae)? + ; é(ax)? — + a(éx)*. 


Da aber wegen (6 1 $): 
(fe)! = («H)' + L 


ist, so hat man auch 
(fe)! x)! = — 2 x(Hx), +5 H-A, 
und durch Verbindung beider: 
= — + “x(Hx? + H-A+ ; u(ae)? + f- (ex)? 
Es ist aber 
(Hx), und (ae)? = (4,12)—TT und (ex)? = (5,11)=—T1 
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und daher 
c= >) G+Z2+4+L) wii (2, 1%) 
reducibel. 
2) Wegen 
(Hf) r + (fr) H+ (rH) f =0 
und 
(fr, =SA+L, (rH) =(6,11)=T, 
ist 
T-r—= >'(G@+Z+4 L). 
3) Aus 
(fx) 9 + (x9) f + (gf) x =0 
und 


(xg) = (7,9) =11, (fg) = (6, 10) = TT 
folgt dasselbe fiir y +g. 
4) Durch 
(rx) e+ (xe) r+ (er) x= 0 


und | 
(xe) = (5,13) =T1; (er) = (6,8) =c-fB+TT 

wird 9+ € reducirt. 

5) Die Identitit: 

(pr) e+ (re) p + (ep) r= 0 

und die Relationen fiir (er) und (ep) —=(7,11)—TT zeigen, dass 
(®@-e, 17)" auszulassen ist. 

6) (rt) e+ (re)r + (er) r= 0 
in Verbindung mit 

(re) = (9, 9)=TI, 
liefert die Relation 
Q-e= S'G4+Z4L. 


Wir haben ferner: 


7) (pe)g + (eg) p + (gp) «= 0 


oder 
p-g+p-(12,4)+a-(9,7)=0, 
worin (12, 4) und (9, 7) aber TT sind. 
8) (ta) g + (ag)t + (yt) a=0, 
@-g+r-(12,4)4+a-(11,5)=0, 
wo (11, 5) auch ein TT ist. 
9) (va)r+(ar)v+(rv) a=—0, 
a-r—v?+a-(13,3)=—0, (13,3) =—T1. 
Die letzten 3 Identitiiten beweisen auch das Ausfallen der letzten 3 In- 
varianten. Es bleiben daher keine Formen 24. Grades iibrig. 
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Formen 25. Grades. 
(25, 1) 
(hi) 





Formen 26. Grades. 
Nach Gordan erhalt man die Invarianten 
1) (fT, 10")??5; 2) (ye, 0%); 3) (La, 18); 4) (e-, 1)! 


7) (fa, 1) : 
~ (e-@, 1°)" 8) (n-@, 1) 10) (#e, 1%)% 
6) (y-g, 1)” 9) (O@, 14) 11) (Vp, 1°) 


12) (Q-@, 1%)! = 13) (@-@, I 





Man erhiilt zu diesen 13 Invarianten die entsprechenden Syzyganten: 


2) (fx) & + (xe) f + (ef) x= 0 


oder 
y-é+f- (5, 13) + «- (4, 14) =0, 
wo (5, 13) und (4, 14) Formen TT sind. 


en) (Hf) « + (fe) H+ (aH) f =0 
oder 
T-atH-(c-A+L)+(9,9)-f=0; (9,9)=T1. 
a (pa) + (ae) p + (ep) « = 0; 
a. 1. 


p-#+p-(10, 8) + «-(7, 11) = 0; 
wo (10, 8) und (7, 11) TT sind. 


5) (ra) e+ (ae) t+ (er) @=0, 
s e- e+: (10,8) + a+ (9,9) = 0; 
ia (pa) + («n) p+ (yp) «= 0, 
p-n+p-(12,6)+e-(9,9)=0; (12,6) —TT; 
” (va) f+ (ef) +(fr)a=0, 
SO a fp oe dt Dy pa-(, =O; (1, )—=T 
Thy (ta) n+ (ay) t+ (nt) a=0, 
e:y+r-(12,6)4+a- (11,7) =0. 
a (pa) # + (ad) p + (Bp) « = 0, 


gp - + p(l4,4)+a(ll,)—=0; (14,4) —e-¥+T. 
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10) (ra) + (a) + (Or) a =0, 

a o-O+4-(14,4) + a(13,5)=0; (13,5) =T1. 
me) (rt) p + (ty) r+ (pr) r= 0; 

ie Q-p+r-(17,3)4+4-(14,4)=0; (17,3) =T1. 

ei 12) (rt) @ + (te) r+ (er) t= 0, 

Lil 


Q-o+r-(19,1)+7- (16,2) =0, 
wo (19,1)=—TT und (16,2)—c-¢6+TT ist. 
Es bleiben daher nur: 
(26, 0) 
1) (fT, [1122 
2) (a@- a, ly? 


Formen 28. Grades. 
Unser Verfahren liefert die Invarianten: 
1) (7g, UY, 2) (vy: w, U7)", 3) (y-@, LY", 
4) (ga, 188 ‘ i we aa 
ps (p?, 13)6 6) (pe, 2), i) (9° 1)’. 
Die Ueberfliissigkeit aller dieser Bildungen ergiebt sich sofort aus 
folgenden Syzyganten; 
1) (Hf)9 + (f9) H+ gH) f=9, 
oder 


T-g+ H-(6,10)+/-(7, 18) =0; (6, 10) und (7, 13) sind TI. 
2) (fx) p + (xp) f+ (pf) x =0 


oder 


y-po+f- (13,7) +«-(12,8)—0; (13,7) und (12, 8) sind TI. 
3) (1%) @ + (xe) f+ (ef) x =0 


oder 

y-o+/f- (15, 5) + «(14, 6) = 0; (15,5) und (14, 6) sind TT. 
4) [(va) g] = 0, wie wir von jetzt an die stets angewandte Iden- 

titit (va)g+(ag)v+(gv)a—=0 der Kiirze wegen immer be- 

zeichnen wollen, oder 


a-g-+ (12,4) »+a-(15, 5) =0. 
5) (pe) p] =O oder: g* + p- (18, 2) + a@- (15, 5) = 0. 
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6) [(ra) gm] =O oder: @-p-+r- (18,2) + a-(17,3)=0, 
7) ((re) @] =O oder: eo? + 74- (20,0) + a@-(19, 1) = 0. 


Es fallen daher alle Formen (28, ¢) aus. 


Formen 30. Grades. 
Man erhiilt die Invarianten: 
1) (ef, IP)"; 2) (em, 1°)"; 3) (n@, 1); 4) (@a, 1°); 
5) (rh, l*)! 
{6 (Qa, 1?) 
Das Ausfallen der 6 ersten ergiebt sich aus nachfolgenden Identititen: 
1) ((Hf)«]=0 oder: Te+ H- (4, 14) +/- (5,17) =0; 
(4, 14) —=c-€+ TI. 
2) [(va)e] =O oder: m-e+v-(10, 8) 4+ a- (13, 9)=—0, 
3) [(rx) @| =O oder: y-@-+r-(19, 5) + x-(20.2)—0, 
4) [(pr) @] =0 oder: #-@-+ p- (20, 2)+r- (21, 3)—0, 
5) [(6a) r] = 0 oder: h-r—o-v+a- (19, 3) =0, 
6) [(rt) @] =O oder: Q-a@+r-(23, 1)+ t- (20, 2)—0; 
(23,1) =c-h+T, 


ist also auf 5) zuriickfiihrbar. Es bleibt daher nur die Invariante B. 


1) B. 


Auszulassende Formen vom 32. bis 48. Grad. 


Man erhalt nach Gordan ausser diesen noch 20 Invarianten héherer 
Grade, deren Ueberfliissigkeit sich aus den beigefiigten Syzyganten 
ergiebt. 


I. (32,0). 


1) (Z- 9, W); [flo =0 
oder: 
T-p+H- (12,8) +/: (13, 11) =0. 
2) (7+, 1)"; [(Hf) oe] =9 
oder: 
T-0 + H.- (14, 6) + f- (15, 9) = 0, 
3) (y+ @, U2; [(fx) @] = 0 
oder: 
y-a-+ f-(19, 5) + «-(18, 6) =0. 
4) (f-h, U)8; (6a) f] =0 
oder : 


f-h+o(e-A4+L)+a-(17,7) =0. 
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5) (p- a, 1*)'; [(pa) a] = 0 
oder: 
gp: a@-+ p(24, 0) + «(21, 3) = 0. 
6) (a@-h, 1)*; [(ve@) «] = 0 *) 
oder: 


h-a+A-v—aoo=0. 
7) (9: @, 0%; (ta) @ + (wa) t+ (or) «= 0%) 
oder: 

h-a+ooq+r-(24,0)—0. 


Die beiden letzten bestimmen h-« und e@ in dér gewiinschten 


Weise. 
Tl. (34, 0). 
a) (gh, 1°)®; [(ea) g] =0 
oder: 
h-g+o- (12,4) + «@- (21, 5) = 0. 
Il. (36, 0). 
1) (To, 38's; ((Af) ©] ao 0 


oder: 
T-@+H- (18,6) +/+ (19,9) =0. 
2) (eh, 1); [(6a) e] =O 
oder: 
h-e+o6-(10,8) + @-(19, 9) = 0. 
3) (nh, 14); [(rx) h] =0 
oder: 
n-h-+r- (25,5) + x«- (26, 2) =0. 
4) (Oh, 1)®; |(pr) h]| = 0 
oder: 
®-h-+ p- (26,2) + r- (27, 3) = 0. 
5) (Qh, l?)4; [(rr) h] =O 
oder: 
Q-h-+ r- (29,1) + t- (26,2) =0. 
6) (a@*, 1)?; [(va) a] =0 
oder: 


wo? + vy - (24,0) + a - (27,1) =0. 





*) Aus Gi 1) und Gs 1) folet h—=(ve)'. 


**) Aus (G rf he erhiilt man h = (or), 
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IV. (38, 0). 


rol (y-h, U8)": [(fx) h] = 0 
ie py h+f- (25, 5) + «+ (24,6) = 0. 
2) (p-h, l?)*; [(pa) h] =0 
. gp -h—p-B+a- (27, 3) =0. 
- 3) (9-h, l?; [(ca)h] =0 
o-h—t-B+a-(29,1)=0. 
V. (42, 0). 
LD EY LIN =o 
T +h -+ H- (24, 6) + f+ (25, 9) =0. 
2) (oh, 0%} [(6n) o] = 0 
wi h-o@ +o. (24,0) + «- (33, 1) =0. 
VI. (48, 0). 
: a (h2l)?; [(oa) h] = 0 
d. i 


h? —o-B+a- (39,1) =0. 


Zum Schlusse geben wir noch eine Uebersicht iiber die erhaltenen 
Formen: Wir entnehmen derselben, dass die von Herrn Prof. Sylvester 
im American Journal II. Bd., pag. 230 verdffentlichte Tabelle meist 
uur in den héchsten Ordnungen jedes. Grades von der unsrigen ab- 
weicht. Namentlich enthilt die erstere keine der Formen der letzten 
schiefen Reihe von (5, 13) bis (16,2). Aus mir gewordenen brief- 
lichen Mittheilungen des Herrn Sylvester entnehme ich aber, dass es 
demselben spiiter gelungen ist, die Existenz einer orm (5, 13) nach- 
zuweisen , (verg]. hieriiber besonders eine Note von Herrn Hammond in 
den Proceedings of the London Math. Soc. X1V, 85—88) und dass er es 
fiir wabrscheinlich hilt, dass neben seinen Grundformen deshalb noch 
viele andere vorhanden sind. Weitere Unterschiede sind folgende : 
Sylvester hat (10, 4), (22, 0)' und keine Formen (13,3), (18, 2), 
(19, 1), (20, 0), (23, 1), (25, 1), (26, 0), (30, 0). 
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Der Modul des Maximum Maximorum einer Function %(7c*") 
in Bezug auf gm und die Anwendung seiner Eigenschaften auf 
die Reihe von Lagrange. 


Von 


P. Nexrassorr in Moskau. 


§ 1, 

Der vorliegende Aufsatz enthilt einige Resultate meiner in russischer 
Sprache abgedruckten Arbeit:*) ,,Die Reihe von Lagrange“. 

Setzen wir ¢=re?'. Wenn sich g von 0 bis 22 iindert, so 
wird der Modulus des Maximum Maximorum der Function #(z) eine 
Function von r sein; nennen wir diese Function M(r). Cauchy, 
Rouché und andere haben die Eigenschaften der Function M(r) auf 
die Reihe von Lagrange so wie auf andere Reihen angewandt.**) 
Jedoch ist Verschiedenes in der Anwendung der Eigenschaften von 
M(r) auf diese Reihen nicht klar gelégt worden. So folgt, z. B. aus 
einigen Anmerkungen, welche Serret macht, indem er die Kigenschaften 
der Function M(r) nach Cauchy und Rouché zusammenfasst, dass 
unter gewissen Bedingungen das Minimum mw der Function M(r) und 
der dazu gehérige Werth @ der Variabeln 7 sich folgendermassen aus- 
driicken lassen : 


(1) == mod, w(§), o = mod. €, 


wo € eine Wurzel der Gleichung 
(2) (2) = 0 
ist.***) 


*) Maremaruseckiit COopuues, XII, Mocxsa, 18865. 

**) Cauchy: 1) Mémoire sur divers points d’analyse (Mémoires de l’Aca- 
démie de France, t. VIII, 1829), 2) Résumé d’un mémoire sur la Mécanique 
céleste et sur un nouveau calcul appelé calcul des limites, (Exercices d’analyse 
et de physique mathématique, t. II, 1841). 

Eugéne Rouché: Mémoire sur la série de Lagrange (Journal de I’Ecole 
polytechnique, cahier XXXIX, t. XXII, 1862), 
***) Serret: Cours d’Algébre supérieure, t. 1, p. 477—480, 4° édition, 1877. 
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Es erweist sich, dass das im Allgemeinen nicht der Fall ist. Dieser 
Umstand wird fiir gewéhnlich ausser Acht gelassen, spielt aber in der 
Theorie der Lagrange’schen Reihe, wie sie so elegant in der Rouché- 
schen Abhandlung dargelegt ist, eine grosse Rolle. 

Die nachfolgenden Untersuchungen der Function M(r) und ihres 
Minimums uw diirften eine wesentliche Ergiinzung zu den Cauchy’schen 
und Rouché’schen Arbeiten liefern. 


I. Die Eigenschaften des Modulus des Maximum Maximorum. 


§ 2. 
Es mége 7(z) fiir alle Werthe von z, welche der Ungleichung 
(3) k<r<k, 


geniigen, endlich, continuirlich und eindeutig sein; r= mod.z, k, >k>0. 
Den Modulus der Function ~(z), welcher von r und » abhingt, wollen 
wir R(r, p), oder kiirzer R nennen, 

Solange der Bedingung (3) Geniige geleistet wird, bleibt R end- 
lich und continuirlich und macht bei der Veriinderung von @ ver- 
schiedene Maxima durch, deren jedes eine Function von r ist. Es 
moégen M,(r), M,(r), ... diese Maxima sein. Jede einzelne von 
diesen Functionen kann dann folgendermassen ausgedriickt werden: 


(4) M,, (7) = R(r, px), 
wo , eine Wurzel der Gleichung 

os aR 

(5) ile 0 

ist. 


Das Maximum Maximorum der Function ~(z) in Bezug auf @ ist 
M(r); diese Function ist daher in der Reihe M,(r), M,(r), ... ent- 
halten, und zwar ist: 


(6) M(r) > M,(r), M(r) > M,(r),---. 
Die Bedingungen (6), durch welche M(r) definirt wird, haben 


auf die analytische Form dieser Function einen eigenthiimlichen Ein- 
fluss: Wenn r von k bis k, variirt, kann die Function M(r) thre 
Gestalt dindern, indem sie fiir den einen Werth von r durch die eine, 
fiir einen andern Werth von r durch eine andere Function aus der 
Reihe: M,(r), M,(r),... dargestellt wird. 

Ehe wir unsere Betrachtungen iiber die Veriinderungen in der 
Form der Function M(r) anstellen, miissen wir unsere Aufmerksam- 
keit den Functionen M, (r), M,(r),... zuwenden, welche wir partielle 
Maxima der Function ? in Bezug auf m nennen wollen. 
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§ 3. 
Die Anzahl der partiellen Maxima M,(r), M,(r),... der Function 
R in Bezug auf bleibt fiir die verschiedenen Werthe von r nicht 
constant. Die Verinderung dieser Zahl wird durch Folgendes bedingt: 
1) Dadurch, dass bei der Veriinderung der Variabeln r von einem 
Werth zum andern ein partielles Maximum zum Minimum werden kann, 
und umgekehrt. Es sei z. B. 


?R 
Ee pe, QO, wenn r<@Q, 


&R 
| ae 5 0, wenn r>oQ. 


Unter solechen Umstiinden wird M,(r), solange r < 9, ein Maximum 
der Function R sein; wenn hingegen + > Q, ein Minimum. Es sei 


et = 0 ist, wenn p= g, und r= g; die Gleichung 
(5) hat also fiir r = @ zwei gleiche Wurzeln g,. 

2) Durch das Verschwinden oder Entstehen eines partiellen Maxi- 
mums, indem infolge der Verinderung von r eine reelle Wurzel der 
Gleichung (5) complex wird oder, umgekehrt: eine complexe Wurzel 
reell. Da alle Coefficienten der Gleichung (5) reell sind, so sind alle 
complexen Wurzeln dieser Gleichung paarweise conjugirt, und es kann 
daher eine complexe Wurzel nicht reell, und eine reelle nicht complex 
werden, ohne zweimal Wurzel von (5) zu sein. 

Die Werthe von r, bei denen sich die Anzahl der Maxima von R 
veriindert, wollen wir besondere Werthe nennen, besondere wollen wir 
auch diejenigen Werthe von 7 nennen, welche die Derivirten der 
Function M,(r), mit irgend einer Ordnung angefangen, unendlich 
werden lassen. Aus der Gleichung (4) ersieht man, dass dank der 
Bedingung (3) die Derivirten der Function MM, (r) nur fiir solehe Werthe 
von * unendlich werden kinnen, bei welchen die Gleichung (5) mehrere 
gleiche Wurzeln hat. 

Alle diese besonderen Werthe von r und die entsprechenden Werthe 
von @ miissen gleichzeitig den zwei Bedingungen geniigen: 


eR: 
(7) “ =0, 4 # on 
Daher kénnen die Gleichungen (7) im Verein mit den bereits 
erwihnten, die besondern Werthe von 7 kennzeichnenden Merkmalen 
zur Bestimmung dieser Werthe dienen. 
Es seien @,, @,,.--- alle zwischen den Grenzen & und k, ent- 
haltenen besondern Werthe von 7, und zwar sei: 


(8) ky SQ << h. 


bemerkt, dass 


0. 
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Es ist klar, dass fiir alle Werthe von r, welche zwischen zwei 
benachbarten Gliedern dieser Zahlenreihe liegen, die Anzahl der 
partiellen Maxima von R gleich ist, und sowohl jedes einzelne Maximum 
als auch alle seine Derivirten nach r endliche und continuirliche Func- 
tionen von r sind. 

Wenn 1, keiner von den Zahlen k, @,, @,,..., %, gleich ist, so 
kann jedes partielle Maximum der Function RF fiir die Werthe von 1, 
welche wenig von 7, unterschieden sind, nach der Taylor’schen Formel 
in die convergente Reihe: 


@) My (1) = Ma(ro) + Mn (10) = + My’ (19) - £ er +: 


entwickelt werden. 


g 4, 

Schreiten wir jetzt zur Untersuchung der Veriinderungen in der 
Gestalt der Function M(r). Es variire r zwischen zwei Zahlen oe, 
und @»4: aus der Zahlenreihe k, 9,, Q,..., h,. 

Nehmen wir an, fiir Qn <7 < @mji gebe es nur zwei partielle 
Maxima M,(r) und M,(r) der Function R. Betrachten wir die Glei- 
chung: 

(10) M, (r) — M,(r) = 0, 

welche zwischen den Grenzen g,, und @,,4: einfache und gleiche Wurzeln 
haben kann. Unter r,, 7,, ..- wollen wir die einfachen, so wie die- 
jenigen Wurzeln verstehn, welche eine ungerade Anzahl von Malen 
der Gleichung geniigen; die letztern wollen wir ungerade-vielfache 
Wurzeln von (10) nennen. Bei jedem von den Werthen r,,7,,.. 

der Variabeln + muss die Function M(r) ihre Gestalt jindern. Da 
nimlich jedes r, ungerade-vielfache Wurzel von (10) ist, so kann 
man die linke Seite von (10) in folgender Weise darstellen: 

(11) M, (r) — M,(r) = Fr) (r— 7", 

wo s eine ganze Zahl und F'(r) eine endliche Function ist, welche bei 
keinem Werthe von r zwischen den Grenzen @,, und 7, ihr Vorzeichen 
verindert und fiir @=—~*r, nicht gleich 0 wird. Es sei F(r,) < 0. 
Aus (11) ist leicht ersichtlich, dass 

(12) M,(r) - M,(r)>0, wenn on<r<r,, 

M,(r) — My(r) <9, wenn r,<r<ry. 
Folglich ist 


(13) 


M(r) aii M, (r) » Wenn On < rs 1 
M(r) = M,/(r) » wenn 7,< 7S fo. 
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Wenn also r den Werth v, iiberschreitet, indert sich die Form von 
Mr); dasselbe geschieht beim Ueberschreiten eines jeden der Werthe 
Vis Pay ss ee 

. Jetzt wollen wir annehmen, in den Grenzen Qn <1 < Omi 
existiren drei verschiedene partielle Maxima M,(r), M,(r), M,(r). 
Fir r = e@,, mag M,(r) den gréssten Werth unter diesen drei Func- 
tionen haben. Wenn aber fiir r = @,, die Werthe von zwei oder gar 
allen drei Functionen gleich sind, so wollen wir annehmen, fiir den 
Werth @,-+ ¢ habe M,(r) den gréssten Werth, wo é eine unendlich 
kleine positive Grésse ist. Wir erhalten dann: 


(14) M, (Qn+ 4) > My(On+e), M, (Qnm+é) > My (Qn+eé), 
M(Qm-+ é) = UM, (On+®)- 

Betrachten wir jetzt die zwei Gleichungen: 
(15) M, (r) = M,(r) =0, 

M,(r) — M;(r) = 9, 
von denen jede einzelne zwischen den Grenzen @,, und @,41 einfache 
und ungerade-vielfache Wurzeln besitzen kann, Es sei 7, die kleinste 
von allen diesen Wurzeln. Wenn e, <7 <7,, 80 erhalten wir 
offenbar : 
(16) M,(r)—- Mj(r)>0 wid M,(r) — M,(r) > 0, 
sodass 
(17) U(r) = M,(r). 
Sobald aber x den Werth 7, iiberschreitet, indert sich die Gestalt der 
Function M(r), da fiir» > 7, wenigstens eine von den Ungleichungen 
(16) ihre Gultigkeit verliert. M(r) wird daher entweder durch J, (r) 
oder durch M,(r) dargestellt, durch welches von beiden, das hiingt 
davon ab, welcher der beiden Gleichungen (15) die Wurzel r, eine 
ungerade Anzahl von Malen geniigt. . Es sei 


(18) M(r, +2) = U(r, +8), 

wo € eine unendlich kleine positive Zahl ist. Wenn zwischen den 
Grenzen r, und @,,4; eine neue Veriinderung in der Form von M(r) 
mdglich ist, so entspricht dieselbe der kleinsten einfachen oder un- 
gerade-vielfachen Wurzel der Gleichungen: 


M;(r) — M, (r) =0, 

M,(r) — M,(r) = 0. 
Indem wir diesen Plan weiter verfolgen, kénnen wir alle Ver- 
iinderungen in der Gestalt von M(r) fiir die Werthe von r zwischen 


zwei beliebigen @, und @4; finden. Es sei noch bemerkt, dass 
derartige Formveriinderungen auch zuweilen stattfinden kénnen, wenn r 


(19) 
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einige von den Werthen @,, Q.,... tiberschreitet. Da nun die Gestalt 
von M(r) fiir alle Werthe, welche g,, @,,... unendlich nahe liegen, 
ermittelt ist, kénnen auch diese Formverinderungen keine Schwierig- 
keiten bereiten. 


§ 5. 

Wenn r einen von den Werthen r,, *,, .-. tiberschreitet, hort 
die Function M(r) nicht auf continuirlich zu sein, wohl aber ihre 
Derivirten, von irgend einer Ordnung an, sodass die zwei Reihen: 
M'(r,—2), M"(r¥,—28),-°: 

M'(r, +e), M"(r, +8), ++ 
wenn é gleich Null wird, nicht identisch werden. 

Anmerkung: Es kénnen Stérungen in der Continuitiit von 
M'(r), M”(r) u. s. w. auch durch andere Umstiinde hervorgerufen 
werden. Es ist méglich, dass die Derivirten von M(r) fiir r = 9’ von 
irgend einer Ordnung ab unendlich werden; ohne dass M(r) bei diesem 
Werthe von r seine Form iindert. Wenn dieser Fall eintritt, so muss 
e einem von den oben genannten besonderen Werthen @,, @,,... des 
Modulus ¢ gleich sein. Dann lisst sich M(r) durch folgende con- 
vergente Reihe ausdriicken: 


(20) 


° 1 2 
(21) Mr) = Me) + Ar—0)" + BO—e)" + 
wo m eine ganze ungerade Zahl ist. Die von einander verschiedenen 
unter den unendlich grossen Gliedern der Reihen: 
M'(¢'—2«), M"(9'—2),--- 
M'(o'+¢), M"(e'+8),:-- 
werden sich durch ihr Vorzeichen unterscheiden. 

Die in dieser Anmerkung geschilderten Stérungen in der Con- 
tinuitiit der Derivirten von M(r) spielen eine ebenso grosse Rolle, wie 
die Continuititsstérungen, welche von Veriinderungen in der Form 
von M(r) begleitet sind. 

Offenbar ist die Anzahl aller Continuitiitsstérungen der Derivirten 
von M(r) endlich, sobald y(z) eine rationale algebraische Function ist. 


(22) 


§ 6. 
Wenn «é unendlich klein ist und es bestehen die beiden Unglei- 
chungen: 
(23) M(g—«) > M(e) wnd Me+e) > Me) 


oder die beiden folgenden: 
(24) M(e—s) < M(o) und M(g+2) < Mo), 
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so nennen wir « = M(@) im ersten Falle ein Minimum, im zweiten — 
ein Maximum der Function M(r), und zwar ein besonderes oder ein 
gewohnliches, je nachdem dem Werth @ der Variabeln r eine Con- 
tinuitiitsstérung der Derivirten von M(r) entspricht oder nicht. 

Theorem: Es sei w(z) in den Grenzen 

k < mod. z < k, 
endlich, continuirlich und eindeutig. Dann kann M(r), der Modulus des 
Maximum Maximorum der Function w(z), in den Greneenk <r < k, 
kein Maximum haben. 

Beweis: Nehmen wir das Gegentheil an, dass also fiir 7 = @ 
die Function M(r) ein Maximum M(e@) hat. Es sei @ eine Wurzel 
der Gleichung 

aAR(o, ») 
dg 
welche dem Maximum Maximorum der Function R(@, m) in Bezug auf 
m entspricht. Daraus folgt: 


= 0, 


(25) M(e) = R(e, @) = mod. ¥(z,), 
wo 
(26) oy = ge. 


In der Zahlenreihe 

y (29), y" (2), are 
sei y™(z,) die erste Function, welche nicht gleich Null ist; » > 1. 
Wenn kh unendlich klein ist, erhalten wir: 


h”™ 
D (eh) = O69) + ay P(A), 


wo A unendlich klein ist und gleichzeitig mit h verschwindet. Wenn 
wir daher unter P und Q Modulus und Argument der Function 
__ ol (e0) 
1.2... (2) 
verstehen und ‘ 


wy 
h=@e * 
setzen, wo 0 der unendlich kleine Modulus von h ist, so erhalten wir: 


_ fa i 
@ a +de " = w(2zy) [lL +o" Pi1+a4)], 


woraus folgt: 


2 


mod. (4, + de * ‘)— M(e)[1-+ P42’) 
wo 0 eine unendlich kleine reelle Zahl ist, welche sich gleichzeitig 
mit h der Null nihert. Die letzte Gleichung zeigt: weun 0 positiv 
ist, so gilt: 


Ri 
mod. w Le +de "™ ) > M(e), 
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oder, wenn wir unter g-+ ¢ und ow Modulus und Argument von 
Ri 


2,+0e ” verstehen: 
R(e+¢, a) > Me). 

Da nun M(e+<) das Maximum Maximorum der Function 2 (e+ ¢, p) 
ist, so folgt: 
(27) M(e+«) > Mie), 
was unserer Voraussetzung widerspricht. Also kann M(r) in den 
Grenzen k und k, keine Maxima haben. 

Aus dem bewiesenen Theorem folgt unmittelbar: 

IT) Wenn w(z) den genannten Anforderungen geniigt, so hat M(r) 
ewischen den Grenzen k und k, hichstens ein Minimum. 

II) Wenn (2) den genannten Anforderungen geniigt, und es ist: 
M (k) = 00, M(k,) = 00, so erleidet M(r) zwischen den Grenzen k und 
k, en Minimum. 

Es sei w = M(g) ein Minimum der Function M(r), wok<o<k,. 
Ist dieses Minimum ein gewdhnliches, so erhalten wir: 
(28) M'(9) = 0. 
Ist aber das Minimum wp der Function JZ(r) ein besonderes, so kann 
die Derivirte M’(g) zwei verschiedene Werthe haben, welche als 
Grenzwerthe von M’(e—e) und M’'(e+e) bestimmt sind. Diese 
beiden Grenzwerthe kénnen von Null verschieden sein und miissen 
entgegengesetzte Vorzeichen haben. 


§ 7. 


Wir wollen im Folgenden mit w und @ immer das Minimum der 
Function M(r) und den dazu gehérigen Werth der Variabeln + bezeichnen. 
Hat die Gleichung 


(29) v'(e) =0 
eine Wurzel £, welche die Bedingungen: 
(30) uw = mod. ~(£), @ = mod. ¢ 


erfiillt, so wollen wir dieses Minimum »—M(g) ein kritisches Minimum 
von M(r) nennen. Wenn die Gleichung (29) hingegen keine Wurzeln 
besitzt, welche die Bedingung (30) erfillen, so nennen wir uw ein 
nicht kritisches Minimum der Function M(r). 

Bei der Anwendung der Eigenschaften von M(r) auf die Reihe 
von Lagrange ist der Umstand, ob das Minimum m@ der Function 
M(r) ein kritisches oder ein nicht kritisches ist, von der gréssten 
Wichtigkeit. 

Setzen wir: 


z=revi, p(2) = Re®, 
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so erhalten wir, indem wir die letzte Gleichung nach g und r dif- 
ferenziren: 


v'(e) = em (42 4 ip 4? 


y' (2) ci =e? “oti ir 4 


woraus sich ergiebt: 


(31) 


ae p 


‘ dR d® aR dd 

(32) B7-* Se 1G ere 

Aus (31), (32) und (28) liasst sich leicht ersehen, dass ein gewodhn- 
liches Minimum der Function M(r) stets kritisch ist. In der That, 
es sei p = eine solche Wurzel der Gleichung 

oa adR(e, 

(33) ? =0, 

welche dem Maximum Maximorum der Function R(g, gp) in Bezug 
auf @ entspricht; wir erhalten dann: 


(34) uw = M(e) = R(e, ) = mod. ¥(£), § = ee”. 
Aus (33), (34) und (28) tiberzeugen wir uns leicht, dass die Werthe 
r=, p= gleichzeitig den Gleichungen 


aR dR 
(35) uae gp 
geniigen miissen, Aus (35), (32), (31) ergiebt sich, dass: 
(36) v(t) =0. 


(34) und (36) beweisen, dass ein pera Minimum w der Function 
M(r) kritisch ist. 

Durch ganz ahnliche Ravine kénnten wir uus iiberzeugen, 
dass auch ein besonderes Minimum kritisch ist, wenn nur 

flim M’(9—é)|.—o oder [lim M’(e+)].~0 

den Werth Null hat. 

In einigen seltenen Fiillen kann-das Minimum w der Function 
Mi(r) auch dann kritisch sein, wenn beide Grenzwerthe 

M’(e—90) und M’(e+0) 

von Null verschieden sind und entgegengesetzte Vorzeichen haben. 
Dieses ist nur in einem Falle méglich: wenn nimlich die Gleichung 
(5) eine reelle Wurzel  besitzt, welcher ein Werth von RF entspricht, 
der von M(r) verschieden ist, solange r nicht gleich @ ist, wohl aber 
M(r) gleich wird, sobald r = g, wobei die Wurzel fiir r= @ der 


Gleichung 
wv’ (re?*) =0 
geniigen muss. 
Wenn alle diese Ausnahmefiille nicht eintreten und die Grenzwerthe 


M'(o—0) und M'(e+0) 
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von Null verschieden sind, so ist das Minimum wu = M(g) der Func- 
tion M(r) kein kritisches. 

Da die Function M’(r) éfters Unterbrechung ihrer Continnitit 
erleidet, so ist das Minimum w der Function M(r) hiiufig ein beson- 
deres, ohne ein kritisches zu sein. 

Ks ist evident, dass jedes nicht kritische Minimum der Function 
M(r) ein besonderes ist. 


§ 8. 

Wir nehmen einige Beispiele durch, in denen wir das Minimum 
uw der Function M(r) bestimmen; und zwar wird dieses Minimum 
jedesmal nicht kritisch sein. 

Beispiel I. Es sei 

os 2 9 23 
ye) — tense toe 
Der Modulus des Maximum Maximorum der gegebenen Function wird 
fiir * = 0 und fiir y= oo unendlich; folglich muss er, wenn wir r 
sich von © bis oo iindern lassen, ein Minimum durehmachen.  Fiir 
unser Beispiel erhalten wir: 


R = mod. p(re?*) = [ + 330 — 63r? + 4r' 


+ 12 (= — 10r — r?) cos p ~12(1—12r*) cos* p+ 16rcos*» [*, 


R= = — 6sing [3 — 10r —r'—2 (1 —12r*) cos p + 4r cos? |, 
2p ‘ 
RS a + (Se) =— 6 cos | 2 —10r—r3—2 (1—12r?) cos p-+ 4reos*y | 


+ 12sin?p[127?— 1+4rcosg]. 
Die Gleichung 
O77 dk — 
(34) ig = 
besitzt foleende Wuyrzeln: 
9, =9, =, 


Ps <> Se cos (+ ataalies V 148 w+ ae — J 1), 


yp, = are cos (4. — 3r+ 2 V 148r! F 167? — 11). 


Die Bedingung 

‘ R ) 

(38) “dg < ( ? 

durch welche cin partielles Maximum charakterisirt wird, ergiebt fiir 
(39) ri — 2473 + 6r? + 2r —3< 0. 
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Die Gleichung +! — 24r° + 67? +- 27 — 3 = 0 besitzt nur eine positive 
Wurzel 


(40) Q; = 23, 73. . 25 
daher ist die Function 
(41) M, (r) = mod. ¥(r) 


fiir alle 0 <r < 9, partielles Maximum von FR in Bezug auf gq, fiir 
0, < * < oo aber ein Minimum von R in Bezug auf g. 
Setzen wir » = 9, = 7, so ergiebt (38) 
(42) rt + 247° + 67? — 2r —3 > 0. 
Die Gleichung 
rt + 24r° + 6r? — 2r —3 = 0 
hat nur eine positive Wurzel 


(43) Q, = 0,47368 . . .; 
daraus folgt, dass 
(44) M,(r) = mod. »(— 1) 


fiir e, <r < oo ein partielles Maximum von & in Bezug auf p ist, 
fiir 0 <r < @, ein Minimum. . 
Die Wurzel , der Gleichung (37) ist nur dann reell, wenn 
14874 + 167? — 11 >0, 
—l<cosg, <1. 
Die erste von diesen zwei Bedingungen wird nur dann erfiillt, wenn 
r= %, 


wo 
o, = 0,47315... 
die positive Wurzel der Gleichung 
148r! + 1677 — 11 =0 
ist. 
Die Bedingung ‘ 
cos gy, < + 1 
ist identisch mit der Bedingung 
rt + 2475 + 6r, —2r—3<0 
und wird nur dann erfiillt, wenn 
r FQ. 
Ist 9, <7 <Q, so ist auch die Bedingung: 
cos gp, > — 1 
erfiillt, und die Wurzel g, ist reell. Ausserdem zeigt die Bedingung 
(38), welche fiir p = gy, die Form 


COS Ms, < = br 


4r 








348 . P. Nexrassorr. 


annimmt, dass zwischen den Grenzen g, und g, die Function 
(45) M,(r) = mod. (re%*) 
ein partielles Maximum von f& in Bezug auf @ ist. 

Die Bedingung (38), welche fiir m = gq, die Form 


cos P, < + —3 
annimmt, kann nicht erfiillt werden. 
So sehen wir, dass R folgende partielle Maxima hat: 

1) fir 0 <r < 9, — ein Maximum J/,(r), 

2) fiir 9, <r < 0, — zwei Maxima UY, (r) und M,(r), 

3) fiir e, << r << e@, —zwei Maxima M,(r) und M,(r), 

4) fiir 9, << r < oo — ein Maximum J, (r). 
In dem Intervall 0, << r < @, stellt die gréssere von den zwei Func- 


tionen M,(r) und M,(r) das Maximum Maximorum M(r) dar; die 

Gleichung: 

M,(r) — M,(r) = 0, 

oder 
1— 3r? = 0 


lisst in den Grenzen 9, und @, eine einfache Wurzel zu: 
1 
= —_—— = 0,577 oe ee 
_ 


Daher tritt bei r = @ eine Formveriinderung von M(r) ein: 
fir a,<r<e ist M(ir)=—=MU,(r), 
fir @ <r<e, ist M(r)=—M,/(r). 
Die Grenzwerthe 
M'(o—9) und M'(o+0) 


nehmen folgende Zahlenwerthe an: 
M'(e—0) =—6+4+—., 
(e—9) + 7 


. 4 
M'(e+0)=+6+4-. 

Diese beiden Grenzwerthe sind also von Null verschieden und haben 

entgegengesetzte Vorzeichen. Folglich ist 

(46) u = M(e) = 20 

ein besonderes und zwar ein nicht kritisches Minimum der Function 


M(r). Dem §7 zufolge kann M(r) keine anderen Minima haben. 
Beispiel II. Es sei 


1 
¥() = sea G7 
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Der Modulus des Maximum Maximorum wird fiir r = 0, r=4, r=7 
unendlich, muss also in den Intervallen 0 << r << 4 und 4< 7 <7 je 
ein Minimum haben. Wir wollen diese Minima bestimmen. 
Im gegebenen Falle hat die Gleichung 
ak _ 4 
dg 
folgende Wurzeln: 
br? 14) 


P= 0, =, y, = are cos (— “Tt 





Unter der Voraussetzung p = y, = 0 ist die Bedingung 
" aR 
(47) ag <0 
fiir jeden positiven Werth von r erfiillt. Daher stellt 
1 
MO) = FeEQG= IF 
fiir jeden Werth von y ein partielles Maximum von R in Bezug auf 
g dar. 
Setzen wir jetzt p=, = 2. Die Bedingung (47) nimmt dann 
folgende Form an: 
5r? — 84r + 14 <0 
und wird erfiillt, wenn 
<r < A, 


wo 


9, a Tie 0,1688...., 


o. = att 1604 __. 16,6316 .... 


Wenn also 9, < 7 < Q», so ist 
M,(r) = mod. (—r) 


ein partielles Maximum von FR in Bezug auf g. 
Setzen wir endlich mg = q,. Aus (47) erhalten wir dann: 


sin? gy, < 0, 
folglich entspricht der Wurzel g, kein partielles Maximum von R&R, 


Wenn wir M(r) in den Grenzen 0 < r < 4 verfolgen, sehen wir, 
dass R zwei partielle Maxima fir e, << r < 4 zuliisst: 


1 
Nh) = Fanaa 


cet) 1 
Mr) = ana 
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Die Gleichung 
M, (r) — M,(r) =9 
hat zwischen g, und 4 eine ungerade-vielfache Wurzel: 
eo =/7 =—?, 64.... 
Daher ist: 
M(r)= M,(r), wenn 0<r<e, 
M(r)= M,(r), wenn epcr<4. 
Die Derivirte M'(r) hat fiir r = @ zwei Werthe: 
M’ (9 —0) = 14[M(o)} (1-7), 
M'(o+0) = 14[M(e)}? (+77), 
die von Null verschieden sind und entgegengesetzte Vorzeichen haben. 
Folglich ist: 


(48) p= M(e) = — 


: 126V7 
ein besonderes, und zwar ein nicht kritisches Minimum von M(r). 
Zwischen den Grenzen 4 < r <7 hat R zwei partielle Maxima: 


1 
M, (r) — Tr+4) (j—r)?? 


M,(r) = Tr MCE , 
und die Gleichung 
M, (r) — U,(r) = 0 
hat zwischen den Grenzen 4 und 7 eine ungerade-vielfache Wurzel: 
o = /19,6=—1,4./10 = 4,83.... 
Daher ist: 
M(r)= M,(r), wenn 4<r<g@, 
M(r) = M,(r), weon @ <r< 7. 
Die Derivirte M’(r) hat fiir r = 0’ zwei verschiedene Werthe: 
M'(o9’ —0) = +[1, 4 M(o’)}? (200 — 56 //10), 
M' (o' +0) = — [1, 4 M(o’)f (200 + 56 /10). 
Wieder sind diese zwei Grenzwerthe von Null verschieden und ihre 
Vorzeichen entgegeugesetzt, und 
(49) = U(e') = sia 7 


ist zwischen den Grenzen 4 und 7 ein besonderes und nicht kritisches 
Minimum von M(r). 
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Il, Anwendung der Eigenschaften des Modulus des Maximum 
Maximorum auf die Reihe von Lagrange. 


§ 9. 
Ks sei f(w-++2) endlich, continuirlich und eindeutig fiir alle Werthe 
von 2, welche die Bedingung 
mod.z<k 
erfiillen. Unter M(r) wollen wir den Modulus des Maximum Maxi- 
morum von 
v(e) = fet 2) 


verstehen, und zwar setzen wir voraus, dass M(0) co und M(k)=oo. 
Das Minimum von M(r) zwischen den Grenzen 0 << r <k nennen 
wir w, und den entsprechenden Werth von 7 nennen wir @, so dass 
u = M(o). 
Auf Grund der Eigenschaften von M(r) und der arithmetischen 
Mittel von der Form 
F(%) + P(e) Fo FP (aq) 
? 


n 





wo 
2mni 
S, =re” , 
lassen sich folgende Siitze beweisen: 
I. Lehrsatz: Wenn 
1 


(50) mod. t < Then? 
wo0<r<k, so besitet die Gleichung 
(51) e— tf(u+z) =0 


nur eine Wurzel 2,, deren Modulus kleiner ist als r. 

Il. Lehrsatz: Wenn die Bedingungen des Lehrsatzes | erfiillt 
sind und die Function F(u-+-2) endlich, continuirlich und eindeutig ist 
fiir alle Werthe von 2, welche der Bedingung 

mod.z <r 
geniigen, so liisst sich I’(u-+-2,), wo 2, die Wurzel von (51) ist, nach 
der Formel von Lagrange in eine convergente Reihe entwickeln: 
(52) F(uw+2,)—F'(u)+ : EF’ (u) {f(w)} + a Em ire ees 
Diese Siitze sind in dem Mémoire von Rouché sowie in dem ,, Cours 
d’Algébre supérieure“ von Serret bewiesen. 

Wir wollen die Anwendung der Eigenschaften von M(r) auf die 
Reihe von Lagrange nur in den Theilen besprechen, welche nicht 
geniigend erliutert sind. 








352 P, Nexrassorr. 


Das Gebiet derjenigen Werthe von ¢, welche die Bedin gung (50) 
erfiillen, wird in der Fliiche der Variabeln durch alle innern Punkte 
des Kreises dargestellt, welcher um das Coordinatencentrum mit dem 
Radius 

1 
M(r) 

beschrieben ist. Der genannte Radius wichst mit abnehmendem M(r) 
und erreicht sein Maximum: 

(53) a= 7 

wenn r=. Diesen Radius wollen wir: Radius des Anwendbarkeits- 
kreises der Eigenschaften von M(r) auf die Reithe von Lagrange nennen. 
Dieser Radius ist nicht immer gleich dem Convergenzradius b der Reihe 
von Lagrange, was zuweilen ausser Acht gelassen worden ist. Im 
Folgenden wollen wir untersuchen, wenn diese beiden Radien einander 
gleich sind; und zwar setzen wir voraus, dass die Reihe von Lagrange 
auf die ganze Function F’(w+<2,) angewandt ist; 2, ist die Wurzel 


von (51). 


§ 10. 


Die Reihe von Lagrange 
. 2 d "(n) \2 n q—! ‘(u)}* 
fu) + hy ONT fp SUMO T 4 


wollen wir kiirzer durch s(¢) bezeichnen. 
Zunichst zwei Hiilfssiitze: 
I. Lemma: Wenn 
1 
mod. t << =e 


so besitet die Gleichung (51) nur eine Wurzel z,, deren Modulus kleiner 
ist als @, und diese lisst sich nach der Formel von Lagrange in eine 
convergente Reihe entwickeln: 


(54) a, = s(é). 
Zu diesem Lemma gelangen wir, wenn wir in den Lehrsiitzen | 


und II ry =o und F(u+z2) =u- @ setzen. 
Il. Lemma: Es sei € eine Wurzel von 


(55) wy’ (2) = 0, 
wo 
(2) = ef (ute); 
ferner sei 
. 1 1 
- 6 = 30 ~ Fwto 
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Ist die Reihe s(t) convergent fiir alle Werthe von t, welche die Be- 
dingung 


(57) mod. (;) <1 


erfiillen, und niihert sich s(t) dem Werthe €, wenn t sich t, niihert, 
so ist 

b = mod. (ty) 
der Convergenzradius der Reihe von Lagrange, so dass s(t) convergent 
ist, so lange mod. t <b, und divergent wird, sobald mod. t > b. 

Dieses Lemma folgt unmittelbar aus den Convergenzgesetzen der- 
jenigen Reihen, in welche die Functionen nach der Taylor’schen und 
der Maclaurin’schen Formel entwickelt werden. 

Ill. Lehrsatz: Ist das Minimum wu der Function M(r) kritisch, 
so sind der Convergenzradius b der Reihe s(t) und der Anwendbarkeits- 
radius a der Eigenschaften von M(r) auf die Reihe s(t) einander gleich. 

Beweis: Es sei €.diejenige Wurzel der Gleichung 

y'(4)=0, 
welche dem kritischen Minimum mu der Function M (r) entspricht, so dass. 
u = M(y) = mod. ¥(f), = eer 


und der Anwendbarkeitsradius der Eigerischaften von M/(r) auf s(¢) gleich: 


- 1 
(58) Ome eS mod. ¢, 
ist, wo 
r 1 1 
©) b= 9 Fro" 
Es sei 
t 
(60) | mod. (¢-) <1. 
Dann sind die Bedingungen des Lemma I erfiillt, und wir erhalten: 
(61) 2, = s(é), mod. 2, < @, 


z, ist Wurzel der Gleichung (51), weélcher man folgende Form geben 
kann: 


(62) 1 — ty(z) = 0. 
Wenn ¢ =¢,, so wird € dieser Gleichung » > 2 mal geniigen. Wenn 
daher ¢dem Werthe ¢, unendlich nahe liegt, so muss (51) oder (62) 
n Wurzeln besitzen, welche sich unendlich wenig von § unterscheiden. 
Diese Wurzeln lassen sich folgendermassen darstellen: 

1 2mni 1 
(63) n= E+ (h—f)"e * { tS 28 - (1+), 

top’ (8) 

wo m eine ganze Zahl ist und ¢ eine unendlich kleine Grosse, welche 
gleichzeitig mit ¢, — ¢ verschwindet. Setzen wir: 


(64) ty — t = per. 











354 . P. Nexrassorr, 


Ferner sei: 
1 


1 (Jigar) = Pe 


5 \ tty) (6) 
dann ergiebt sich: 
1 2mna+¢ ‘ 
—_  (FR*T + a): 
(65) rt + p" pe! n ) ato}. 


Suchen wir solehe Werthe fiir m und qg, dass die Bedingungen: 
(66) mod, (+) <1, mod. in<@ 


erfiillt werden. Aus (64) und (65) ist leicht ersichtlich, dass wenn p 
sehr klein ist, diese Bedingungen mit den folgenden identisch sind: 


(66) cos (q—t) > 0, cos (tea t8 +. Q) <0, 


wo t das Argument von ¢, ist. Diesen Anforderungen kénnen wir 
gentigen, wenn wir g und m aus den Gleichungen 


(67) g—r—=—Z+0n, “™*tT11 Q9—2% 462 


bestimmen, wo © und 9, iichte positive Briiche sind: 


(68) 0<O0<1, 0<0,<1. 
Setzen wir: 


a nmQ+c oe = 4 


2a 
wobei N eine ganze Zahl bedeutet und 0< 0 <1, so ergeben die 
Gleichungen (67): 


q=t——+ Oz, m= —N—d+ os. 


cS 
Fiir © wiihlen wir einen solchen Werth, dass 
8 . 
was immer moglich, da 0<0d <1. Darauf bestimmen wir 0, aus: 


-~ d+ 2 —8 aaa © 


J 


und erhalten 
2/9 . 
6, = ice -|- d), 


wo wirklich 0 << 0, < 1, da n>2. Wenn O und 0, derartige Werthe 
haben, finden wir: 


=t—>+0x, m=—WN 


und diese Gréssen q und m miissen die Bedingungen (66) erfiillen. 
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Wenn wir nun g und m solche Werthe beilegen, tritt das Lemma I 
in Kraft, und es wird 2, = 3m, oder 


tat sn! 
(69) s(t) =E+ (h—t,)"e * {22:0 (I+). 


(64) und (69) beweisen, dass wenn p sich unbegrenzt der Null niihert, 
¢ seinen Grenzwerth ¢,, s(¢) aber den Werth € erreicht; d. h. es sind 
alle Bedingungen des Lemmas II erfiillt. Daher wird dann der Con- 
vergenzradius von s(¢) gleich b = mod.é,. Wenn wir (58) hinzu- 
ziehen, sehen wir, dass der Convergenzradius der Reihe von Lagrange 
und der Anwendbarkeitsradius der Eigenschaften von M(r) auf die 
Reihe von Lagrange in diesem Falle einander gleich sind. 

Til. Lemma. Wenn der Convergenzradius b und der Anwendbar- 
keitsradius a einander gleich sind, so ist das Minimum u der Function 
M(r) kritisch. 

Beweis: Der Convergenzradius } der Reihe von Lagrange lisst 
sich folgendermassen ausdriicken : 

- . 1 ¢ 

(70) b=<=mod.f,, 4 = ee)  WetD’ 

wo ¢, und € durch folgende Merkmale charakterisirt sind: wenn /, 
welches der Ungleichung 


(71) mod. t < b 


geniigt, sich unbegrenzt dem Werthe ¢é, nihert, so werden die Derivirten 
von s(¢), von irgend einer Ordnung ab, unendlich und es ist: 


(72) Lim. {s(t)\_, == £. 

Ferner bemerken wir: wenn a = b und (71) erfiillt ist, so tritt 

das Lemma I in Kraft und es wird: 
mod. s()< o<k. 

Diese Ungleichung, welche fiir jédes ¢, das dem ¢, beliebig nahe 
liegt, Giiltigkeit hat, zeigt mit (72), dass mod. § nicht grésser ist als @. 
Folglich ist § endlich und kann mit keinem besondern Punkte der 
Function f(w+ 2) zusammenfallen. Ziehen wir dieses Resultat und 
das vorher tiber ¢, und £ Gesagte in Betracht, so kommen wir zu dem 
Schluss, dass € vielfache Wurzel von 


e—t, f(u+z2) = 0 
sein muss und folglich der Gleichung 
(70’) v'(e) =0 
geniigt. 


Nun ist es nicht schwer zu beweisen, dass mod. & auch nicht 
kleiner sein kann als @. Wiire: mod. § < g, mod. ¢ <b, lim. t= 4%, 








356 . P, Nexrassorr, 


so kamen wir zu dem Resultat, dass (51) nicht weniger als zwei 
Wurzeln hiitte, welche € unendlich nahe liigen, und deren Modulus 
< oe wire. Dieses Resultat wiirde dem Lemma I widersprechen, 
welches in Kraft tritt, sobald (71) erfiillt ist. 

Also ist: 


(73) mod. = @. 
Aus (70), (70), (73) und aus der Bedingung a=) = > ersehen wir, dass 


(74) wu = mod. ~(§), @ = mod. §, w’(f) = 0. 


Folglich ist das Minimum w der Function M(r) kritisch. 

IV. Lehrsatz. Ist das Minimum uw der Function M(r) nicht 
kritisch, so ist der Anwendbarkeitsradius a der Higenschaften von M(r) 
auf die Reihe von Lagrange kleiner als der Convergenzradius b der 
Reihe von Lagrange. 

Beweis: Offenbar kann 0 nicht kleiner sein als a, denn dann 
wiirde aus b < mod. ¢ < a auf Grund des Lemmas I folgen, dass die 
Reihe s(¢) convergirt, was nicht méglich ist; @ kann auch nicht b gleich 
sein, denn dann wire das Minimum u kritisch, folglich ist a < b. 

Die Lehrsiitze III und IV enthalten die nothwendigen und aus- 
reichenden Bedingungen, unter denen das Gebiet der Anwendbarkeit 
der Eigenschaften von M(r) auf s(¢) und das Gebiet der Convergenz 
der Reihe von Lagrange entweder identisch sind oder nicht. 

Beispiel: Es sei w—0, und 


f(2) = 1+ 182 — 32? + 223, 
y(2) = 1 + 182— 32°-+ 22° | 


Z ’ 


folglich 


die Function M(r) hat das nicht kritische Minimum 20, welches wir 
in § 8 gefunden haben. Der Anwendbarkeitsradius der Kigenschaften 
von M(r) auf die Reihe von Lagrange ist daher: 


1 - 
a= mn ced 0,05, 
wihrend der Convergenzradius der Reihe s(¢) gleich ist 


16 ___ = 05614346 .... 


b = mod. ————- 
279 + 71515 


§ 1l. 


Die nachfolgenden Theoreme erleichtern oft die Beantwortung der 
Frage, ob der Convergenzradius b der Reihe von Lagrange und der An- 
wendbarkeitsradius a der Kigenschaften von M (r) auf die genannte Reihe 
zusammenfallen. Wir werden sehen, dass sie dies Ofters nicht thun. 
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Indem wir die bisherigen Bezeichnungen beibehalten, wollen wir 
die Wurzel £, welche die Bedingungen des Lemmas II erfillt, eine 
kritische Wurzel der Gleichung (55) nennen, und den Werth ¢,, welcher 
aus (56) bestimmt wird, einen kritischen Werth der Variabelu t. Wenn 
eine kritische Wurzel der Gleichung (55) existirt, so ist b) = mod. ¢,. 

Ferner fiihren wir folgende Bezeichnungen ein: 

— 7" (w+) ; 
“ae Oe 
(75) oii 
— 18 F" (w+ 6) 
6f(w+s) 
wo A, B, A,, B,, reelle Gréssen sind; i—=/— 1. 

IV. Lemma. Wenn a =b und € eine kritische Wurzel von (55) 
ist, so entspricht diese Wurzel einem kritischen Minimum w der Funce- 
tion M(r). 

Dieses Lemma wird beinahe ebenso bewiesen, wie das Lemma III. 

V. Lehrsatz. Wenn die Gleichung (55) eine kritische Wurzel € 
besitet, ftir welche entweder A > 0, oder A=O, A, 20, so ist a <b. 

Beweis: Nehmen wir an, dass a = 6. Auf Grund des Lemmas IV 


muss die Wurzel € einem kritischen Minimum w der Function M(r) 
entsprechen, d. h. es ist: , 


an A, + Bi, 


“= mod. w(§), t= oe". 


Wenn go dem @ unendlich nale liegt, so kénnen wir den Modulus 
von #(ge?*) nach Potenzen von (g—) entwickeln: 


Rio, mp) = mod. ¢(oe?') 
= {1+ A(p—a)’ + A,(p —@)* +--+}. 


Diese Gleichung beweist, dass unter den gemachten Voraussetzungen u 
kein Maximum der Function R(g, m) in Bezug auf ist. Das aber 
ist unmdglich, da w das Maximum Maximorum der Function R(@, g) 
in Bezug auf g ist. Daher kann man nicht anuehmen, dass a = b; 
da nun ausserdem a nicht grésser sein kann als b, so erhalten wir 
a< b. 

Der Lebrsatz V enthilt nur die ausreichenden Bedingungen, 
unter denen die Ungleichung a < 0 erfiillt ist. Nothwendig sind diese 
Bedingungen nicht. Denn damit a = b sei, ist nothwendig nicht nur, 
dass die Wurzel € den Bedingungen des Lebrsatzes V widerspreche, 
sondern auch dass keines der partiellen Maxima der Function R(@, 9) 
in Bezug auf p grésser sei als mod. ~(Q). 

Betrachten wir nun die Voraussetzung, dass € den Bedingungen des 
Lehrsatzes V entspricht, und die entgegengesetzte Voraussetzung, dass 

Mathematische Annalen, XXXI. 2h 
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es dies nicht thut, als gleich wahrscheinlich, so ist es klar, dass die 
Ungleichung a < b wahrscheinlicher ist als die Gleichung a = b. 

VI. Lehrsatz: Wenn die Gleichung (55) eine kritische Wurzel € 
besitzt, welche der Bedingung 
(76) mod. § > k 
entspricht, wo k eine positive Zahl ist, welche M(r) unendlich werden 
liisst, so ist a < b. 

Beweis: Wenn a =l wiire, so ergiibe sich aus dem Lemma IV: 
mod. £ = @ < k, was (76) widerspricht. 

Vil. Lehrsatz: Wenn die Gleichung (55) zwei kritische Wurzeln 
& und €” besitet, und es ist 

mod. £& $ mod. &", 

so ist a < Bb. 

Beweis: Wenn a= 6b ist, so kénnen wir auf jede der beiden 
kritischen Wurzeln § und &" der Gleichung (55) das Lemma IV an- 
wenden und finden dann: 


mod. §’ = mod. f’ = @, 
was unsrer Voraussetzung widerspricht. 


8. November 
Moskau 9 37. October 1887. 








Ueber eine specielle geometrische Aufgabe des Minimums.*) 


Von 


Epuarp Nerovius in Helsingfors, 


Die Aufgabe: Durch einen gegebenen Punkt M Fig. 1 eine Gerade 
zu legen, auf welcher die Schenkel eines gegebenen Winkels CAB 
eine moglichst kurze Strecke EF abschneiden, ist schon im vorigen 
Jahrhunderte, nament- 
lich von L’Huilier ! 
behandelt worden. Es Fig. 1, ; BR 
scheint jedoch bisher E— 
nicht bemerkt worden e. lat 
zu sein, dass die cu- _7’ Maa ia 
bische Gleichung, auf “Tig ee ie 
welche die Lésung die- 
ser Aufgabe fihrl, un- ' Ht. 
ter Umstiinden drei 
reelle Wurzeln besitzt, wobei aber nur zwei Wurzeln ein Minimum, 
der dritten dagegen ein Maximum der Linge der Strecke EF’ entspricht. 
Dies soll im Folgenden kurz dargethari werden. 

Vom Punkte M aus ziehe man MP parallel zu AB und setze 


AP=a, PM=b, PF=2z, EF=u, CAB=a, 


1 
cos B = 3 COSa= Cc. 
Es ist alsdann 


ion (1 4 $) Vi? — Chen + a, 


woraus sich zur Bestimmung der unbekannten Grésse « die cubische 
Gleichung 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten d, Kénigl. Gesellschaft d. Wissenschaften 
zu Gittingen, Nr. 14, 1887. 
24* 
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x’ — 3bex? + 3abcx — ab? = 0 
ergiebt, oder, wenn x = y+ be gesetzt wird, 


y+ pytq=)0, 


wo 
p = — 3be(be—a) 
und 
q~=— igeaSipailissae 
Fir die Grosse £ 4 = 7 deren Vorzeichen dariiber entscheidet, 


ob die cubische Gleichung eine oder drei reelle Wurzeln hat, ergiebt 
sich der Ausdruck 


2 aii a 1 
abies (2 1— 6c?— 3c! | 2 +1), 


4c 
oder, wenn 
1 1—6c*?—3et 


ee ’ 
und » gleich der reellen Grésse m — /m? — 1 gesetzt wird, 
¢g b 
+= a = SVC (° +n) +— +). 
Wenn man nun a und bp als Variable ansieht und erst = =—n, 
dann — _ ~ annimmt, so werden dadurch zwei Gerade GG’ und 


HH’ bestimmt, welche mit den gegebenen Geraden AB und AC 
gleich grosse Winkel BAG und CAH (= 7) einschliessen. 
Jenachdem der Punkt M sich innerhalb eines von diesen beiden 
Winkeln befindet oder nicht, hat die cubische Gleichung drei reelle 
Lésungen oder nur eine. 
Der Winkel y ist durch die Gleichung 


ED =m — Ym? — | 
bestimmt, woraus 
ted et) cts =) SEV ise (Fe) 
= cotg (} a) - tg* (4 8), 
oder 
tg (fa-+ 7) = tg? ($ B) 


sich ergiebt. 
In der folgenden Tabelle sind einige zusammengehdrige Werthe 
der Gréssen @ und y zusammengestellt. 








— 


a hel of Uk, CK _— kel 
























Eine Aufgabe des Minimums. 





@ Y 
Grade. Grade. | Min, | Sec. 





0 | 19 | 98 








| 16 
10 | 14 | 46 | 50 
20 | 10 | 42 | 57 
30 7117 | 54 
40 4 | 33 | 4 
50 2 | 29 | 54 
6 | 1) 7 ' 4 
vit) | 20 | 50 
80 | 2 | 41 
90 | 


| 0 


Wenn fiir kleinere Werthe von « (z. B. « = 20°) der Punkt M 
annihernd auf der Halbirungslinie des Winkels y angenommen. wird, 











so treten die drei Lagen der Strecke EF’, nimlich FE, F,, L,F,, EF, 
welche den drei reellen Wurzeln der cubischen Gleichung entsprechen, 
recht deutlich hervor, wie Fig. 2 zeigt. 

Eine von L’Huilier gefundene Bedingung fiir den Eintritt des 
Minimums (beziehungsweise Maximums) (Principiorum calculi differen- 
tialis et integralis expositio elementaris, Tubingae 1795, pag. 270) 
fiihrt zu der Bemerkung, dass, wenn die Fusspunkte der vom Punkte 
A auf die Geraden MUF,, MF, MF, gefillten Perpendikel mit K,, 
K, und K, bezeichnet werden, die Strecken ME, und F,K,, ME, 
und F, K,, ME, und FX, beziehlich gleiche Liinge haben miissen. 
In Folge dessen liegen die Punkte F,, F,, F, auf einer durch den 
Punkt M gehenden circuliiren Curve dritter Ordnung, welche sich mit 
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Hiilfe des itiber AM als Durchmesser beschriebenen Kreises construiren 
lisst. Ferner kann bemerkt werden, dass die Punkte M, K,, K,, K, 
auf einer Hyperbel liegen, deren Asymptoten die beiden Schenkel des 
gegebenen Winkels sind. 

Aus einer anderen Interpretation der Bedingungsgleichung fiir 
den Eintritt des Maximums oder Minimums (Vergl. Sturm, Cours 
d’Analyse I, pag. 189) ergiebt sich, dass die durch M senkrecht zu 
ME,F,, durch E, senkrecht zu AB, durch F, senkrecht zu AC 
gezogenen Geraden einander (fiir 4 = 1, 2,3) jedesmal in demselben 
Punkte schneiden. 

Die beiden letzten Bemerkungen verdanke ich einer von befreun- 
deter Seite mir gemachten Mittheilung. 








































Ueber Euler’s homogenen linedren Multiplicator zur Integration 
der regularen linedren Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Von 


Karu Heun in Miinchen. 


Euler hat in seinen Institut. cale. integr. mit grosser Ausfiihr- 
lichkeit das Problem behandelt: einen homogenen lineiiren Multiplicator 
erster Ordnung zu bestimmen, welcher die homogene lineiire Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung integrirbar macht. Im Folgenden ist 
diese elegante Integrationsmethode zuniichst tibersichtlich dargestellt 
und dann mit der Riemann’schen Theorie der lineiiren Differential- 
gleichungen derartig in Verbindung gesetzt, dass die eigentliche Natur 
derselben deutlich erkennbar wird. Namentlich wird gezeigt, dass die 
Methode, welche Herr Fuchs angewendet hat, um die sogenannte 
Lamé’sche Differentialgleichung zu integriren, unmittelbar aus der 
Theorie des Euler’schen Multiplicators fliesst. Zugleich wird sich aus 
allgemeinen Betrachtungen zeigen, dass dieser besondere Fall auch 
der einzige ist, in welchem die Bestimmung des integrirenden Multi- 
plicators eine wesentliche Vereinfachung zuliisst. 


1. 


Definition des Multiplicators durch eine lineire Differentialgleichung 
dritter Ordnung. 


Wir untersuchen nach dem Vorgange Eulers [Inst. calc. integr. 
t. Il, cap. V], ob die Differentialgleichung 
]2 
(1) ag tB-y=0 


dy 


durch einen homogenen lineiiren Multiplicator M= H-y-+d- de 


quadrirbar wird, Die Gleichung 


(2) o=—M.[ Te + R-y]—0 
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nimmt dann unter Anwendung der Lagrange’schen Derivirtenbe- 
zeichnung die Form an: 


(2a) D = ayy” + ayy” + ani 4y + ao¥Y, 
wo 
(3) a,,=d, a. = H, a, = RJ, G4 = RH. 
Setzt man nun 
dF , , 

(4) =a, tA yy + Byy, 
dann ist 
(5) ee ; aioy'y' E> (dy) — ae) BY + aye’, 
(6) A = — a, — + an, 

S » i. 
(2) B= M9 — F A1 + 3 42+ 


Damit ® ein vollstiindiges Differential werde, miissen also die Be- 
dingungen A = 0 und B = 0 erfiillt sein. Mit Beriicksichtigung der 
Werthe von a,,, G2, @, und a, erhiilt man die beiden Gleichungen: 


, lJ 
@ B~~ i 
® = -RH-} dati S80 
woraus fiir J die Gleichung 

BJ » ad — 
(10) Sa +4h. SF 42K -J=0 
folgt. 

Eine erste Integralgleichung von (1) ist also / = «@ oder: 
(LI) sIyy +5 | Ru ‘da \¥Y + Hyy = «. 
Aus Gleichung (10) folgt aber: 

© 7 _. i 1 ‘ , 1 ° 7 
(12) Rew rr |? +4II—~+ds"|, 


wo als Integrationsconstante eingefiihrt ist. Durch Einsetzen dieses 
Werthes von R in Gleichung (11) erhilt man mit Beriicksichtigung 
von Gleichung (8): 


[Jy _ _ Jy) + xyy=ad. 


Hieraus folgt durch Anwendung der bekannten Integrationsmethoden 
[M. vergl. etwa Eulers Inst, cale. integr. t. Il, Nr. 889 und Nr. 892| 
die Integralgleichung 
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= iVx 4 arr —iVe dz 
(1) y=C,- Vd -e STs ayt-e ST. 


Die vorgelegte Gleichung (1) ist also vollstindig integrirt, sobald 
irgend eine Particularlésung der Gleichung (10) bekannt ist, 


2. 
Anwendung auf regulire Differentialgleichungen. 


Im Allgemeinen ist die Auffindung einer Particularlésung von 
Gleichung (10) weit schwieriger als die Integration der vorgelegten Gl. 
(1), was auch wohl Euler veranlasste von einer weiteren Verfolgung 
der vorstehenden Untersuchung abzusehen. Die neuere Theorie der 
linearen Differentialgleichungen gestattet jedoch niher in die Natur 
der Function J einzudringen. Setzen wir nimlich voraus, die Glei- 
chung (1) sei eine ,,reguliire‘‘ Differentialgleichung in dem iiblichen 
Sinne, dann kann man das System der Verzweigungsindices der 
Function J explicite darstellen. Wir nehmen also an die Function R 
habe die Form 

‘ — _P) 
(13) R= Ter 
wo w(x) eine ganze rationale Function i" Grades ist, deren Null- 
stellen &,, &...&; die endlichen Verzweigungspunkte der Function y 
anzeigen, wihrend P(x) ebenfalls eine ganze rationale Function be- 
deutet, die vom Grade 2i — 2 sein muss. Alsdann gehen die Glei- 
chungen (1) und (10) iiber in: 


— 


(1a) we OY 1 Pp. y= 0, 
(10a) yw SY 4 ay. P. 4% 4 [2p P—4y'P] - T=. 


Hieraus folgt unmittelbar der Satz: 
Wird eine regulire linedre Differentialgleichung zweiter 
Ordnung durch einen Multiplicator von der Form 
J dy ae. ad 


dz 2 da’! 
integrabel, dann geniigt die Function J, welche dieselbe Ver- 
zweigung besitzt wie die Function y, einer gleichfalls reguldren 
linetiren Differentialgleichung dritter Ordnung. 
Die zur Gleichung (la) gehdrigen ,,determinirenden“ Gleichungen 
der Verzweigungsindices heissen : 


(14) (Ei) (Ei) (ai — 1) + PEE) = 9, 


hon 8, 9,4..6 
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fiir die endlichen Verzweigungspunkte 


&., es * 


und 
(15) dn +1) +[ Ser] =0 
fiir den unendlich fernen Verzweigungspunkt §4+1. 
Die analogen Gleichungen, welche zu (10a) gehéren, sind: 
(16) [wv (Ei) ®Ai(Ai — 1) (Ai — 2) + 40°(Ei) » P(Ei) «Ai 
— 4y'(&i) - P(i) = 0, 


(j= 1,2,...4) 
und 


(17) Niza (Aiga — 1) (Migs — 2) + 6Ai41 (Aig — 1) 

+4. er] 4 Gt Avs + ‘|S re) r| = 0. 
Die Gleichung (16) zerfillt in die beiden folgenden: 

Ai —-1=0 
wy’ (Ei) w (Ei Ai(Ai — 2) + 4P(Ei) = 0. 
Aus Gleichung (14a) folgt aber: 
P(E) = a? - a wi) oi), 

wenn wir die Wurzeln derselben mit 4!’ und 4! bezeichnen. Sind 


3 : : > 
nun analog A‘, Ai”, A\? die Wurzeln von Gleichung (16), dann 
ist also: 


und 


A? = 1, 
AP = 1 + V1 — 4a, a, 
— Vi— 4a ae, 
adie ~ | 
Ebenso folgt aus Gleichung (17) in Verbindung mit Gleichung (15): 
Atl =— 1, 


AS, = —14+V1—4aih,- ath, 


ASL, = —1 —V1 —4 a8}. aS. 


Wir haben mithin das Resultat: 
Besitet die vorgelegte Differentialgleichung (1a) das In- 
dicessystem 
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hh ee 

Ay”, ay, + ar, aad, 

i, aD, AP, a, 


dann gehirt zu der Differentialgleichung dritter Ordnung, 
welcher die Function J des integrirenden Multiplicators 


J s¢ - > a7 -y derselben geniigt, das Indicessystem 
g, gi Sit 
4 oo 1, —1 


14 Vi—4aM.a®, ...144-V1—4a.a?, —14V71— 4a), a8, 
1—V1—4a.28, ...1 V1 4a, —1 11-4, BE 


Setzt man nun J = ¢(x)-%, dann gehért zu der Function 3 das 


Indicesschema: ° 
gy gi Sint 
0, ee. 0, a — 1 


V¥i—4a.a®,... = Wi —4al.a®, s—14-V1—4al, ah, 
_Vi— aa, ... —Vi—aaa®, i—1 V1 4a a, 
und die Differentialgleichung: 


(10b) peo S430 oF 4 +[4P + 3y"-¥] 92 + OPI = 0. 


Diese Differentialgleichung ist in gewissem Sinne einfacher als Gl. (10a), 


3. 


Einfiihrung einer Normalgleichung an Stelle der vorgelegten 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. 


Indem wir nach dem Vorgange Riemann’s die Functionen, 
welche lineiren Differentialgleichungen geniigen, durch Angabe des 
zugehoérigen Indicesschemas bezeichnen, stellen wir neben die Function 


E, E, gi Eins 
(1) (1) (1) 1) 
Ai ? Ay “Si dae | Aj ) a ’ 


(2) Q (2) (3) | 
af, ay, ---, af, a@ 
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welche der Gl. (1) geniigt, die folgende: 


BS Ge Sita 
o= 10), W.-- WY, Ga 
”, &, +++ 0, Os 


Da in der Differentialgleichung (1) der Coefficient von a I gleich 
Null ist, so miissen die Bedingungsgleichungen 
at? + a) = 1, 
(i= 1,2, Pare ) 














bestehen, Nun ist aber: 
: 1) + 1? 2) q+ (2) 4 i?) 

vw *-(@@—&) * @—&) *  ---(@—B) * 

Br Sy Be Bit 
Ps. PoP MH Swe 
i -— ee Ss ee “eo? ea or oa 

(asi 
(2) _ W441 12) wy Wt 1) — 44 i t= (ee 
2 2 (2) 
—— . = ee _ —$4+ i+ ar 
i= 
Setzt man also: 
30 _ - W434 
i = . . 
(18) " 
yp — Pa 
.=_— » ? 


(i= 1,2, ces i) 


dann besteht zwischen den Functionen y und v die Relation: 


ea a 142 
(19) y=y?-@—&) 7 -@—&) co’ 
‘@o-g * | v 
Die Function v geniigt einer Differentialgleichung von der Form: 
(16) ve Tot ben +0-0=0, 


wo % und w ganze rationale Functionen des Argumentes x bezw. vom 





). 
) 
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Grade i — 2 und 27 — 2 sind, welche wegen Gl. (19) mit R in der 
folgenden Beziehung stehen: 


en) n— S31 £(8)- 187. 


Das Indicesschema der Function J nimmt, wenn man die Indices 4 
der Gl. (1) durch die Indices / der Normalgleichung (16) ersetzt, die 
folgende einfache Form an: 


a Se Si Sit 

. . Maney BS ae 
WY ?, aga — yo  f*, i— 14+-Vi—4a),.a 2, , 
P22, O-#,...P-0, 1-1, a2 


He —Ft Mt DLW +e, 


fasé 


Me — p+ tht Dia (+h), 


i=l 
zu setzen ist. 
Eine weitere Vereinfachung erhilt man durch Anwendung der 
elementaren Transformation: 


gE, g. E; Ei 
a aoe a eo 
ft ia ig 4G, liga y= (&—€}) “(a — §,) +++ (@—§) § 
r, , 2 “ff, Ws 
Fi oo §; fia ) 
t= 
eo. 6 \«y or) ae >| 
~< 4 
ixi 
2-8, PPO, BES 
i=1 








1) 1) ( 
=(#—§&)* -@—&)® --- (a —¢)* Ww 
Alsdann geniigt die Function w der Gleichung: 
a d 
(1e) ve Soe tase t+o-w=0, 


wo x wiederum eine ganze rationale Function vom Grade i — 1 be- 
deutet, wihrend @ den Grad i — 2 besitzt. Schreibt man nun das 
Indicesschema der Function w in der Form 
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| aoe 
See ey N 
Gy byes Gy, 
dann geht das Schema fiir die Function J iiber in: 
be Si Su 
, 0, i—1 
ot, =%, ->4 ~&, 6-147 -2e  e 
ee Sere eee ee ee ae 


wo 
: i= 
(1) a (1) 1 
Mame —— + hh + > li, 
{a=4 
i= é 
2) 1 
iwi = = ea +- ¥ iF 


i=1 


zu setzen ist. 

Die Gl. (le) hat einen wesentlichen Vorzug vor der Gl. (1b), 
obwohl eigentlich keine die andere an Allgemeinheit iibertrifft. Um 
dies einzusehen, muss man beachten, dass eine lineire Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit ¢ endlichen Verzweigungspunkten nicht 
durch Angabe des Indicesschemas bekannt ist, sondern noch i — 2 
weitere Bestimmungsstiicke erfordert, welche wir die ,,charakteristischen 
Parameter“ nennen wollen. Schreibt man nun die Function @ in 
der Form: 


(20) @B=—k+hatha+---+h.a-*, 
dann sind die Coefficienten k,,k,, +--+, kis von den Verzweigungs- 


indices unabhiingig, so dass sie als die charakteristischen Parameter 
der Gl. (le) betrachtet werden kénnen, wiihrend 


(21) ki» = tf i. - ee 


ist. Fir die Gl. (le) hingegen finden solche einfache Verhiiltnisse 
nicht statt. 


4. 


Reduction der Differentialgleichung dritter Ordnung. 

Wir wollen nunmehr den besonders wichtigen Fall untersuchen, 
in welchem die Differentialgleichung (10b) auf eine andere derselben 
Ordnung zuriickgefiihrt werden kann, deren Coefficienten einzeln 
um i Grade niedriger sind als diejenigen der Gl. (10b). Zu diesem 
Zwecke ist es nothwendig die letztere Gleichung unter den Schema- 








Qqjeaco ee a 


re] 
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tismus der allgemeinen reguliren Differentialgleichung dritter Ordnung 
zu — Eine solche hat die Form: 


(22) w- 9% 4 yy. Ffi—1)- 4% 4+ o- Fi Qh. 

+ F,[3i — 3]- le 
Hierbei bedeuten F,, F’,, F, ganze rationale Functionen des Argu- 
mentes #, deren Grade in Klammern angemerkt sind. Die Indices 


L®, ©,... of, 
L?, 1, 08% i, 
L®, 1,..., L® 
sind beziehungsweise die Wurzeln der ¢ determinirenden Gleichungen: 
[w’(Ei))* Li(Li — 1) (Li — 2) + [WEP + Fi) - Lei — 1) 


ne F, (i) - Li + F; (6) = 9, 
i= 1,2, 


Setzt man nun zur Abkiirzung 
Li + L? + LP =G, 
LL? + LPL? + LPL! = G, 
Li) L? LY = $i, 
F, (Gi) = ¥' (Gi) - 8 — S), 
F, (Ei) — [w’ (&i)]* (Gi —G+1), 
F;(Ei) = — [Y (Ed} > Fi 


Hieraus scbliessen wir: 


dann ist: 


1. Die Differentialgleichung (22) kann nur dann durch die lunction 

(a) theilbar werden, wenn die Bedingungen 
fi =O (i=, 2, s+ 4) 

erfiillt sind. 

2. Wenn dieselbe Differentialgleichung durch die Function [(«)]* 
theilbar’ sein’ soll, so miissen nothwendiger Weise die Be- 
dingungen 

— SG +1=—0 (i—1,2,--+, t) 

erfiillt sein. ' 

Die letzteren Bedingungen sind natiirlich nur nothwendige, keines- 
wegs auch hinreichende. Wenden .wir,nun das Vorstehende auf. die 
Function § an, so erkennen wir ohne Weiteres, dass ‘die Bedingungen 
$i =O hier erfillt sind. Die Gleichungen ©; — G +1—0 sind 
dagegen nur befriedigt, wenn —{ii+1—0 d. h. ;—=1 oder 
gleich — 1 wird. Man iiberzeugt sich jedoch leicht, dass diese Be- 
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dingungen hier nicht hinreichen, um die Gl. (10b) durch w(x) theilbar 
zu machen. 
Setzen wir aber 


J=(«—&) "+ (@—8) ++» (@— 8) G, 


dann erhalt man fiir die Function G das Indicesschema: 


f bb gi Se 


tas 


eyo 0, i-1- 5 
i=1 


i=i 
L, | li, i—1— Sti —4ay- ae), 











(=! 
ii 

21, 26, +++, 2k, --1— > u—VY1 — 4a, - ahs 
i=1 j 


Die Bedingungen G§; — S| + 1—0 ergeben in diesem Falle die 
Gleichungen 
Wh —Sh+>—0 
Hieraus folgt: 

G—= > |i=1,2,-+5 4, 
da die andere Wurzel, welche gleich Eins ist, nach dem Obigen 
jedenfalls zu verwerfen ist. In der That folgt aus der Gl. (10b) fiir 
die Function G wegen der Relation 

J=(Vv)"-G 
die Gleichung: 


&G &G 
(10e) w qa 


ay SS ally ‘+40|-4 4 96" «Ga @, 


denn es ist wegen [j= 





4=>¥ und folglich P=y-o—jy'-v+ 2 wy 
Wir haben also das Resultat: 
»lst G eine Lésung der Differentialgleichung oa dann ist 


vas Yas 2s 


w=C,:VG-e We 4. ¢,. VG .- 


ein vollstindiges Integral der Differentialgleichung: 
aw 2 os 
ie tie tT wn 


Herr Fuchs hat in einer Abhandlung [Gottinger Nachrichten. 1878] 
tiber die Integration der Lam é’schen Differentialgleichung die Gl. (10) 
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derartig integrirt, dass G eine ganze rationale Function wird. Hierbei 
werden alle charakteristischen Parameter der Function w gewissen 
Bedingungen unterworfen, mit Ausnahme eines einzigen, welcher be- 
liebig bleibt. Ftir den Fall ¢ = 3 ist demnach die Differentialgleichung 
dw 1, dw 
atl wrt -e=e 
durch die obige Methode ,,allgemein“ integrirt, d, h. fiir jeden be- 
liebigen Werth des charakteristischen Parameters. 


Ist y nicht gerade gleich : s., wie in dem obigen Falle, dann 


lisst sich die Differentialgleichung (10b) nicht auf eine einfachere 
zuriickfiihren, so dass also der Fall der sogenannten Lamé’schen 
Differentialgleichung der einzige ist, fiir welchen eine solche Verein- 
fachung méglich ist. 


Frankfurt a. M., 11. November 1887. 


Nachtrag. 


Herr G. Humbert hat mich durch Vermittlung des Herrn F. Klein 
kirzlich aufmerksam gemacht, dass das Resultat meiner Untersuchungen 
] iiber die ,,Integration regulirer lineirer Differentialgleichungen zweiter 
' Ordnung durch die Kettenbruchentwicklung von ganzen A bel’schen 
Integralen dritter Gattung’ (pag. 553-560 des XXX. Bandes der 
Mathem. Ann.) im Wesentlichen schon in seiner im 48. Hefte des 
Journal de |’école polytechn. erschienenen Abhandlung: ,,Sur |’équation 
differentielle linéaire du second ordre“ enthalten ist. Eine Vergleichung 
’ der beiden Arbeiten zeigt in der That, dass Herrn Humbert die 
Prioritit in diesem Punkte gebiihrt. Ich muss jedoch bemerken, dass 
die von mir benutzte Methode sich von der Heine’schen, deren sich 
auch Herr Humbert bedient hat, wesentlich unterscheidet und 
namentlich ohne Weiteres auf lineiire Differentialgleichungen dritter 
und héherer Ordnung iibertragbar ist. 


Miinchen, 14, Februar 1888. 
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Ueber algebraische Correspondenzen. 


Von 


A. Britt in Tiibingen. 


Im Nachfolgenden beabsichtige ich die Ergebnisse einiger friiheren 
Arbeiten, in welchen ich Correspondenzen theils in geometrischer, 
theils in algebraischer Form untersucht habe, im Zusammenhang und 
auf einheitlicher algebraischer Grundlage ruhend darzustellen. Die 
Gleichung einer Correspondenz, — eine Gleichung zwischen zwei 
Paaren von Verinderlichen — ist verschiedene Gestalten anzunehmen 
fahig, welche von der Ordnung abhiingen, in der die Gleichung ver- 
schwindet, wenn man die Variabelnpaare einander gleich setzt; dem 
Studium dieser Formen ist der erste Theil dieser Untersuchungen ge- 
widmet. In dem Falle, dass zwischen jedem der Variabelnpaare noch 
eine (und zwar dieselbe) Bedingungsgleichung besteht, erhebt sich die 
Frage nach den Coincidenzstellen d. h. den Stellen des Zusammenfallens 
zweier Punkte des durch diese Gleichung dargestellten Gebildes (das 
man als ebene Curve oder auch als Riemann’sche Fliche denken kann). 
Die Anzahl dieser Stellen bestimmt sich mit Hilfe des sogenannten 
Correspondenzprincips, einer Formel, fiir welche man in den spiiteren 
Abschnitten einen directen algebraischen Beweis finden wird. 

Mag man auch den practischen Nutzen dieser und iihnlicher Formelu 
fiir den Zweck geometrischer Abzihlungen nicht hdher anschlagen, 
wie den anderer Abzihlungsformeln der neueren Geometrie, so kniipft 
sich doch an jenes Princip ein weitreichendes Interesse fiir die Theorie 
der algebraischen Functionen, welches sich unter anderem darin zeigt, 
dass man fiir dasselbe von verschiedenen Seiten her neue Beweise geliefert 
hat, die alle — mit Ausnahme des von Herrn Schubert**) gegebenen 
geometrischen — auf die Functionentheorie hinweisen: so der vor 
lingerer Zeit von Herrn Lindemann ***) gefiihrte Beweis und namentlich 


*) Diese Annalen, Band VI, 8S. 33; Band VII, S. 607. 

**) Calcul der abzihlenden Geometrie, § 18. — Auch der kiirzlich von Herrn 
Bobek in den Sitzb. d. k. Acad. d, Wiss. in Wien Jahrg. 1886 veriffentlichte 
Beweis beruht zum Theil auf geometrischen Betrachtungen. 

***) Journal fiir Mathematik, gegr. von Crelle, Bd, 84, 8. 300, 
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die Untersuchungen, durch die kiirzlich Herr Hurwitz*) die Theorie 
der Correspondenzen in ein neues Licht geriickt hat. In seinem 
Werk iiber Geometrie (Vorlesungen von Clebsch) hat ferner Herr 
Lindemann auch fiir die algebraische Auffassung der Sache schéne 
Beitriige geliefert, doch beziehen sich dieselben insbesondere auf das 
Problem der Elimination aus gwei Correspondenzgleichungen zwischen 
zwei Punkten derselben Curve, wihrend die Frage nach den Coincidenz- 
punkten einer Correspondenz in jenem Werk im Wesentlichen mit 
denselben Mitteln behandelt wird, deren ich mich bei der ersten Be- 
griindung der Correspondenzformel bedient hatte. Diese Begriindung 
leidet aber an dem Mangel, indirect zu sein, so dass das Wesen des 
algebraischen Processes, der zu der Coincidenzgleichung fiihrt, nicht 
klar gelegt erscheint. 

Ich beabsichtige nun im Folgenden die zu dieser Coincidenzgleichung 
fiihrende Elimination wirklich auszufiihren, und zwar in solcher An- 
ordnung, dass jene Gleichung nicht nur von fremden Factoren befreit 
erscheint, sondern auch hinsichtlich ihrer Haupteigenschaften ohne 
Miihe untersucht werden kann, wobei sich dann die Correspondenz- 
formel gewissermassen beiliufig ergiebt. 

Ueberhaupt wiinschte ich die Abziihlungsformeln, die wohl als 
niichstes greifbares Resultat neben der ausgefiihrten Elimination er- 
scheinen, keineswegs als Ziel und Endaweck der folgenden Unter- 
suchungen angesehn zu wissen. Das Wesentliche ist die Durchfiihrung 
der algebraischen Processe, welche die Endgleichung in allen méglichen 
Fiillen herzustellen gestatten. Jene Zihlformeln — zudem wenn sie an 
die Voraussetzung des sogenannten ,,allgemeinen Falles“ ankniipfen — 
sind vielmehr nur als Anhang zu der algebraischen Untersuchung, die 
derartigen Einschriinkungen nicht unterliegt, anzusehen, und dienen — 
vermodge gewisser ihnen anhaftender formalen Kigenschaften — z. B. ihrer 
Symmetrie bei unsymmetrischem Gang der Elimination — vornehmlich 
als Controle des Resultats, indem sie die richtig erfolgte Beseitigung 
fremder Lésungen, die aufzutreten pflegen, anzeigen. 

An die im Folgenden behandelten Probleme tiber das gleichzeitige 
Bestehen von zwei Correspondenzgleichungen ohne Bedingungsgleichung 
(deren eines eben mit der Aufstellung der Correspondenzformel sich als 
identisch erweist) reihen sich naturgemiiss diejenigen an, bei welchen 
drei oder mehr Correspondenzen — mit und ohne Bedingungsgleichung — 
gegeben sind. Eine Fortsetzung der Arbeit in dieser Richtung gedenke 
ich spiiter nachfolgen zu lassen. 


*) Diese Annalen Bd, 28, 8. 561 und Berichte der K. Siichs, Ges, d. Wiss. 
vom Jahr 1886. 


25* 
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I. Allgemeines. Normirung einer Correspondenzgleichung. 
1, 


Gegeben seien zwei Paare von (reellen oder complexen) Variabeln 
avy, xy’, denen ich im Folgenden des. bequemeren Ausdrucks halber 
eine geometrische Deutung geben werde — ohne jedoch die Anschauung 
selbst als Beweismittel heranzuziehen —, indem ich sie auffasse als 
Cartesische Coordinaten von zwei Punkten P und P’ einer Ebene. 
Zwischen diesen Coordinatenpaaren bestehe eine Gleichung: 


(1) p(xy, vy) =0, 

wo @ eine ganze rationale Function der Verinderlichen ist, die, wenn 
nicht ausdriicklich das Gegentheil bemerkt wird, auf” ihre einfachste 
Form gebracht, a, h. von allen identisch sich gegenseitig aufhebenden 
Gliedern befreit zu denken ist. Sieht man etwa den Punkt P’, mit 
den Coordinaten z’y’, als festliegend, P aber als beweglich an, so 
entsprechen vermége obiger Gleichung dem Punkte P’ unendlich viele 
Lagen des Punktes P, deren Inbegriff — wiewohl fiir den Fall 
complexer Variabeln eine doppelt unendliche Mannigfaltigkeit —- nach 
dem Sprachgebrauche der Geometrie als ,,Curve“‘ bezeichnet werden 
mége. Ich nenne sie die Curve p(P’), weil die Coefficienten ihrer 
Gleichung Functionen der Coordinaten von P’ sind. 

Wenn die Gleichung my = 0 der Curve p(P’) fiir alle Werthe von 
zy’ durch ein Werthepaar «= a,, y= b), erfiillt wird, so geht die 
Curve, unabhiingig von der Lage des Punktes P’, durch den ,,festen‘ 
Punkt a,b, der Ebene. Verschwinden in derselben Weise auch die 
ersten, zweiten, ... partiellen Differentialquotienten von g nach zy 
fir «= a,, y= b,, so sagen wir, die Curve p(P’) geht doppelt, drei- 
fach,... durch den festen Punkt a,b,. — Von der Function » sagen 
wir in diesem Fall, dass sie fiir « = a,, y = U, mehrfach verschwinde. 

Sind andrerseits in p(xy, zy’) =O die Coordinaten des Punktes 
P gegeben, so entspricht jeder Lage von P eine Curve p(P), welche 
nun auch ihrerseits durch den festen Punkt a,b, einfach oder mehr- 
fach hindurchgehen kann. 

Verschwindet die Function p(xy, a’y’) fir 2 =a, y =—y nicht 
identisch, so stellt die Gleichung, die durch Gleichsetzen von x und 
aw, y und y’ aus mg = 0 entsteht: 


(2) p(xy, xy) = 0, 
eine Curve dar, deren Punkte sich dadurch auszeichnen, dass jedem 


derselben, als Punkt P’ (bezw. P) aufgefasst, eine Curve (P’) (bezw. 
g(P))entspricht, welche durch thn hindurchgeht. 
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Bezeichnet man die Gleichung (1), die eine ,,Correspondenz“ 
zwischen den Punkten P und P’ darstellt, als Correspondenzgleichung, 
die Curven p(P’), po(P) als Correspondenzcurven, so kann man die 
Gleichung (2) die Coincidenzgleichung nennen, weil sie aus der Corre- 
spondenzgleichung durch Zusammenfallen der sich entsprechenden Punkte 
P und P’ entsteht. Die durch dieselbe dargestellte Coincidenzcurve 
geht durch jeden festen Punkt a,b,, a,b,,... der Ebene, durch 
welchen eine der Correspondenzcurven — unabhingig von der Lage 
von P’, bezw. P — hindurchgeht, und zwar mindestens (6;+- 8;)-fach 
durch den Punkt a,b; (i=1,2,...), durch welchen g(P’) £,-fach, 
(P) Bi-fach geht. 

In der That, setzt man zur Abkiirzung (unter Weglassung des 
Index 7%): 

p(vy,ab)=qH, 
gp(ab, vy )=y, 
so wird, wenn identisch (d. h, fiir alle Werthe von z, y): 


B—1 
8) oy 0; 22 20; 2 ~0;...228 ao... 58.6 


oo ab- ar = Sees Renee) Wie 
ist, auch jeder Differentialquotient der linken Seiten dieser Gleichungen 
nach # und y verschwinden. Aehnliches gilt fiir die Ableitungen nach 
x und y’ von: 

1 
(3a) 9, =0; = 0;--- Se 


oa 


Bezeichnet man nun durch Einschliessen in Klammern, dass in der 
eingeschlossenen Function: 


tena, y=b; 2=a;y' =) 
gesetzt werden soll, so hat man die Beziehungen: 
(~) = p(ab, ab) = (Go) = (91), 
7] Oo a Do : eg q . 
a9) 7 ws be.) (5 or) = (5%); u. S. W. 


Mit Hilfe derselben aati man, dass unter Voraussetzung der Glei- 
chungen (3), (3a), fir B + > O man hat: 


af) _ (o) be (521) = 
a) sas (ie +4 (en) —, 
fiir B + Bp’ >1 ist ee 
49 = (SB) + Gots) + Eta) + GR=« 


to) —— 4 (ae “ipp bi ? (Aen ) = 
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indem jedes einzelne der auf der rechten Seite stehenden Glieder 


verschwindet. Erst die (6+ A’) Differentialquotienten verschwinden 
nicht mebr in dieser Weise, indem beispielsweise das Glied: 


im Allgemeinen von Null verschieden ist. 


2. 


Die Coincidenzgleichung des § 1 verliert ihre Bedeutung, wenn die 
Function gp fiir =a’, y=y’ identisch verschwindet. In diesem 
Falle lasst sich » auf die Form bringen: 

(1) p(ty, vy’) = («—a#)A+ (y—y')B, 
wo A und B ganze Functionen von xywy’ sind. Diese Form ist 


jedoch keine véllig bestimmte, indem man die rechte Seite, wie folgt, 
umgestalten kann: 


yp = (x—2’) (A+A(y—y’)) + (y—y') (B—A(z—2’)), 
wo die willkiirliche Function 4 zur Abinderung des Coefficienten von 
a — a oder des von y—y’ verfiigbar ist. Verschwinden ausser 
auch noch die ersten partiellen Ableitungen dieser Function nach 2, y, 
wenn man x = 2, y'=y setzt — eine Operation, die in der Folge 
durch Hinschliessen in eckige Klammern ausgedriickt werden midge, ist 
also ausser: 


[po] =0 
[z]-o [3]=o, 


[AJ=0; [Bb)=0, 


auch noch: 


so folgt aus (1): 


und hieraus wiederum: 


op |_q. [ 2? ]_. 
[ 22. ]=9; Ls] =. 
Man kann dann die Functionen A und B wieder in die oben fiir » 


angegebene Gestalt (1) bringen, und @ selbst erhilt die Form eines 
homogenen quadratischen Ausdrucks von x — 2’, y — y’: 


p= (e—a#PA + (a—x’) (y—y) B+ y—y fC, 
wo die Coefficienten A,B, C mit Hilfe von zwei willkiirlichen Func- 
tionen noch folgendermassen umgestaltet werden kénnen: 


p=(x—x’)?(A+Aa(y—y’)) +(e—2')(y—y’) (B—4(a@—2') +n (y-y))) 
+(y—y')?(C—u(a—z’)). 


Verschwinden endlich ausser den ersten auch noch die zweiten,... 
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(6 —1)'*" Ableitungen von @ nach « und y, so schliesst man zuniichst 
wie oben, dass auch diejenigen der 1,2...(8—1)** Ordnung nach 
zy’ verschwinden. Die Function @ liisst sich dann in Form eines 
homogenen Ausdrucks #'* Ordnung von x — 2’, y — y’ anschreiben: 
(2) oy, a y’)\=A(e—2’ P+ Bee—a’ Ph" (y—y') +--+ K(y—y')f, 
dessen Coefficienten A, B,...K ganze Functionen von zyz’y’ sind, 
die noch gewisser leicht aus dem Vorstehenden zu entnehmenden Ver- 
iinderungen fahig sind. 

Die hier vorausgesetzte Kigenschaft der Function m, sammt ihren 
partiellen Differentialquotienten 1,2, ...(8—1)' Ordnung nach den 
Variabeln fiir « = 2’, y= y’ zu verschwinden, will ich (in Anlehnung 
an eine friiher von mir gebrauchte Bezeichnungsweise) ,, Werthigkeit B 
der Correspondenz oder der Function g nennen*) und in der Folge 
durch den an die Klammer angehiingten Index £: 

p(x Y) x y’)s 
andeuten. 

Setzt man die Function m in der Darstellung (2), nachdem man 
mit (c—2’)? dividirt hat, gleich Null, und lisst dann a2’ mit 2, y’ 
mit y zusammenfallen, so erhilt man eine Bestimmungsgleichung fiir 
den Quotienten: 


yy 
z2—a2” 


aus welcher sich der Verlaut der Curve m(P’) in der Nihe eines 
Punktes P’ ergiebt, in den der entsprechende P hereingeriickt ist. 
Sie wird dann Bestimmungsgleichung fiir die 6B Tangenten, welche 
der in P’ auftretende £-fache Punkt der Curve p(P’) besitzt. 


3. 


Wihrend, nach der oben gemachten Voraussetzung, die linke Seite 
der identischen Gleichung (2) keine Terme enthilt, die sich gegen- 
seitig aufheben, ist dies,mit der rechten Seite keineswegs mehr der 
Fall. Man wird in vielen Fiillen finden, dass durch Ausmultipliciren 
und Reduciren gegenseitig sich weghebende Glieder entstehen, welche 
die Dimension der rechten Seite hinsichtlich zy oder x’ y’ héher erscheinen 
lassen, als diejenige der linken Seite ist. So z. B. sind in: 

p= ay’ — ya = (4—a’)y — (y—y')% 


*) Die ,, Werthigkeit “ ist also hier, und wenn nicht ausdriicklich das Gegen- 
theil bemerkt wird auch im Folgenden, eine ganze positive Zahl. — Wenn zu 
der Correspondenzgleichung eine Bedingungsgleichung zwischen den Veriinder- 
lichen tritt, so erfahrt der Begriff der Werthigkeit eine unbedeutende Modification, 
von der unten § 12 die Rede sein wird. 
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die sich weghebenden Glieder xy und — zy rechts von der zweiten 
Dimension in xy, wahrend g nur bis zur ersten ansteigt. 

Der Grund dieser scheinbaren Graderhéhung liegt in der ein- 
seitigen Bevorzugung der beiden Differenzen x — a’, y — y’ vor einer 
dritten gleichberechtigten. Fiihrt man namlich in der Function ¢ statt 
ay und zy’ je homogene Variable ein, indem man dieselben durch 
die Quotienten: ; 
a = 
s* € 


x y 
3g? @? 
ersetzt, und durch Multiplication mit einer passenden Potenz von ¢ 
und 2 g auf die Form einer ganzen homogenen Function von xyz 


und 2’y’z’ bringt,’so stellt sich den Differenzen: 

u=ys — sy’, 

v= — 28, 
die andere: ; 

w= xy’ — yu 
gleichberechtigt zur Seite, und es erhebt sich die Forderung, die 
homogene Function von xyz und ay’ 2’: 

yp (xyz, vy'Z)e, 
welche sammt ihren partiellen Ableitungen 1.2. . , (6 — 1)" Ordnung 
nach xyz verschwindet, wenn man v«=—2', y=y', z= setzt, als 
homogenen Ausdruck 8" Dimension der drei Differenzen u,v, w darzu- 
stellen, also die Coefficienten A, B, C,...K der Entwicklung: 


p(wys, 2’ y'e’)p—=108 A+ wi (Byu-+ B,v) + w?-* (Oyu?-+ C,uv-+ C,0%) 
+---+ Kyu + K, wo+ ---+ Kevi 
als homogene Functionen von xyz, x y'2’ zu bestimmen. 


Diese Darstellung ist so wenig wie die friihere eine eindeutige. 

Denn wenn man die linken Seiten der identischen Gleichungen: 

ux +vy +we =0, 

uaz +vy' +we =0 
mit beliebigen homogenen Functionen von passender Dimension der 
Variabeln: wow, xyz, xy 2 multiplicirt und zur rechten Seite addirt, 
so iindert sich der Werth und der Grad der rechten Seite nicht, wohl 
aber der Werth der Coefficienten A,, B,, B,,....— Hat man irgend 
eine Darstellung der gewiinschten Art gefunden, so ist diese Wandel- 
barkeit der Coefficienten zur Erfiillung anderweitiger Bedingungen ver- 
wendbar. 

Eine solche Darstellung erhilt man aber mit Hilfe des im nach- 
folgenden Paragraphen angegebenen Verfahrens, das in einer schritt- 
weisen Umwandlung von @ erst in einen homogenen Ausdruck 1. Ord- 
nung von u,v, w, dann in einen solchen 2. Ordnung u. s. w. besteht. 
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4. 


Wenn die Function gp(xyz, vy's’) fir c—2', yy’, c= 2’ 
identisch verschwindet, wenn also, vermége der in § 2 eingefiihrten 
Bezeichnungsweise: 

[Ip] = 0 


ist, so muss sich zu jedem Glied, welches in dem Audruck » auf- 
tritt, wie: 

G = AaPytata’ Py’ yk, 
wo p,q,7,P,... ganze positive Zahlen sind, A irgend eine Con- 
stante, ein anderes finden lassen, das fiir «—<’,... bis aufs Vor- 
zeichen ihm gleich wird, und sich gegen dasselbe aufhebt. Sei dieses: 

P= Agty* sea’ My KP, 
Dann ist, wegen der Gleichheit der Dimensionen: 
(1) ptatr=atete; P+Q+R=1+K+P, 
ferner, weil die Differenz 

[@] — [r} =0 

angenommen wird: 
(2) ptP=x+T; ¢q+Q—x++K; r+ R—0e+P. 
Nennt man nun ,,Abstand“ zweier Glieder, wie G und [, die halbe 
Summe der Differenzen der Exponenten derselben Variabeln in diesen 


Gliedern, jede Differenz mit positivem Vorzeichen genommen, so ist 
der Abstand von G und [ gleich: 


ip—x| + |a—#| + |r—e@], 

wobei durch Eiuschliessen in Striche der absolute Werth der ein- 
geschlossenen Differenz bezeichnet wird. Ist diese Zahl gleich zwei, 
so lisst sich, weil wegen (1) alsdann eine der Differenzen gleich Null, 
und jede der anderen gleich 1 sein muss, aus G —T sogleich einer 
der Factoren u,v, w ausscheiden. Um nun auch in dem Fall, dass 
der Abstand von G und [ grdsser als 2 ist, die Differenz G —[ in 
die Gestalt einer linearen Function von wu, v, w zu bringen, schalte 
man zwischen G und [, je mit positivem und negativem Vorzeichen 
versehen, eine Reihe von sich aufhebenden Zwischengliedern G’, G”,. . 
..G™ ein. Fiir jedes derselben sei die Summe der Exponenten von 
x und a’ dieselbe, wie fiir die Endglieder G und [, ebenso bhinsicht- 
lich der von y und y’, 2 und 2’. Lassen sich diese Zwischenglieder 
so bestimmen, dass je «wei auf einander folgende, ebenso wie G von 
G’ und G@ von fF, den Abstand 2 haben, so kann man in: 


G—T =(G—G’) + (@’—G@") + (@"—G@") +--+ + (@—TP) 
aus jedem der Klammerausdriicke einen der Factoren u, v, w aus- 
scheiden. Jene Einschaltung lisst sich aber, und zwar auf verschiedene 
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Weise, vornehmen, sofern nur der Abstand von G und [ eine gerade 
Zahl ist. 

Denn ist p—z etwa positiv, so muss, wegen (1), entweder q—x 
oder r — @ negativ sein. Man stellt also das Glied G’ aus G dadurch 
her, dass man in G die Exponenten etwa von x und y’ (oder 2’) um 
1 vermindert und die von 2 und y (oder z) um 1 erhéht; aus G’ 
bilde man in ihnlicher Weise G”, u.s. f., wobei im Auge zu behalten 
ist, dass, wenn nicht iiberfliissige Glieder entstehen sollen, der Abstand 
jedes neu zu bildenden Gliedes von [ kleiner sein muss, als der des 
vorhergehenden. — Dass endlich der Abstand von G und [ eine gerade 
Zahl sein muss, ergiebt sich aus der Bemerkung, dass der Absolut- 
werth einer Differenz von zwei ganzen Zahlen sich von dem wahren 
Werth derselben entweder nicht oder durch eine gerade Zahl unter- 
scheidet. Demnach unterscheidet sich der Abstand von G und [ von 


(ptaqtr) — (a+*+e) =9 
um eine gerade Zahl, w. z. b. w. — Beispiel: Zwischen den Gliedern: 
G = Aa*ytec?2’3; PT = Ay sta’ ty’ 
schalte man die beiden Glieder: 
G’ = Axyeraty’s?; G" = Any sx y's, 

je mit positivem und negativem Vorzeichen versehen, ein. Dann liisst 
sich aus G—G’ der Factor u, aus G’—G” und G” —f je der 
Factor v ausscheiden, also ist G—T in der Form Au-—+ Bo dar- 
stellbar. 

Was von einem einzelnen Gliederpaar wie G und [, gilt, liisst 
sich auch von der aus solchen Gliederpaaren zusammengesetzten Func- 
tion m, wenn [py] = 0 ist, behaupten. 

Durch das angegebene Verfahren erhilt also, wenn B > 1 ist, die 
Function p(ayz, x y’2’)s die Form: 

(3) p= Au+ Bv+ Cw, 

wo A, B, C homogene Functionen von wyz, 2 y'z von je einer um 
1 niederen Dimension wie g sind. Eine bemerkenswerthe Eigenschaft 
des so entstandenen Ausdrucks der rechten Seite von (3) ist die, dass 
(nach erfolgter Ausrechnung durch Ausmultipliciren) in keinem Glied 
eine einzelne der Verinderlichen in héherem Grad vorkommt als auf 
der linken Seite. Denn die Glieder rechts sind entweder solche, wie 
G,T,... die auch links auftreten, oder solche, die, wie G’, G”,... 
durch den Einschaltungsprocess hinzugekommen sind. Aber die Letzteren 
sind, zufolge ihrer Entstehung, héchstens vom Grad des einen der 
beiden Endglieder, zwischen denen sie eingeschaltet sind, und die links 
vorkommen. Hiernach ist in: 


(3) gp = Au+ Bv+ Cw 














Algebraische Correspondenzen. 383 


die Function A hinsichtlich 2 und 2’ héchstens von demjenigen Grad, 
in welchem diese Verinderlichen auch links auftreten, hinsichtlich 
yzy’s aber je von einem mindestens um 1 niedrigeren Grad, als g, 
weil, wenn in A etwa y zu der héchsten Potenz vorkime, in der y 
in  auftritt, das Product: 
u-A=(y2’—z2y')A 

hinsichtlich y von héherem Grad wire, als die linke Seite. — Ebenso 
ist B hinsichtlich der Variabeln xzz'2', C hinsichtlich xyz‘'y’ von 
niedrigerem Grad, als die unverinderte Function », Verschwindet fiir 
cmv’, y=y', 2=—2' nur die Function g, nicht aber jede ihrer ersten 
Ableitungen nach xyz, so liefert (3) die verlangte Umgestaltung 
von g. Ist aber 6 >1, so gelangt man von diesem Ausdruck zu 
einem quadratischen in u,v, w auf folgendem Weg. 

Die héchste Potenz, in welcher die Variabeln x und 2’ in » auf- 
treten, sei bezw. die m'® und m’'*, Dann kann man durch Absonderung 
derjenigen Glieder, die hinsichtlich x vom m'* und zugleich in 2’ vom 
m' en Grad sind — sofern solche tiberhaupt vorkommen — die Function 
A in (3) auf die Form bringen: 

A=ae" .wtaeM+a2M, 
wo die Function w (die verschwindet, wenn jene Glieder nicht vor- 
kommen) nur noch die Variabelu yy’ ze’ enthalt und in Bezug auf jede 
derselben — ebenso wie die Functionen MM’ hinsichtlich jeder der 
Variabeln x2’ yy’ 22° — von niedrigerem Grad als die unverinderte 
Function g ist. Daher iiberschreiten die einzelnen Terme der Summe: 

S = M(ux+oy+we) + M'(uz’'+vy'+we), 
nachdem man die Werthe fiir «vw eingesetzt und ausmultiplicirt hat, 
hinsichtlich keiner der Variabeln einzeln genommen den Grad, den 
in denselben erreicht. Dies ist auch noch der Fall mit: 
(4) g»=op—S=Uu+ Vo+ Ww 
wo: 
U=pare”™; V=B—-yM—yM'; W=C-2eM—7¢M 

ist. Nun bestehen, fiir B > 1, die Gleichungen: 


ss]—o, [fg]=0, (]=0 


welche, auf die Form der rechten Seite von (4) tibertragen, sogleich 
die folgenden nach sich ziehen: 
[U]:(V]:|W)—a:y:e, 
wo wieder das Kinschliessen in eckige Klammern die Bedeutung hat: 
fiir 2 —= 2, u. s. w. 
Weil aber: 
[0] rere [ujan+™’, 
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und die Functionen [V] und [W] hinsichtlich x héchstens bis zum 
Grad m + m’ — 2 ansteigen, so muss: 

[U] =[(V]=[(W]=0 
sein. Daher verschwinden die durch obiges Verfahren bestimmten 
Functionen U, V, W fir «=a, y=y’, ¢ =’, und sind hinsichtlich 
der einzelnen Variabeln bezw. yy'z2'; 22 xx’; xa'yy’ je von niederem 
Grad, wie 9. 

Wendet man wiederum auf jede derselben das oben fiir » be- 
schriebene Verfahren an, so erhiilt sie die Form (3), und @ wird 
als quadratischer Ausdruck in u, v, w darstellbar, welcher nach 
erfolgter Einsetzung dieser Gréssen und Ausrechnung wiederum keine 
Glieder enthalt, die von héherem Grad hinsichtlich der einzelnen Ver- 
iinderlichen sind, wie gm. Auch diesem Ausdruck kann man eine Form 
geben, welcher derjenigen (4) fiir m analog ist, indem man auf JU, 
V, W einzeln das Verfahren anwendet, das in die Form (4) iiber- 
fiihrte. Ist 6 > 2, so verschwinden wieder die Coefficienten der so 
umgestalteten quadratischen Function von u,v, w einzeln, wenn man 
“= 2',... setzt; es lassen sich also alle wieder linear und homogen 
durch uw, v, w ausdriicken, und man gelangt, indem man so fortfihrt, 
zu dem gewiinschten Ausdruck fiir die Function gp: 


(5) p = wh A+ wh (Bou + B,v) +--- 

~- Ky, us +K, ub—-ly + "9 -+ Kav, 
wo die A, B,...K bekannte homogene Functionen von xyz, xy’ 2’ 
sind von einer je um # niedrigeren Dimension als gm: deren Grad 


hinsichtlich jeder einzelnen Verdnderlichen dadurch bemessen ist, dass 
keines der Glieder, die entstehen, wenn man: 

u=ys — ey’, 

veo —axe’, 

w= ry — yr 
einsetat und die Klammern auflist, von hiherem Grad hinsichtlich irgend 
einer Veriinderlichen ist, als die Function » vor ihrer Umgestaltung. 
Hiernach wird z. B. der Grad von A, in Bezug auf xya’y’ einzeln 
mindestens um #6 Einheiten niedriger sein*), als der von p, der Grad 
von B, hinsichtlich yy’ je um 6 Einheiten, hinsichtlich 2a je um 
6B — 1, hinsichtlich zz’ je um eine Einheit, u. s. w. 

Ist also die Dimension von @ hinsichtlich xyz gleich b, hin- 
sichtlich 2’ y' 2’ gleich 6’, so ist diejenige simmtlicher Coefficienten 
A, B, B, ... Ks gleich b — B hinsichtlich xyz, gleich b’ — B hin- 
sichtlich y's. Erhebt sich ferner die Function g hinsichtlich der 





*) Wenn eine dieser Zahlen negativ ausfillt, so verschwindet Ao. 
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Veriinderlichen z allein etwa bis zum Grad p(< b), hinsichtlich 2’ bis 
zu p’ (<b), so ist der Grad des Coefficienten A, von wé in 2: <p; 
in #: <p’; der Coefficienten B,, B, von wi in 2: Cp —1; in 
2 <p—1 u.s.w. der Coefficienten K, K,...K, von w® in g¢: 
<p — B; in &: <p’ —B. Wenn man die Function @ als unzerfill- 
bar voraussetzt, so darf man 
p26; p2B 
annnehmen. Denn wire z. B. p — Bf negativ, so miissten simmtliche 
Coefficienten K verschwinden. Dann liesse sich aber aus g der Factor: 
w= 2y — YX 
ausscheiden. 


5. 


Wenn man in den Coefficienten A, B,...K der Gleichung (5) 
des vorigen Paragraphen die Variabeln 2’ y’z’ und xyz einander gleich 
setzt, und aus der Gleichung: 


(1) O= (wow, cys) = w?[Ay] + wt ((By]u+[B,]v) +--- 
+ [Ko] ut +--+ + [Kg] vo’, 
in Verbindung mit der Identitat: 
ux +vy+we=—0 
die Verhiiltnisse «:v:w berechnet, so erhilt man die Richtung der 
Tangenten in dem f-fachen Punkt, welchen die Curve o(P’) in dem 
Punkte P’ selbst besitzt. Die Dimension der Coefficienten 
[Ao] [Bo] - - « [Ke] 


wird alsdann gleich: 


b+ b' — 28, 
und hinsichtlich ¢ allein steigen die Coefficienten an: 
[Ag] bis héchstens zum Grad p + yp’, 
[Bo] (B,] ” ” ” ” p +P 2, 
[Ko] nee [Kp] ” ” ” » ot p — 28. 


Die Gleichung ® = (), in Verbindung mit der Identitit: 


ux+vy+wez=—0 
stellt ein Gebilde dar, das Clebsch als ,,Hauptcoincidenz“ des ,,Connexes“ 
® =O bezeichnet. Es liegt auf der Hand, dass eine und dieselbe 
Hauptcoincidenz zu simmtlichen Connexen gehért, deren Gleichung 
von der Form ist: 


® + A(ua+oy+wez) =0 
wo A eine beliebige homogene Function von wvw und xyz ist, je von 
einem Grad niedriger, wie ®, Eine dieser Formen erhilt man auf 
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einem Weg, der vor dem oben betretenen, der auf ® fihrte, sich 
durch die Einfachheit auszeichnet, mit der die an der Function 
vorzunehmende Operation sich angeben lisst. 

In der Abhandlung ,,Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invarianten- 
theorie (Géttinger Denkschriften Bd. 17) hat niimlich Clebsch den 
Nachweis geliefert, dass sich jede ganze Function m ven zwei Reihen 
Veranderlichen xyz; z’y’z’ in eine nach Potenzen von: 


u=ys — zy’, 

v= “£2 — 22, 

w= ry’ — yx, 
aufsteigende Reihe entwickeln lisst, deren Coefficienten (selbst wieder 
Functionen von xyz, xy’ 2’) durch gewisse Differentiations- und darauf 
folgende Polarenprocesse aus @ abgeleitet werden kénnen. Dieselben 


lassen sich, wie folgt, darstellen. Man operire an der Function 
wiederholt mit dem Symbol: 


a id a oe a od 
— “(syar = aay") t¢ Grow f' wa0v) +# (say = iyae) 
und wende auf die so erhaltenen Ausdriicke: 
Np; Q(N~) = Wy; Wg;---, 


nachdem man in denselben «=a, y=y’', g=—2 gesetzt, den be- 
kannten Polarenprocess: 


Rs 0 0 
4=2 oa + Y oy +8 az 
so oft mal an, als der Grad des betreffenden Ausdrucks in xyz vor 


Gleichsetzung der Variabeln betrug. Man bilde also, wenn b die 
Dimension von  hinsichtlich xyz ist, der Reihe nach die Ausdriicke: 


A’[g], A’"[Qg], A’-*[Q’g], - -- 


wo das Einschliessen in eckige Klammern die friihere festgestellte Be- 
deutung hat (§ 2). Diese Ausdriicke sind dann, bis auf Zahlenfactoren, 
die einzelnen Glieder jener Reihenentwicklung von g. In dem Fall, 
dass m die Werthigkeit 6 besitzt (s. § 2), verschwinden offenbar die b 
ersten Glieder, und man hat: 


P = %AP[QP Q] + a, AP-P-1[QFH gy] + -- - 
wo die @ (gebrochene) hier nicht niiher zu bestimmende Zahlen sind. 
Wenn die Gréssen wu, v, w sich der Null niihern, indem man 
ax=z2',... setzt, so fallen die spiiteren Glieder gegen das erste weg, 
die Polarenformen gehen, abgesehen von Zahlenfactoren, in die Formen 
selbst zuriick, und man erhilt, wenn man die fiir « = 2’,... B-fach 
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verschwindende Function mit [gp] bezeichnet, fir dieselbe die folgende 
Darstellung durch die (unendlich klein zu denkenden) Gréssen wu, v, w: 


[p] = [2’ 9], 
in Gestalt eines Connexes, der sich in der linearen Mannigfaltigkeit: 
® + A(ux+vy+wz) =0 


befinden muss. Man iiberzeugt sich jedoch leicht davon, dass man 
durch den hier geschilderten Process im Allgemeinen nicht einen Connex 
mit den hinsichtlich des Grades in den eingelnen Verinderlichen ge- 
wiinschten Eigenschaften erhilt, wie ihn das friihere angegebene Ver- 
fahren lieferte. Obwohl das Letztere umstiindlicher ist, kénnen wir 
doch von der dadurch erreichten Normirung der Correspondenz gy = 0 
nicht absehen wegen des Einblicks, den sie in gewisse Eigenschaften 
der im Folgenden aus g abzuleitenden Bildungen gewiihrt. 


II. Zwei Correspondenzgleichungen. 
6. 

Wenn zwei Correspondenzgleichungen gegeben sind, welche zwischen 

den Punkten einer Ebene bestehn: 

(1) p(xye, xv y'2)=0, (rye, ay’) =0, 

wo wieder zyz homogene Coordinaten sind, ebenso 2’ y’z’, so erheben 
sich verschiedene Fragen, je nachdem dieselben durch 7 = a’, y= y’, 
z= nicht identisch erfiillt werden, oder eine von Null verschiedene 
» Werthigkeit“* besitzen. In jedem Falle gehéren vermige go = 0, 
w~=0 zu jedem Punkte P’ der Ebene zwei Curven g(P’), y(P’), 
deren Schnittpunkte dem P’ entsprechen. 

Ist die Werthigkeit der einen oder von beiden gleich Null, so 
fallen die zu P’ gehérenden Punkte P im Allgemeinen nicht mit P’ 
zusammen. Man kann dann diejenigen Punkte P’ zu finden verlangen, 
fiir welche einer der Punkte P mit P’ vereinigt liegt (Coincidenz- 
stellen). Dieselben ergeben sich, wenn beide Correspondenzen die 
Werthigkeit Null haben, als die Durchschnitispunkte der Curven: 

(2) p(xyz, xyz) = 0; pays, ye) =O. 
Wird aber eine der beiden Gleichungen (1), etwa m=O, durch 
=a, y=y', ¢=—2' identisch erfillt, so erhilt man die gesuchten 
Punkte P, die jedenfalls auf der Curve: 

v(cys, ays) =0 
liegen, indem man die Bedingung dafiir aufstellt, dass in dem Punkte 
P’ dieser Curve einer der Zweige von (P’) die Curve w beriihrt. — 
Wir werden die angedeuteten algebraischen Operationen in einem spiiteren 
Absehnitt (§ 8 u. ff.) ausfiihren. 
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Sind endlich sowohl m wie w Correspondenzen mit von Null ver- 
schiedener Werthigkeit, so bilden die Stellen der Ebene, fiir welche 
P’ mit P zusammenfiallt, eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit, 
nimlich den Ort der Punkte, fiir welche eine Tangentenrichtung 
des ein- oder vielfachen Punktes P’ der Curve m(P’) mit einer solchen 
der Curve ~(P’) zusammenfillt. Man erhiilt die Gleichung dieses 
Ortes, indem man aus den zu den Correspondenzen » und w gehdrigen 
Connexgleichungen (§ 5): 
D(uvw, xyz) =0, V(uvw, xyz) =0 

und der Identitit: 

































uy +vy+wez=—0 
die Gréssen uv w eliminirt. 

Wir wollen die Ordnung der so entstehenden Curve und ihr Ver- 
halten in solchen festen ,, Ausnahmepunkten“ der Ebene, welche mehr- 
fache Punkte aller Curven o(P’), ~(P’) (also unabhingig von der 
Lage von P’) sind, und auch solche fiir die Curven o(P), ¥(P) 
(unabhiingig von P) sein kénnen, im niichsten Paragraphen bestim- 
men, indem wir die Elimination in solcher Anordnung ausfiihren, dass 
fremde Factoren im Endresultat vermieden werden. 


7. 


Anstatt jedoch an die Gleichungen des § 6 anzukniipfen, in welchen 
die Punkte P und P’ bereits zusammengefallen angenommen sind, 
ziehe ich vor, die Elimination von uw, v, w aus den mit Hilfe des 
Processes in § 4 normirten Correspondenzgleichungen m = 0 und y = 0 
vorzunehmen, diese mit: 

(1) ux+ovy+we=0 
(oder statt dessen mit: 

ux +vy' + we = 0) 
zu combiniren, und erst nachtriglich die Coordinaten xyz und 2’ y'¢ 
einander *gleich zu setzen. Die Elimination selbst ist niimlich nicht 
schwieriger, wie in dem andern Falle, und das Resultat derselben wird 
allgemeiner. 

Wir gehn also aus von den Correspondenzgleichungen : 


a * 
p(xye, vy’ s)g =0, 
i 
c ¢ 


v(eys, xy’ 2), =0, 
wo die Zahlen tiber den Strichen die Dimension in den betreffenden 
Veriinderlichen, die Indices die Werthigkeit bezeichnen mégen. Ist ferner 
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die héchste Potenz von z, welche in @ auftritt, die p'*, die von 2’ 
die p*, und sind gundq’ die analogen Zahlen fiir y, so bestehen nach 
den Ausfihrungen von § 4 a. E., wenn g und w hinsichtlich xyz 
und ay’ 2’ unzerfillbare Functionen sind, die Ungleichungen: 
B<psb; BSpsd. 
ySqsey ySagse. 


Nach § 4 lassen sich » und y in folgende normirte Form bringen: 


yy [PP Ag-+ 108-1 (By w+ By 0) +--+ Kyul +--+ Kat, 
@ pm ek +eneuethe e-em 
wo die Dimension der Coefficienten A, B,..., K bez. A,B,..., K in 
xyz gleich: b — B, bezw. c— y, in a’y'z’ gleich: b'— B, bez. c—y 
ist, und der Grad in ¢ von A, bez. A, (hdchstens) gleich: p bez. q, 
in @ gleich: p’ bez. q'; von B,B, bez. B,B, ing gleich: p — 1, bez, 
q—1, in #@ gleich: p’— 1, bez. g’—1, u.s. w. endlich von 
K,K,... Kg bez. KyK,...K der Grad in ¢ und ¢@ gleich: p — 8 
bez. g— y und p’ —- B bez. q’ — y ist. 

Setzt man, unter Aufgabe der Homogenitiit: 

v= 1 

und substituirt fiir « aus (1) den Ausdruck: 


—we—y 
ax 


u = 


in die Gleichungen (2), so erhilt man, wenn man wieder nach Potenzen 
von w ordnet und mit einer passenden Potenz von 2 multiplicirt, Aus- 
driicke von der Form: 
, - (2p —wlha+ we'b+.---+k, 
©) ie As at: 
wo nun die Coefficienten a, b,...,k; a, B,...,« in den Variabeln zyz 
bis bez. zu der Ordnung: b, ¢ ansteigen, dagegen in 2’ y’¢’ nur bis zu 
den Ordnungen bez.: b’— 6 und c’—y; ferner in ¢ allein bis zu den Ord- 
nungen p, p—l,...p—B; g,q—1,...4q—~y in @ bis zur: 
P,p—l,..,p—B; ¢,¢d—1,...+4 q—y-ten Ordnung. 

Die Resultante der Ausdriicke (3), welche hinsichtlich wyz von 
der Ordnung yb + Bc ist, lantet in Determinantenform: 


ab. 


dee 


es 
i 
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und steigt in ¢ allein bis héchstens zu dem Grad: 


yp + Ba — By 


an. In der That, multiplicirt man die 1.2... (8+ y) Vertical- 
reihe der Determinante R mit bez. 1,2, 2°,... e#tv-'; ferner die 
1.2...y", (y+ 1)... (6+) Horizontalreihe mit bez. 2—, 
av, .. ., 1, 2-1,..., 1, so erhebt sich der Grad der Elemente 
(oder doch mindestens eines Elementes) in den y ersten Horizontal- 
reihen hinsichtlich z (héchstens) bis auf p + y—1, wihrend die B 
letzten Reihen den Grad g + 6 —1 in ¢ allein erhalten. Der Grad 
in g der so veranderten Determinante ist daher gleich: 


vy(p+yv—1)+8(a+ 6B—)). 


Diese Zahl ist, um die fiir R selbst giiltige zu erhalten, um die 
Summe der Exponenten der Potenzen von z, mit denen die Zeilen 
von R multiplicirt wurden, zu verringern, d. h. um: 





(6+ ¥) @+y— 1) y(y — 1) B (6 —- 1) 
2 - 2 + 2 p 


Man erhiilt so die oben angegebene Zahl. Aehnlich findet man, 
dass FR in 2’ allein héchstens bis zum Grad: 


yp + BY — By 
ansteigt, wiihrend R hinsichtlich der Variabeln 2’ y's’, wie man 
ohne Weiteres erkennt, von der Ordnung: 


y(b —- B) + Be — v) = 7b’ + Be — 2By 


Vergieicht man die Dimension in xyz von R mit derjenigen, 
die eine directe Abziihlung fiir die von iiberfliissigen Factoren freie 
Resultante @ aus den Gleichungen (1) wnd (2) ergiebt, niimlich: 
y(b —c)+ B(e— vy) + By, 80 findet man, dass sich diese Zahlen 
um die Grésse By unterscheiden, was, wie man leicht einsieht, nur 
auf Rechnung einer Potenz von # kommen kann, mit der R multi- 
plicirt ist. Man hat demnach: 


ist. 


R = x’ . o(xyz, a y'z’), 


wo nun die Correspondenzgleichung @ =O im Allgemeinen durch 
e=ax,y=y, e=2' nicht erfillt wird, und hinsichtlich der Variabeln- 
paare cyz, x y'2 bis zu den Graden yb + Be — By, yb’ + Be — 2By 
ansteigt. Wenn der Maximalgrad in ¢ von » p< 6 ist, so liisst 
sich dies geometrisch so auffassen, dass die Correspondenzeurven g(P’) 
in dem Ursprung « = y = 0 des Coordinatensystems einen: 
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b—p=b 
-fachen Punkt besitzen; ebenso haben die Curven p(P), »(P’), »(P) 
daselbst bez. einen: 
vb—p=—; ec—q=—c; e-—gd=c¢ 
-fachen Punkt. 

Nach dem oben Gesagten besitzt an dieser Stelle die Correspondenz- 
curve @(P’), die von der: (yb + Be — By)" Ordnung ist, einen 
mindestens: 

(yb + Bc — By) — (yp + Ba — Br) = 7b + Be 
-fachen Punkt, die Curve e(P), deren Ordnung gleich yb'+ Bc — 2By 
ist, einen mindestens: 

(yb' + Be — 2By) — (yp + BY — By) = 70 + Be — By 
-fachen Punkt*), 

Bemerkt man noch, dass man durch (theilweise oder ausschliessliche) 
Benutzung der Identitit: 


uz +ovoy +we =0 


ux+vy+we=—0 
neben den beiden Correspondenzgleichungen (2) zu Correspondenzen**) 
von anderer Gestalt wie @, und zwar ebenfalls von der Werthigkeit Null 
gelangt wiire, deren Coincidenzcurve (§ 1) jedoch von der von g nicht 
verschieden sein kann, so lassen sich unsere Ergebnisse in geometrischer 
Fassung wie folgt aussprechen: 


Hat man durch zwei Correspondenzgleichungen, deren Werthigkeit 
von Null verschieden ist, eine Beziehung zwischen den Punkten einer 
Ebene hergestellt derurt, dass jedem Punkte P’ — abgesehen von den 
in P’ selbst und in gewisse feste Ausnahmepunkte der Ebene entfallenden 
Punkten — eine Anzahl von Punkten P entsprechen, die mit P’ be- 
weglich sind, so lassen sich immer Correspondenzen von der Werthigkeit 
Null finden, welche die gleiche Beziehwng ausdriicken, und deren gemein- 
same Coincidenzcurve der geometrische Ort derjenigen Punkte P’ ist, in 
welchen ein Zweig der Correspondenzcurve g(P’) einen solchen der 
w(P’) beriihrt. 

Der letzte Zusatz ergiebt sich unmittelbar aus der Bemerkung, dass 
es gleichgiiltig ist, ob man erst aus (1), (2) eliminirt und dann die 
Variabeln gleichsetzt oder ob man diese Reihenfolge umkehrt. Die 
erwihnte Coincidenzeurve e(xyz, yz) =O hat unter der friiheren 


an Stelle von: 


*) In den Fallen, wo diese Zahl negativ wird, ist fiir dieselbe Null zu setzen. 

**) Die Correspondenzcurven derselben schneiden sich tibrigens, ausser in 
denjenigen Punkten, welche auch g(P’) und w(P’) yemeinsam sind, noch in ge- 
wissen Ausnahmepunkten, fiir welche nimlich die vermige g=0, » =O den 
%,¥,w proportionalen Functionen von xyz, 2’y’z’ siimmtlich verschwinden, 


26 * 








392 . A, Barts, 


Voraussetzung, dass die Gradzahlen der gegebenen Correspondenzen 
y, ¥ hinsichtlich zyz, a’ y'z bez. b,c und b,c sind, und die 
Werthigkeiten B, y haben, den Grad: 
7(b + 0) + B+ ¢) — 3By, 

und geht durch jeden Ausnahmepunkt der Ebene, in welchem die 
Correspondenzcurven 

p(P’), v(P’), p(P), v(P) bez b,c, be 
-fache Punkte besitzen, mindestens: 


y(6 + b) + B(c+c) — By 


-fach hindurch. 


III. Correspondenz zwischen zwei Punkten einer Curve. 
Das Correspondenzprincip. 


8. 


In § 6 ist die Frage unerértert geblieben nach den Coincidenz- 
stellen von zwei Correspondenzen, von denen eine, ~, die Werthigkeit 
Null, die andere, g, eine von Null verschiedene Werthigkeit besitzt. 
Man hat, um dieselbe zu beantworten, wie bereits erwihnt, die oben 
(§ 5 (1)) aufgestellte Connexform: 


P(uvw, cyz) =0 


der Correspondenz g, welche durch Zusammenriicken der Punkte P 
und P’ aus » entsteht, zu combiniren mit der Bedingung dafiir, dass 
u:v:w die Tangentenrichtung an die Coincidenzcurve der nullwerthigen 
Correspondenz w angiebt, also mit: 


urv:w—= f(a): f(y): f (®), 
o(ays wys) = f(aye) 


wenn: 


gesetzt wird. 

Auf genau dasselbe algebraische Problem fiihrt aber eine verwandte 
Frage von allgemeinerem Interesse, niimlich die nach den Coincidenz- 
stellen einer Correspondenz auf einer gegebenen Curve (in functionen- 
theoretischer Ausdrucksweise: auf einer Riemann’schen Fiche). Wir 
ziehen vor, an diese Fragestellung anzukniipfen. 

Zwischen zwei Punkten P und P’ einer ebenen algebraischen 
Curve f — deren Gleichung also von den beiden Coordinatenpaaren 
befriedigt wird: 


f(zyz) = 90; (eye) =0 
— bestehe eine Correspondenz von der oben betrachteten Art: 
9 (ays, a'y#)y =O. 
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Die Correspondenzeurve ¢(P’), welche vermége dieser Gleichung 
einem beliebigen Punkte P’ von f entspricht, trifft f in Punkten P, 
welche in drei Gruppen zerfallen: 

1) Solche, welche mit P’ selbst zusammenfallen. Wenn die 
Werthigkeit 6 der Correspondenz von Null verschieden ist, giebt es 
mindestens # solcher Punkte. 

2) Solche, welche in ,,Ausnahmepunkte“ der Ebene fallen, die 
auf f liegen, d. h. in Punkte, durch welche m(P’) (unabhiingig von 
der Lage von P’) ein- oder mehrfach hindurchgeht, und die zugleich 
ein- oder mehrfache Punkte von f sind. 

3) Solche, deren Lage sich mit derjenigen von P’ aindert, ohne 
dass sie in P”’ selbst fallen. 

Es entsteht nun die Aufgabe, die Coincidenzstellen auf der Curve f 
zu finden, d. h. diejenigen Stellen, in welchen einer der Punkte P 
aus der Gruppe 3) in den Punkt P’ hereinriickt, dem er entspricht. 

Wir machen zunichst die Annahme, dass, fiir eine unbestimmte 
Lage von P’ auf f, keine der Tangenten des B-fachen Punktes, welchen 
die Curve m(P’) in P’ hat, mit der Tangente von f an dieser Stelle 
iibereinstimmt — ein Fall, auf den wir spiiter alle anderen zuriick- 
fiihren werden. In algebraischer Form heisst dies, dass die oben 
(§ 5) angegebene Coincidenzgleichung (1): 

D(uvw, xyz) =0, 
welche zu der Correspondenz g gehért, weder identisch erfiillt wird, 
noch den Factor erhiilt: 


* 
uxz+vy+we=0, 
wenn man in derselben: 
u:v:w=f'(x):f'(y): fe), 
d. h. den partiellen Ableitungen von f(xyz) nach xyz proportional 


setzt. Bezeichnet man dieselben abgekiirzt durch /,f,/,, so driickt 
alsdann die Gleichung: ; 


9 (f, hofs, Lys) = F(«yz) =(), 
oder in ausgefiihrter Form (vgl. § 5, (1)): 


(1) F(wys) = 0 = fy? [Ag] + fe? (Bol fi + (Bh) + °°: 
+ (Kf? +++} [Ke] fh? 

die Bedingung dafiir aus, dass ein Zweig der Curve y(P’) die Curve f 
in P’ berihrt, d. h. dass einer der Punkte der Gruppe 3) in P’ 
hereingeriickt ist. Die Function F(«yz) verschwindet also fiir die 
Coordinaten der Coincidenzstellen, und kann, gleich Null gesetzt, als 
Gleichung der Coincidenzcurve von p hinsichtlich f bezeichnet werden, 
wobei zu bemerken ist, dass sie sich von der in § 2 als Coincidenz- 
curve einer Correspondenz, deren Werthigkeit 8 gleich Null ist, ein- 
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gefiihrten Curve (die fiir 6 > 0 illusorisch wird) wesentlich dadurch 
unterscheidet, dass sie die Adjunction der Gleichung f = 0 voraussetzt. 

Ausser fiir die Coincidenzstellen verschwindet jedoch die Function 
F noch: 

1. Fir die singuliiren Punkte von /f, fiir welche zugleich /,, /, 
und f, verschwinden, sie mégen ,,Ausnahmepunkte‘‘ der Correspondenz 
sein, oder nicht. 

2. Fiir diejenigen einfachen Punkte von f, welche ,,Ausnahme- 
punkte“ der Correspondenz p sind, d. h. solehe Punkte von f, durch 
welche alle Correspondenzcurven g(P’) oder p(P) hindurchgehen. 

Wiinscht man die Anzahl der nicht in diese Punkte 1., oder 2., 
entfallenden Coincidenzstellen (man kann sie als ,,eigentliche“ Coincidenz- 
punkte bezeichnen) zu bestimmen, so muss man die oben aufgefiihrten 
einzeln berechnen und von der Gesammtzahl der Schnittpunkte von 
F =0 mit f=0 abziehen. Dies soll in den folgenden beiden Para- 
graphen geschehen. 


9. 


Die Gesammtzahl der Schnittpunkte von F’ = 0 und f= 0 (etwa 
in’s Unendliche fallende mit eingerechnet) ist gleich dem Product ihrer 
Dimensionen. Ist m diejenige von f(xyz), b die von (xyz, 2’ y'z’) 
hinsichtlich xyz, b’ hinsichtlich 2’ y' 2’, so ist die Dimension der Coeffi- 
cienten [A,], [By], [By] ... [Ks] der Form ® hinsichtlich xyz nach 
§ 5 gleich b+ 0’ — 26, und hiernach diejenige der Function: 


| F(xy2) = ©(f fafys ey®) 
gleich *): 
b+ b' — 26 + B(m— 1) =—b+ 0 + B(m — 3), 


mithin ist die Gesammtzahl der Schnittpunkte der Curve F' = 0 mit 
f = 0 gleich: 
m(b + b + B(m — 3)). 

Wir kommen zur Bestimmung der in die singulidren Punkte von f, 
welche nicht Ausnahmepunkte von » sind, entfallenden Schnittpunkte. 
Jede homogene Function #'" Ordnung der partiellen Ableitungen /,/,/; 
von f nach xyz verschwindet (mindestens) in der Ordnung B- wu an 
einer Stelle, an welcher die Curve: 


(1) 8h + ah + oh; = 9 


(wo &n€ willkiirliche Gréssen sind) mit der Curve f uw Schnittpunkte 
besitzt, die von den §y§ unabhiingig sind. Solche Schnittpunkte sind 
nur vorhanden an denjenigen Stellen, fiir welche einzeln: 


*) Auf indirectem Wege findet man diese Zahl im VII. Bd. d. Ann, 8, 616 
bestimmt. 
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f=90, L,=90, f,=0 


ist, d. h. wie schon erwihnt, in sivguliiren Punkten von f. Je nach 
der Natur des singuliren Punktes ist die Zahl w eine verschiedene, 
Ist derselbe ein «-facher Punkt mit getrennten (sich nicht beriihrenden) 
Zweigen, so ist bekanntlich w=—a(a#—1). Aber auch fiir einen 
a-fachen Punkt, dessen Zweige sich beriihren oder durch hereinfallende 
Verzweigungspunkte beliebig zusammenhingen, lisst sich die Zahl w 
ermitteln, wenn man sich derjenigen Hilfsmittel bedient, die Herr 
Nother in seiner Abhandlung ,,Rationale Ausfiihrung der Opera- 
tionen etc.“ im 23. Bande dieser Annalen entwickelt hat. Die Curve 
(1) ist, geometrisch zu reden, die erste Polare des Punktes §7€ in 
Bezug auf f, fiir welche die Anzahl w ihrer Schnittpunkte mit f in 
einem «-fachen Funkte von f sich aus der a. a. O. 8, 332 angegebenen 
Formel (18) bestimmt. Man kann derselben die Gestalt geben: 


wale —1)+2o+N, 


wo 6 eine von gegenseitiger Beriihrung der Zweige des a-fachen 
Punktes herriihrende ganze Zahl ist, N die Anzahl der ,, Verzweigungs- 
punkte“ angiebt, die in den «-fachen Punkt fallen. Indem ich wegen 
dieser Zahlen auf jenen Aufsatz verweise, fiige ich nur noch bei, dass 
nach Formel (23) a. a. O. (S. 332) sich das ,,Geschlecht p der Curve f 
durch dieselben wie folgt ausdriickt: 


p= (m—1)(m—2)—4+ See —1)— So, 


wo das Summenzeichen > 4 sich auf alle singuliiren Punkte von f 
erstreckt, 

yim Allgemeinen“ also, d. h. wenn nicht besondere Beziehungen 
der Coefficienten von m zu denen von f (wie wir sie erst spiiter an- 
nehmen werden) bestehen, entfallen in einen @-fachen Punkt der be- 
trachteten Art von f, welcher nicht Ausnahmepunkt (vgl. § 8) von 


@ ist: 

uB = B(a(a — 1) +26) + BN 
Schnittpunkte von f mit der homogenen Function f' Ordnung F’' = 0 
der f,f,f,- Die Anzahl C der eigentlichen Coincidenzen driickt sich 
somit, wenn die Correspondenz g iiberhaupt keine Ausnahmepunkte 
hat, durch die Differenz aus: 


C= mb +0 + Bim —3)) —B +>) (a(a — 1) 4+ 20)—B- > N, 
wo sich die Summe a iiber alle singuliren Punkte von f erstreckt. 


Man kann mit Benutzung des oben angegebenen Ausdrucks fiir das 
Geschiecht p dieser Formel die Gestalt geben: 
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C= m(b +b + B(m — 3)) — B- ((m— 1) (m— 2) — 2p +S! W) 
= (mb — B) + (mb' — B) + 26p — BS’ N, 


wo > N beispielsweise dann verschwindet, wenn die singuliren 


Punkte von f nur getrennte Zweige haben. 


10. 


Sind auf der Curve f Ausnahmepunkte (§ 8) der Correspondenz 
gm vorhanden, so sind auch die in diese fallenden Schnittpunkte in 
der Formel fiir C in Abzug zu bringen, beziehungsweise die fiir die 
singuliren Punkte von f, welche Ausnahmepunkte sind, angegebenen 
Zahlen zu modificiren. 

Die Bestimmung dieser Abinderung erfordert ein niaheres Kin- 
gehen auf die normirte Function m. Es mége ein a-facher Punkt 
von f b-facher Punkt der Correspondenzcurven g(P’) und b’-facher 
Punkt der o(P) sein. Derselbe befinde sich — was durch lineare 
Transformation immer erreicht werden kann — im Ursprunge z=y=0 
des Coordinatensystems. 

Dann steigt die Function: 

p(xyZ, xy'2’) 
hinsichtlich der Variabeln z und 2’ nur bis zu den Graden an: 
b—b=—p; b—b =p. 

Die Coefficienten [A,], [B,] ... des Ausdrucks F(xyz) erheben 
sich (§ 5) hinsichtlich der Variabeln 2 héchstens: 


[A,] bis zum Grad p+ yp’, 
Bl, (Bl » » ” pt+p —2, 


[K,| es [Kp] ” ” ” Pp + p Pees 28, 


wahrend: 
f ~ Oa? he oy 
in ¢ bis zum Grad m — a =a, dagegen: 
a= 


nur bis zum Grad @ — 1 wirklich ansteigt. Setzt man nun: 
[A] = 4, 
(Blf + (Blh=B, 


[Kul A? +--+ (Kal fl’ = XK, 
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so sind in der Gleichung der Coincidenzcurve: 
PF (wy2) =fA+ fo" -B+---+K=0 
die Coefficienten A, B, ..., K hinsichtlich ¢ vom Grad 
P+P, pty —2+a,--,p+p — 26 + Ba. 

Da es sich um die Schnittpunkte dieser Curve mit f= 0 handelt, 
so ist es erlaubt, die Gleichung derselben mit Hilfe von f umzu- 
gestalten, sofern der Grad dadurch nicht erhdht wird; man kann auf 
diese Weise den Grad eines jeden Gliedes, wie: A-f,’, Bf,P—,..., 
Ef,e-*, ... hinsichtlich der Veriinderlichen ¢ auf den von K, also 
auf p+ p -- 28+ Ba herabdriicken. Betrachtet man nimlich das 
(¢+ 1) Glied E- f,8-*, so ist ¢ in E héchstens bis zum Grad 
p +p’ —2i+ ia vorhanden. Andererseits darf man voraussetzen, 
dass z in E wirklich vorkommt, wenn dieses Glied nicht bereits unter 
den Grad von K in g hinabgeht. Sei also: 

E=eqe+e, 
wo der Grad von e, und e, in g niedriger ist, als der von EF. Hat 
ferner die Function f, nach absteigenden Potenzen von ¢ geordnet, die 


Gestalt: 
f=2P+2e71Q4+--,, 
fy = ae" P+ (a — le? Q+-:-- 


Daher ist der Ausdruck: 
fi (fy E — fac) = fp B 
hinsichtlich 2 von niedrigerem Grad, als f,°-' EZ. Zieht man also von 
F(ayz) das Product ab: ; 
fe - ae, 


das von derselben Dimension in 2, y, 2 ist, wie F, so wird dadurch 
der Grad in 2 des (¢ + 1)" Gliedes mindestens um 1 erniedrigt. Man 
kann dasselbe Verfahren nun wieder auf /,’-‘-!. EH’ anwenden und 
erniedrigt so, durch (héchstens) (8 — 7)-malige Wiederholung des 
Verfahrens den Grad des betrachteten Gliedes um (8 — #) Einheiten, 
also auf mindestens: 
p+p — 21+ ia + (6 —1) (a — 1) — (6—i) = p+p' + Ba—2), 
d. h, auf den Grad von K. 

Verfahrt man ebenso mit den iibrigen Gliedern, mit Ausnahme 
des letzten, so erniedrigt sich iiberhaupt der Grad von F hinsichtlich z 
auf den des letzten. Die so umgestaltete Function: 

F+af=0 

ist noch immer als homogener Ausdruck #'" Dimension in den 
fi(¢ = 1, 2, 3) darstellbar. Denn die oben durch die erste Umformung 
erhaltene Function E’: 


so ist: 
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E’ =f, E — fae 
lisst sich mit Hiilfe der Identitit: 
m-f=fethy + fhe 


als homogene lineare Function der f; darstellen, und das (¢-++-1)'* Glied 
wird sowenig, wie bei dieser Umformung, bei den spiiteren die Eigen- 
schaft einbiissen, homogen und linear von der #'" Dimension hin- 
* sichtlich der f; zu sein. 

Diese Function: 


F+Aaf=O(/, hrf, rye) 


hat nun, da sie in ¢ bis zum Grad: 


p+p + Ba —2)=—p+p + B(m— « — 2) 
ansteigt, im Ursprung des Coordinatensystems mindestens einen: 
b+ 0 + B(m — 3)— {p+ p' + B(m — « — 2)} 
=b+h+A(«— 1) 


-fachen Punkt, und also mit f= 0 an dieser Stelle mindestens: 


a(b + + B(« — 1) 


Schnittpunkte gemein. Diese Zahl wird nicht tiberschritten, solange 


die erste Polare: 
g, fi + fo + & fh = 0 

mit f nur @(@ — 1) Schnittpunkte in dem Ursprung des Coordinaten- 
systems besitzt. Wenn diese Zahl aber durch gegenseitige Beriihrung 
der Zweige von f und hereinfallende Verzweigungsstellen , wie dies im 
vorigen Paragraphen ausgefiihrt ist, um: 

26+ N 
grésser wird, so vermehrt sich die Anzahl der Schnittpunkte des obigen 
homogenen Ausdrucks B'" Ordnung ® von f, f.f, um: 


B(26 + N), 
sodass die Gesammtzahl der in einen a-fachen singuliiren Punkt von f 
fallenden Schnittpunkte von ® = 0 mit f= 0 gleich: 


a(b + 8 + Bla — 1)) + B26 + N) 
ist, also um a@(6-+ 6’) grésser, als die Zahl der in den a-fachen 
Punkt von f fallenden Schnittpunkte betriigt, wenn derselbe kein Aus- 
nahmepunkt von @ ist. 

Schliesst man ein noch héheres Verschwinden aus, indem man 
annimmt, dass die Curven (P’), p(P) die Zweige von f in dem 
a-fachen Punkt nicht beriihren (eine Beschrinkung, auf die ich unten 
noch zuriickkommen werde) so kann man sagen, dass die Anzahl C 
der eigentlichen Coincidenzen sich ausdriickt durch die Differenz: 
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C= mb + 0 + B(m—3)) — >’ 40) a 
— 6 > (e(«— 1) + 20)—p S'N 
= (mb — >’ ba — p) + (mo — >’ ve — 8) 


+26p—6- > N 
=x+x+26p—B SN. 


In dieser ,,Correspondenzformel bezeichnet: 


x= mb — >) ba — B; x = mb’ — >) va — 6 


die Anzahl der mit P’ (bez. P) beweglichen und nicht nach P’ (bez. P) 
zuriickfallenden Schnittpunkte der Correspondenzcurven g(P’) bez. 


»(P) mit f, wihrend die Summenzeichen a sich auf alle Ausnahme- 


punkte der Correspondenz g beziehen, mdgen dieselben singulire 
(a-fache) Punkte von / sein, oder einfache (@ = 1), sowie in’solche 
singuliren Punkte, die nicht Ausnahmepunkte von p sind. Im ersteren 
Fall geben die Zahlen 6 und §’ die Vielfachheit der Correspondenz- 
curven in einem «@-fachen Punkt von f an, im letzteren sind diese 


beiden Zahlen Null. — Die Summe >N erstreckt sich auf solche 


Singularitiiten, welchen (s. oben) ,,Verzweigungsfactoren“ der Discri- 
minante entsprechen, und ist gleich Null fiir solche, welche nur aus 
einfachen (nicht ,,superlinearen“) Zweigen, die sich jedoch beliebig 
beriihren kénnen, bestehen. 

Die Gesammtzahl der in die Ausnahmepunkte und die tbrigen 
singuliren Punkte von f entfallenden Schnittpunkte der Coincidenz- 
curve mit f zerfallt in zwei Theile, deren einer allein den betreffenden 
Punkten, sofern sie singuldre Punkte von f sind, entspricht, wihrend 


der andere: 
> O+¥)a 


nur verschwindet, wenn diese Punkte aufhéren, Ausnahmepunkte von 
zu sein. Dieser letzte Theil ist nun aber genau gleich der Anzahl 
der mit xy’, bez. xy nicht beweglichen Schnittpunkte der Curven  (P’) 
und g(P) mit f, unabhingig von der gegenseitigen Lage dieser Punkte. 
Diese Zahl bleibt offenbar erhalten, wenn die Ausnahmepunkte theil- 
weise zusammenriicken, d. h. wenn die Correspondenzcurven in ein- 
fachen oder singuliren Punkten von f diese Curve einfach oder beliebig 
vielfach beriihren. Die Correspondenzformel verliert also in diesem 
Fall ihre Giiltigkeit nicht; die oben angegebene Bedeutung der Zahlen 
x und x’ ist nicht einmal dem Wortlaut nach zu modificiren. 
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Ich schliesse hier noch eine Bemerkung an, auf die ich spiter zuriick- 
kommen werde. Wenn aus einer Correspondenzgleichung g = 0 sich 
ein Factor absondern lisst, der eine Function von einem der beiden 
Variabelnpaare allein ist: p(ayz), so dass etwa: 


-F. 


p(xyz, y's’) = p(ayz)- gp (xye, vz’) 

ist, so ist die Zah] der Coincidenzpunkte von g = 0 auf f = 0 gleich 
derjenigen von g =0. Denn p wird zwar Factor der Coincidenz- 
curve von @ sein, aber die Schnittpunkte von p—0O mit f= 0 sind 
simmtlich Ausnahmepunkte und kommen demnach bei Aufstellung 
der ,,eigentlichen“ Coincidenzpunkte von nicht in Rechhung. 

Es eriibrigt nun noch die letzte Beschriinkung aufzuheben, die 
im Vorstehenden beziiglich der Correspondenzcurven gemacht wurde, 
indem man namlich voraussetzte, dass dieselben die Curve f in dem 
(beweglichen) Punkte P’ (bez. P) nicht beriihren. Es wird dies dazu 
fiihren, der Zahl 6 eine von der angegebenen etwas abweichende Be- 
deutupg beizulegen, um die oben aufgestellte Formel auf alle moég- 
lichen Fille anwenden zu kénnen. 


11. 
Ueber Beriihrung von Curven. 


In den beiden vorigen Paragraphen wurde angenommen, dass in 
dem Punkte =z’, y=y' die Curve f von keinem der Zweige der 
Correspondenzeurven g(P’), p(P) beriihrt wird. Liisst man diese 
Voraussetzung fallen, so kann es vorkommen, dass die Function » 
(die jetzt wieder in nicht homogener Form angenommen werden midge), 
wenn man 2=—2, y=y setzt, nicht identisch verschwindet, woh! 
aber dann den Factor f(a’y’) erhilt. 

Entwickelt man in diesem Fall die Functionen: 


pay, HY) = o(@—2) +2, Y—y)+y¥; vy), 
f(2y) =f(@#-—2)+2, Y—y)+y) 
nach steigenden Potenzen von x — 2 und y — y, und bezeichnet man 


die Gesammtheit der Glieder i" Dimension hinsichtlich « — x’, y— y’ 
durch den Index i, so erhalten f und @ die Form: 


=fththtes 
P= PM +P ++P+t*':: 
Nach Annahme wird dann: 
% =Acho» 
wo 4, eine ganze Function von x y' ist (aber auch gleich Null sein 
kann) und: 


fo =f(#y)- 
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Man bilde nun die Functionen: 


P — Anh =P —%=Pit Viti t Pets 
f-hK=hAththt::: 
wo g; die erste nicht verschwindende Function in der Reihe g,, 9,,... 
sein mdge, f, aber nicht verschwinden kann, weil 2’ y' ein ein- 
facher Punkt von f ist. Ist f, nicht Factor von g;, so haben die 
Curven f und @ keine Beriihrung in P’, und die Multiplicitit des 
Schnittpunktes P’ von f und (P’) ist gleich i. 
Ist aber f, Theiler von g;, ist also identisch: 
pi =f; Qi-1, 
wo nun gj; homogen in « — 2’, y—y' ist, mit iibrigens Coeffi- 
cienten, die ganze Functionen von 2’ y’ sein werden, so bilde man 
den Ausdruck : 


Y= (P— Go) — G4 (f— fy) = (Pir — G1 fa) + (Hite — Gi-1 fy) + °° 
= Viti t viet -:- 

Ist f, nicht Theiler von %4:, so beriihren sich die Curven f = 0 
und »y=0O in P’ nicht, und die Anzahl ihrer Schnittpunkte in P’ 
ist gleich «+ 1. Ebenso gross ist die der Curven » (das heisst p(P’)) 
und f. Ist aber f, Factor auch von ¥4:, bestehen also gleichzeitig 
die beiden identischen Gleichungen: 


Pi =f, 0-1, 
Pip =he-sithe, 
wo g; eine homogene Function i" Dimension von « — 2’, y — y' ist, 
so setze man wieder: 


4= ¥ — o(f — fo) = (Y — Go) — (@-1 + 01) (f — fo) 

= (i429 — Q-1fy — Oh) Fs = Me testes 
untersuche die Theilbarkeit von 4;;, durch f; und fabre so fort. Da 
sich die Vielfachheit des Punktes, welchen die Curven 9, y, yz, ... 
(siimmtlich als Functionen von xy aufgefasst) in P’ besitzen, fort- 
wiihrend erhéht, so muss zuletzt der Fall eintreten, dass dieselbe gleich 
der Multiplicitét des Schnittpunktes von f und @ wird. Ist dies etwa 
nach (6 — 7)-maliger Wiederholung der Fall, so dass also in: 


© = (~ — ) — O(f — fy) = Op + Pp + °- 
O = Oi-1 + 0: + O41 + +++ + Op-2 


ist, alle Glieder von der i‘, (¢ + 1)'", ... bis (6 — 1) Dimension 
in x — 2’, y—y’ identisch verschwinden, wahrend erst 3 von Null 
verschieden ist, so hat die Curve ®=—0 in dem Punkte P’ einen 
B-fachen Punkt, dessen Zweige simmtlich die Curve f nicht beriihren, 


wo 
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® besitzt demnach genau 6 Schnittpunkte mit / an dieser Stelle. Die 
Functionen 9;-1, ..., @g—2 bestimmen sich dann aus den Gleichungen: 


Pi —_ ei-1f;; 
Viti = O-r1f, + if, 
(1) Pit: = O-1f3 + Oi/e + Oi4i/,, 


Pp = O-1 fei + Ofer + ++ + Oph, 
welche sich durch Nullsetzen eben jener Glieder niederster Dimension 
von ® ergeben. 

Wenn also zwei ebene Curven gp = 0 und f =0 an einer Stelle, 
wo die letetere nur einen einfachen Zweig besitet, bei beliebigem Ver- 
halten der Curve » =0 eine gewisse Anzahl von Schnittpunkten ge- 
meinsam haben, so lisst sich eine ganze Function @ von xy finden 
derart, dass die Curve: 


(— — %) — ef — fh) =9 
an derselben Stelle einen vielfachen Punkt besitet, dessen Zweige f nicht 
beriihren, und dieselbe Anzahl von Schnittpunkten mit f hat, wie »*). 
Die hier vorgetragene Methode Jiisst sich (Sitzb. d. math.-phys. Cl. 
d bayr. Acad. d. Wiss. 1888) auf die Bestimmung der Maultiplicitit der 
Schnittpunkte zweier Curven von beliebigem Verhalten an einer ge- 
gebenen Stelle anwenden. 


12. 
Das Correspondenzprincip fir Berihrungscorrespondenzen. 


Zuriickkehrend nun zu der Frage der Coincidenzen einer Corre- 
spondenz (ry, 2 y’)=0O auf der Curve /(zy) =O in dem Falle, 
dass eine Beriihrung der Zweige von p mit f in x=—2', y=y’ statt- 
findet, wollen wir zuniichst den Begriff der ,,Werthigkeit“ erweitern. 
Unter Werthigkeit einer Correspondenz  verstanden wir oben die 
Ordnung des Verschwindens der Function » fiir c= 2, y= y'. Unter 
Werthigkeit der Correspondenz p hinsichtlich der Gleichung f = 0 mige 
in der Folge diejenige Zahl verstanden werden, welche die Multipli- 
citit des Schnittpunktes «= 2’, y=y' der Curven / und g(P’) an- 
giebt. Diese Zahl giebt zugleich genau die Multiplicitiit des Schnitt- 
punktes 2 =z, y =y der Curven / und p(P) an. Denn da die- 


*) Man beweist leicht, dass im Falle i= 1 die Gleichungen (1) die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir enthalten, dass m und f sich in B 
consecutiven Punkten treffen. — Beriihrt die Curve  diejenige f einfach, jedoch 
mit y verschiedenen Zweigen, so beginnt die Entwicklung von @ mit den Gliedern: 


g =f + fo oe + fi? 9, + °° +A Gye + Py +°°° u. 8. W. 
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selbe definirt ist durch die Vielfachheit (etwa 6) des Punktes x = 2’, 
y=y der Curve (§ 11): 


= (9 — H) — ef — fh) = 9, 
und da ferner das Verschwinden der 6 —1 ersten partiellen Ab- 
leitungen von ® nach zy, genommen fir ~—2', y=y’, nach § 2 
auch das der ersten 6 — 1 Ableitungen von ® nach a’y’ (fiir 2’ = 2, 
y =y) nach sich zieht, so hat » — mg, =O in diesem Punkt mit / 
dieselbe Anzahl 6 von Schnittpunkten, gleichviel, ob man zy oder 
zy als Veriinderliche ansieht. 

Diese Zah] 6, die wir in der Folge, wenn ein Missverstindniss 
ausgeschlossen ist, schlechtweg die Werthigkeit der Correspondenz » 
nennen werden (und deren hier gegebene Definition mit der friiher 
von mir aufgestellten und auch von Anderen angenommenen iiber- 
einstimmt), ist nun in der Formel des § 10 an Stelle der als Werthig- 
keit von gm bezeichneten Zahl einzusetzen, wenn es sich um die Coinci- 
denzen auf / einer Correspondenz p handelt, die in c=—xv, y=y 
mit f irgend welche Beriihrungen eingeht derart, dass B die Multiplicitit 
des Schnittpunktes ist. 

Denn wenn die Gleichungen: 

p(zyx'y) = 0, /(a@y)=90, (vy) =0 
gleichzeitig bestehen, so kann man an Stelle von gm auch die Function 
setzen : 


® = (9 — Ah) — (S—h) 0 = (9 — H) —(f—fhe, 


h= [(x y) 
ist, und die Bedeutung von g, a, oben erklirt ist. Um das Ab- 
zihlungsverfahren des § 10 auch auf diesen Fall iibertragen zu kénnen, 
muss man mit Hilfe der Variabeln z und z, wie friiher, homogen 
machen, wodurch der Ausdruck ® die Form annimmt: 


gard +/6+f/t= (xyz, x yz’) = 0. 
Diese Correspondenz besitzt nun wieder die Werthigkeit 6 ,,an sich“ 
(d. h. ohne Bezug auf /) und kann, wie vordem, in die Form eines 
homogenen Ausdrucks #'' Dimension in wow verwandelt werden. Sub- 
stituirt man in diesen wieder: 
u:v:w=f'(x): f(y): f ©), 

so erhilt man, nachdem 2 =z, y =—y, 2 =z gesetzt ist, eine 
Gleichung: 


wo: 


F(ayz) =0, 
deren nicht in die Ausnahme- und singuliiren Punkte von / fallenden 
Schnittpunkte die (eigentlichen) Coincidenzpunkte der Correspondenz 
® = 0, oder auch der Correspondenz: 
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ai2'*o = 0 
sind. Nach der Bemerkung am Schlusse des § 10 sind aber diese zu- 
gleich die Coincidenzpunkte von selbst. 

Nun gehéren zu den Ausnabmepunkten der Correspondenzcurven 
®(P) und O(P’) — deren Grad gleich q+ und g+0' ist — 
simmtliche Schnittpunkte von: 

a=), gt = 


mit f=0, die, wie die anderen in die Ausnahmepunkte fallenden, 
von der Gesammtzahl der Schnittpunkte von / = 0 und f= 0 


m(b-+a+U +4 + B(m— 3) 

in Abzug kommen. Die in die singuliren Punkte von f und die 
anderen Ausnahmepunkte fallenden Schnittpunkte von ®(P) und %(P’) 
mit f sind im Uebrigen genau dieselben, wie die von g(P) und o(P’), 
wegen der zwischen go, ® und f bestehenden identischen Gleichung; 
mit Riicksicht auf die Formel des § 10 und deren Ausdehnung 
auf den Fall, dass Beriihrungen in den Ausnahmepunkten stattfinden 
kénnen, ist demnach die Anzahl C der Coincidenzpunkte von © = 0 
und also von gm = 0 auf f gleich: 


C=mb+q+h +a +B(m— 3)) — » 4 (6 + 0’) « 
—B >) (@(@ —1) +20) 6 >’ N-m@+9) 
=—x+x +2pp—B»> N, 


wo simmtliche Gréssen die oben § 10 angegebene Bedeutung haben, 
insbesondere : 


x = mb — >) ba —- B; x = mb — >) va 


ist; nur bedeutet 6 hier die Werthigkeit der Correspondenz gp hin- 
sichtlich f. 

Die Correspondenzformel des § 10 wmfasst also alle Féille von 
Correspondenzen p = 0 mit beliebigem Verhalten in den Ausnahme- 
punkten und in dem Punkt «= 2’, y= y, «=—2 der Curve f (die 
ihrerseits beliebige Singularititen haben kann), wenn unter B die Werthig- 
keit von p in Bezug auf f verstanden wird, wiihrend x und x’, p und 
N die a. a. O. angegebene Bedeutung haben. 

Da eine Correspondenz auf einer gegebenen Curve f mit Riicksicht 
auf die Zahl ihrer Coincidenzen auf f vollkommen bestimmt ist durch 
die Zusammenstellung : 

. [x, «|e, 


so kann man sich derselben zu ihrer Charakterisirung bedienen. 











'y 


t 
h 
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Beispiel einer Bertihrungscorrespondenz : 
gp=2-fe)t+y¥-fyte-f), 
wo f(x)... die partiellen Ableitungen der ganzen homogenen Function 
{(xyz) sind, und noch die Bedingungsgleichungen bestehen: 
f(zyz)=9, f@ye) =9. 

Man erhalt durch das angegebene Verfahren: 

® = 227" — (n — 1) ef (xyz) — a f(a'y'#’) = 0 
an Stelle von g, eine Correspondenz mit der Werthigkeit 6 —2 an 
sich; hat also die Werthigkeit B —2 in Bezug auf f. 


13. 


Das Correspondenzprincip fiir Correspondenzen mit negativer 
Werthigkeit. 


Wenn man im Vorstehenden, um die Allgemeinheit der Voraus- 
setzungen zu wahren, ,,Ausnahmepunkte“ einer Correspondenz, Be- 
rihrungen der Correspondenzcurven mit der Grundcurve f in dem 
Punkte z=, y= y', 2=2' und beliebige Singularitiiten dieser Curve 
annahm, so brachte dies ohne Zweifel manche Weitliufigkeiten in die 
Untersuchung; es bedingte nimlich: 

1) Die Normirung der Gleichung der Correspondenz, 
2) Deren Umgestaltung, sowie die der Gleichung der Coincidenz- 
curve, mit Hiilfe von f(ryz) = 0 und f(2'y'2’) = 0. 

Indessen diirfte kaum auf andere Weise die Einsicht in die 
algebraische Seite der behandelten Frage gewonnen werden kénnen, 
als indem man, wie dies oben geschehen, einen Weg sucht zu der 
von fremden Factoren freien Coincidenzgleichung und deren Resultante 
mit f. Uebrigens erweisen sich die entwickelten Hilfsmittel, wie 
ich schon oben zeigte und in spiiteren Arbeiten noch weiter auszu- 
fiihren gedenke, auch als zureichend fiir die Bewiiltigung anderer 
nicht minder wichtigen Probleme, die einen unmittelbaren Zusammen- 
hang mit der Theorie der algebraischen Functionen einer Variabeln 
nicht haben, 

Auf die nahe Beziehung dagegen der vorbehandelten Fragen zu 
dieser Theorie und derjenigen der Abel’schen Functionen wirft ein 
interessantes Licht die erwihnte Arbeit des Herrn Hurwitz, in 
welcher eine merkwiir’e Erweiterung des Begriffs der Correspondenz 
zwischen zwei Punkten einer Curve (Riemann’schen Fliiche) aufgestellt 
wird, Betrachtungen iiber Modularcorrespondenzen hatten Herrn 
Hurwitz zur Conception von Correspondenzen gefiihrt, welche nicht 
durch eine, sondern durch (mindestens) zwei Gleichungen (zwischen 
den Coordinaten der sich entsprechenden Punkte) definirt sind, die 

Mathematische Avnalen. XXXI, 27 
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einen Theil ihrer Lésungen gemeinsam haben, und welche entweder 
Correspondenzen mit negativer Werthigkeit oder von Herrn Hurwitz 
als ,,singular“ bezeichnete Correspondenzen sind. Diese letzteren sind 
die gemeinsamen Lésungen zweier von einander unabhingiger Glei- 
chungen, die jedoch vermége des besonderen Charakters der Curve, 
auf welcher sie bestehen, sich gegenseitig nicht véllig ausschliessen*). 

Ich unterlasse es, hier auf dieselben einzugehen. Dagegen lisst 
sich das algebraische Gegenbild solcher Correspondenzen, denen man 
eine negative Werthigkeit zuerkennen muss, leicht in einer Form dar- 
stellen, aus der man ersehen wird, dass dieselben in naher Beziehung 
zu den von mir (d. Annalen, Bd. VII, S. 615) untersuchten Corre- 
spondenzen mit verschiedenwerthigen Punkten stehen. 

Es kann namlich eintreten, dass diejenigen Punkte P, welche 
vermége einer Correspondenz: 

p(zy, vy’) =0 

einem gegebenen Punkt zy (P’) der Curve: 


f(y) = 9 
entsprechen, und nicht in P’ oder in die Ausnahmepunkte fallen, fiir 
jede Lage von P’ in rational trennbare Gruppen zerfallen, ohne dass 
deshalb die Gleichung o = 0 selbst zerfallt, oder mit Hiilfe von 
f =O zerfallbar gemacht werden kann. 

Beispiel. Besteht die Correspondenzcurve p(P’) aus dem Product 
der von dem Punkt P’ von f ausgehenden Tangenten an f, so zer- 
fallen die P’ entsprechenden Punkte P in zwei Gruppen: 

1. Die Beriihrungspunkte der Tangenten, deren jeder fiir zwei 
Punkte P zu rechnen, ,,zweiwerthig“ ist, 

2. Die iibrigen (einwerthigen) Punkte, in welchen die Tangenten 
die Curve f noch weiter treffen. 

Erfolgt, wie in diesem Fall, die Trennung der verschiedenen 
Gruppen in der Weise, dass die dem P’ entsprechenden Punkte P 
verschiedene Werthigkeit besitzen, sind also x) von den x Punkten, 
die P’ entsprechen, o-Wwerthig, d. h. als @ einfache Schnittpunkte 
von o(P) mit f zu zihlen, — wir bezeichnen dieselben als Punkte 
Po—, %« Punkte P, 6-werthig, u. s. w., so ist: 


H=O'% + O-%+°-- 
die Gesammtheit aller einfachen Punkte P, welche — abgesehen 
von den Ausnahmepunkten und P’ selbst — die Correspondenzcurve 


*) Die Existenz solcher Correspondenzen auf Curven, die gewisse Symmetrie- 
verhiiltnisse aufweisen, war mir schon friiher im Verlauf eines brieflichen 
Verkehrs mit Herrn Zeuthen zu Anfang der siebenziger Jahre bekannt ge- 
worden. 
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g(P’) ausschneidet, und es ist leicht zu sehen, dass, wenn man um- 
gekehrt die Correspondenzcurve g(P) fiir einen der Punkte Pg bildet, 
die Curve (P,) in dem ihm entsprechenden Punkte P’ ebenfalls 
einen g-werthigen Punkt besitzt. Dies ist fiir den Fall, dass der 
e-werthige Schnittpunkt in Py ein g-facher Punkt der Correspondenz- 
curve p(P’) = 0 ist, unmittelbar klar, wenn man sich des Satzes in 
§ 2 erinnert. Ist aber die Werthigkeit von P, eine g-fache nur ,,in 
Bezug auf f“ (also etwa durch ein- oder mehrfache Berihrung ent- 
standen), so kann man nach dem im § 11 ausgesprochenen Satz den 
Ausdruck g = 0 durch Addition von f mit einer passend gewihlten 
Function in die Gleichung einer Correspondenzcurve mit @-fachem 
Punkt verwandeln, fiir welche wieder die erste Bemerkung gilt. 

Hiernach also zerfallen auch die dem Punkt P entsprechenden 
Punkte P’ in x, @—, %¢ 6 —---werthige. Ist die Gesammtzahl 
der einfachen Schnittpunkte, die P entsprechen, gleich x’, so hat 
man wieder eine Beziehung von der Form: 


x= O0-x%,+6-u¢+--: e 
Aber auch die Coincidenzgleichung: 


(fF, ffs xy2) = 0 
muss in diesem Fall entweder direct oder mit Hiilfe von f= 0 rational 
zerfallbar sein, indem die Coincidenzen von P’ mit einem der @-fach 
zihlenden Schnittpunkte P, als e-fache Coincidenzen vom den iibrigen 
6-fachen u. s, w. rational sich trennen lassen miissen. Giebt es Cp, 
Coincidenzstellen der ersten Art, C,.der zweiten, u. s. w., so dass 
die Gesammtzahl C sich aus: 


C=e0%+6C,+:-: 
zusammensetzt, so geht die Correspondenzformel des § 10 durch Sub- 
stitution dieser Werthe in die folgende iiber: 


(Cy — %_ — %g) + 5(Cy — %q — xq) + +++ = 2pB, 

(wo der Kinfachheit wegen N =O angenommen ist). 

Eine Bedeutung erhiilt diese Formel namentlich dann, wenn sich 
von den Coincidenzzahlen: 

Co, Ca, .- 

alle bis auf eine auf directem Weg bestimmen lassen. 

Es kann niémlich vorkommen, dass die Beziehungen 1) zwischen 
P und Py; 2) zwischen P und P,; u. s. w. je durch besondere 
Correspondenzgleichungen darstellbar sind, so dass die Gleichung ihrer 
Coincidenzeurven (ndthigenfalls mit Hiilfe von f= 0) als Factor der- 
jenigen von @ sich absondern lassen*). 





*) So kommen in dem oben betrachteten Beispiel die Coincidenzen von P’ mit 
der ersten Gruppe in die Wendepunkte der Curve f zu liegen, ihre Coincidenz- 


27° 
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Bleibt dann noch eine solche Beziehung tbrig, welche nicht, wie 
die anderen, isolirbar ist, so lasst sich diese als Correspondenz alge- 
braisch durch den (allerdings nicht ausfiihrbaren) Quotienten aus der 
gegebenen Correspondenz und dem Product der isolirbaren P... Po, 
P...P,,..., erhoben je auf eine entsprechende Potenz, definiren. Die 
Anzahl ihrer Coincidenzen ist gleich der Differenz derer von Zihler 
und Nenner, wie denn auch die Anzahl der in den Punkt P’ zuriick- 
fallenden Punkte P, d.h. die Werthigkeit der nicht isolirbaren Corre- 
spondenz, durch eine Differenz darstellbar ist, die unter Umstanden 
negativ ausfillt. 

Dies ist die algebraische Interpretation der Correspondenzen — 
auch der allgemeinsten — mit negativer Werthigkeit. Man sieht, dass 
dieselben nur wieder auf die bereits bekannten Correspondenzen mit 
verschiedenwerthigen Punkten zuriickfiihren, welche, wenigstens von 
algebraischem Standpunkt aus, kein hervorragendes Interesse zu be- 
anspruchen scheinen. — Die algebraische Auffassung erhellt aus dem 
folgenden Beispiel fiir Correspondenzen mit zerfallender Coincidens- 
gleichung, das seiner pragnanten Form wegen zum Schluss hier Platz 
finden mége. 

Gegeben sei die Gleichung einer Curve n'* Ordnung mit einem 
unendlich fernen Punkt je auf der X-Axe und der Y-Axe, deren 
Gleichung also die Form hat: 


f(xy) = A-ay+B=—0, 
wo A und B Functionen von x,y bez. von der (nm — 2)" und der 
(m — 1)" Ordnung sind. 

Kin Punkt P” mit den Coordinaten 2”y” werde beliebig auf f 
angenommen, und durch ihn parallel mit der X-Axe eine Gerade ge- 
legt, welche die Curve in noch »m —2 Punkten, die im Endlichen 
gelegen sind und als Punkte P’ bezeichnet werden mdgen, trifft. 

Ebenso schneide eine Parallele zur Y-Axe durch P” noch in 
nm — 2 endlichen Punkten P. Dann findet zwischen den Punkten P 
und P’ ein Entsprechen statt, das (§ 12) durch: 


[( — 2), (mn — 2)? 
dargestellt werden kann, weil jedem Punkt P » — 2 Punkte P” ent- 
sprechen, zu deren jedem wiederum » — 2 Punkte P’ gehéren. Man 
kann diese Correspondenz (PP”) isolirt nicht darstellen. Denn wenn 
man aus: 
y=; v=2"; fey’) =0 





curve ist also die Hesse’sche, welche sich als dreifacher Factor aus der Coincidenz- 
gleichung ausscheiden lisst, die in diesem Fall nichts Anderes, als F'(/,f./,) = 9 
ist, wo F'(uwvw) = 0 die Curve f in Liniencoordinaten geschrieben bedeutet. 
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y” eliminirt, so erhilt man die Correspondenzgleichung: 


f (a y) _ 0, 
die hinsichtlich z und y’ je zum (m — 1)" Grad ansteigt. Die Curven 
y(P), p(P’) bestehen aus je (nm — 1) Parallelen zu einer der Axen, 
die durch die im Endlichen gelegenen Schnittpunkte der Geraden 
y= y", bez. x’ = 2” mit der Curve gehn, wovon also je eine durch 
den Punkt P’ (bez. P) selbst hindurchpassirt. Die Correspondenz 
f(a y) = 0 ist also charakterisirt (§ 12 a. E.) durch: 


[m(m — 2), m(m — 2)),, 


2n(n — 2) + 2p 
Coincidenzen, unter denen sich auch diejenigen unserer Correspondenz 
(PP’) befinden miissen. 
Aber es befinden sich offenbar unter ihnen auch diejenigen der 
Correspondenzen: 


die Gréssen x 


und besitzt demnach: 


t= x”, y= y”; 
die beide von der Form: 
[n —2, n— 2], 


1 2[2n — 4+ 2p] 
Coincidenzen haben. Es bleiben also fiir die Correspondenz (P P’) noch: 
2n(m — 2) + 2p — 2[2n — 4+ 2p) = 2(n — 2)? — 2p 
Coincidenzen, welche dem Quotienten: 

f(xy’) 


(@—#)(y—y) 
entsprechen. Die Werthigkeit der durch diesen Quotienten dargestellten 
Correspondenz ist gleich — 1, weil die des Zihlers —-- 1 ist, die 
des Nenners = -+ 2. In der That ergiebt die Correspondenzformel — 
die auf Zaihler und Nenner einzeln anwendbar ist, und also fiir den 
Quotienten gelten muss, wenn man negative Werthigkeiten zuliisst — 


den oben erhaltenen Ausdruck: 


(n — 2)? + (m — 2) + 2p(— 1) = 2(m — 2)? — 2p. 


sind und zusammen: 


Tiibingen, im November 1887. 








Ueber die Potenzreihen der hyperelliptischen Thetafunctionen. 
Von 


Ep. Witruetrss in Halle a./S. 


Bekanntlich besteht diejenige Eigenschaft, welche die Weierstrass’- 
ischen hyperelliptischen Thetafunctionen vor den Jacobi’schen aus- 
zeichnet, darin, dass die Coefficienten der Entwicklung der ersteren 
nach Potenzen der Argumente rationale Functionen der Verzweigungs- 
punkte und gewisser in den Integralen zweiter Gattung vorkommender 
Gréssen sind. Dass diese Coefficienten bei richtiger Bestimmung dieser 
Gréssen in den Integralen zweiter Gattung, abgesehen von einem allen 
gemeinschaftlichen Factor, auch ganze Functionen dieser Verzweigungs- 
punkte sind, davon existint, soweit mir bekannt ist, ein einfacher, 
unmittelbarer Beweis nicht. Einen solchen méchte ich hier liefern, 
und dabei méglichst wenig Voraussetzungen, namlich nur die folgenden 
drei, machen: 

1) die Definition einer Thetafunction durch Integrale dritter Gattung ; 

2) die Formel, welche die iibrigen Thetafunctionen aus dieser 

Thetafunction bei Vermehrung der Argumente um ein System 
halber Perioden ableitet; 

3) das Abel’sche Theorem fiir die Integrale erster Gattung. 


§ 1. 
Vorbereitungen. 


Als Ausgangspunkt nehme ich die Definition der Thetafunction 
durch das System von Gleichungen 


ava a] 
w= > fs a =, wa =f a — (6 = 1,2,---,@) 
@ 4q—1 “2041 
B) ty 210% = 9 0) OE — 14s t= Has «+» My — He) 
© (w,, We,.- Wo) © (ty, Ug, -. + Uo) 
“s & 





->/4 d aE aya +3 afl | €) #, 


@ @eq-1 42941 
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das ich in nur wenig verinderter Form auch meinen friiheren Arbeiten 
zu Grunde gelegt habe. In demselben ist 


= f(“) = S (?; + *) A, 2! = = gn] [lo Gu); 


=u 


und y bedeutet einen der Werthe von y ausgerechnet fiir 2 = &; so- 


dann ist 
ett 
f («\&) “ar t ‘) wl ‘) Aj4; 20'S), 
und endlich ist die Summation tiber @, wie spiiter die Summationen 
iiber B und y, von 1 bis @ auszufiihren. 

Dieses System werde ich nun so umwandeln, dass ich fir die 
folgenden Entwicklungen passendere Formeln erhalte. Ich differentiire 
zu diesem Zwecke die Gleichung (B) nach § und finde, wenn ich zur 
Abkiirzung bei der Thetafunction nur ein Argument — O(u,) statt 
O(u,, Uy, ++ +) Uy) — schreibe: 





élg O(u, — w,) élg 0 (w,) 
(1) a (+ — =a 
3 
Tala 
--D/f 2yn+2fiels) da. 
(« — &* 2y 
a—-1 


Hierauf bestimme ich mit Hilfe des Abel’schen Theorems 9 Grdéssen- 
paare Ca, der Art, dass 


Sfww de _ fiw 1 42 0; 


420-1 @2@+1 


die Gréssen ¢a, é, geniigen dann dabei fiir 7, y gesetzt der Gleichung 


e4+1 o-+-1 
o/] TT (7 — dex—1) + y Il (g — d2x-1) = 0. 
x=1 x=1 


Wenn ich jetzt 
tp — We = 
setze, so ist _ “i 
ava 


(2) D's oer s gf-t | ie aa sil 4s 


a—1 “2 0+-1 


~ 


wihrend die Gleichung (1) die Form annimmt: 
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Pg be x see) £p-1 











3 Oup al 
Te Va 
-->f/ 2ynt2f(ele) da. 
= (a — &)* 2y 
@Qa-1 


Hierin lasse ich die Argumente Null werden und subtrahire die so 
entstehende Gleichung von der urspriinglichen; da O(u,) eine gerade 
Thetafunction ist, so erhalt man 








Tava 
algO(u,) 2yn+2f(e|é) da 
ye A --P ety” 


An Stelle von u will ich wieder wu schreiben; dann aber miissen 
auch die oberen Grenzen in den Gleichungen (2) und (3) anders, z. B. 
mit Ye, Ye, bezeichnet werden. Dadurch ist man jetzt zu dem 
Gleichungssystem gelangt: 


tae 





: d 
(C) w= > J ii 
3] 0( ) tava 
Lin. “2yn+2f(@lé) da 
(D) 2 OU, §e 1 = 2/ (a — £)* 2y ’ 


in dem die Gréssen Ca, a dadurch bestimmt sind, dass der Ausdruck 


(E) ” il (% — dax-1) + y [I (E — dax-1) 


e=1 

verschwindet, wenn man in demselben Ca, ea fiir x, y setat. Die Argu- 
mente #. kénnen als dieselben Gréssen betrachtet werden, welche die 
Argumente in den Gleichungen (A) und (B) sind. — Von diesen 
Gleichungen ausgehend werde ich den hier zu entwickelnden Beweis 
fiir die in denselben vorkommende Thetafunction liefern, und damit 
auch zugleich fiir alle die andern Thetafunctionen, welche aus dieser 
durch Vertauschung der a, entstehen. 

Beziiglich der tibrigen Thetafunctionen wird der Beweis wohl am 
leichtesten dadurch zu fiihren sein, dass ich dieselben durch diese 
Thetafunction und ihre Ableitungen ausdriicke. Eine derartige Formel 
will ich jetzt hier entwickeln. Dieselbe kann als eine Ausdehnung 
der bekannten Gleichung der elliptischen Functionen 


2 62% 
— a .. ee ~ ee 


eu 








30 
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auf hyperelliptische Functionen betrachtet werden. Ich werde die 
selbe, da die Entwicklung dadurch am einfachsten wird, zuerst ftr 
den Fall beweisen, dass einer der Verzweigungspunkte, dao41, im Un- 
endlichen liegt. Die Gleichungen (C) und (D) gehen aber, wenn ich 


in denselben 


y? = (— > +1) 3 ( ~T*) Aj x* 
(<a 


=(aa, +1) Cot 2) Aver Il (@ — ai) — (G+ 1) 9", 


aa G3 e41 
also 


Grae eel Orie eel aay 


setze und hierauf age;; unendlich werden lasse, tiber in 





tae 
(4) 4 — Df ax 

a ae dul, 
. aa 2y'n'+2A(w\s) | dx 
6) as bet ~ar “e-F By”? 


wobei die c., e, fiir x,y gesetvt den Ausdruck 


(6) n TI (@— aie) + 9 I (E — ass) 


x=1 
zum Verschwinden bringen, wnd /, (#|§) sich nur dadurch von /(x|§) 
unterscheidet, dass in demselben A,’ an Stelle von A, fiir 
A=0,1,+++ 294+1 

und Null an Stelle von Ayo, steht. Jetzt lasse ich auch noch den 
Werth & in’s Unendliche riicken, nachdem ich die Gleichung (5) durch 
§e-! dividirt habe. Wenn ich dabei zugleich auch die Bezeichnung 
der oberen Grenzen ein wenig indere, gehen dadurch die Gleichungen 
(4) und (5), da noch aus dem Ausdrucke (6) folgt, dass fiir § = co 
die c, die Werthe az,_; annehmen, iiber in 


’ , 
a Va 


4— Df 
(7) ~ Se 


ava 


0 = 8 a = -2'J Q (a), # 
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wobei 
G(z)p = — 2 > (° = 7 Agyitn 0%. 
x=0 


Diese Gleichungen differentiire ich und eliminire die dz,; das Ergebniss 
ist die Determinante 


elgO(u, . ’ » | 
S Fapbae Wi Gee Beer +» Fee | 


| dus » *, tt, 4 He 
in der die zweite, dritte, u. s. w. Zeile aus der zweiten hervorgeht, 
indem ich dem 6 die Werthe 1, 2, u. s, w. gebe. Hierin sind die 
dus ganz beliebig, und ich kann daher fiir du, den Werth ¢?—' setzen, 
wo ¢ eine neue vollkommen unabhiingige Variable ist. Hierauf addire 
ich zur ersten Zeile die mit 2Ag4:, bez. 2(° + ") Aegis u. Ss. W. 


multiplicirten zweiten, bez. dritten u. s. w. Zeilen. Die erste Zeile 
nimmt dadurch die Form an: 





= 0, 








#lg O (wu, 9 — , 
(>! 7 a 1G )- ot2)Aserel?, —2O+2)Aseyoers?,---y—Qo-+2) Asstt 


und die iibrigen werden 
e, af, --., af. 
Die Determinante kann man jetzt in folgender Weise spalten: 


d*lg O(u,) a 
( a! Gui Ou, aster we GH) JayP¥, agit, + +, wy-3| 


te, xe, x28, ty Xoo | 
= )/ BR an! Bux 
tO, P21, afl, .. .) wep 1|" 





= (2¢+2) Azer 


Da die beiden Determinanten je gleich dem Producte der Differenzen 

der in ihnen vorkommenden Grdéssen sind, so ergiebt sich hieraus: 
@ lg 0 (w,) 

EP 1-60. Cot Aten J] 2)— 


Nun besteht andererseits die Formel 
Ul = , — ce (4,) - 0? (ue) x 
™ I (4u— a) = Yi e+2) Ase | OW)’ 
wo é, eine vierte Wurzel der Einheit bedeutet, und 


i@)= a; y? 
ist, wahrend die Thetafunction O(u.), durch die Gleichung 








20/8, 
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- Na (“at a) 
(10) O (te + @q) = G9 (a)n e* 
definirt ist, in der mit 7 eine achte Wurzel der Einheit bezeichnet 
wird, und 


’ 


(11) Oe — fo %- 


Diese Formel (9) kann bekanntlich aus der Gleichung (B) abgeleitet 
werden, indem man nur das Abel’sche Theorem fir die Integrale 
erster Gattung und die Gleichungen (10) und (11) zu Hilfe nimmt, 
wobei man sogar nicht einmal in (10) die Bedeutung von y, zu kennen 
braucht, — 

Gebe ich jetzt in der Gleichung (8) der noch beliebigen Variablen ¢ 
den Werth a, und driicke die rechte Seite mittels (9) durch den 
Quotienten der Thetafunctionen aus, so erhalte ich die gesuchte Be- 
ziechung fiir den Fall, dass einer der Verzweigungspunkte im Unend- 
lichen liegt: 


‘ e Ig u, (w,,) 
(12) 2 aK ae bu G (Gu )o= V(2 o+2) Asesil;’ (an) = ou can 
Dieselbe muss nun noch dadurch umgeformt werden, dass ich 
den im Unendlichen befindlichen Verzweigungspunkt in’s Endliche 
verlege. Diess geschieht durch zwei aufeinanderfolgende Substitutionen. 
Die erste besteht darin, dass ich 
“= ory also” a= a,” 
setze, Bezeichne ich sodann 
20 
D (202) digas? 4/2" [loa —9 he 
4=l “poo 


so ist 
, 1 ” 
4 8 eas 
y a’ ett y 


und mithin 
(2 9) Ag = d fy (2) | ee 0 “7 , — 
(20+ 2) Arey =| Go Bee > fy (a) a, gar fy (4x), 


und ferner wird 
’ —2 ‘o+1 , ” 1 " 
G(au)p = <a S bs ) Ago+i-2 Ou* = —7— G,(Gu)o- 
( #7g ae < x + 1 @ ane e 
Aendere ich ausserdem noch die Bezeichnung der Argumente, indem 


ich — tgy:—e fiir ug schreibe, so nehmen die Gleichungen (7) und (12) 
die folgende Form an: 
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ay, 
(13) “=> f ppt ae 
m , G31 
(14) ~ ower : Gu? — Gy (dude = & VFO) fa’ (ai) oe 


wo ¢ wieder eine vierte Wurzel der Einheit bedeutet. 

Hierauf mache ich die Substitution 

a” =—7F— A20+1- 

Der Ausdruck, in den sich dadurch y”? = /,(”") verwandelt, ist vom 
(29-+-2)'" Grade mit 29+ 3 willkiirlichen Coefficienten, und ich 
kann daher denselben mit dem in (A) und (B) vorkommenden y’ 
identificiren : 
(15) y"? = f,(@— dae) = y* = f (2), 
so dass 


; 5 ale ay = a — A041 
wird. Wenn ich jetzt 


w= dF (Oxi ageys 
v=1 


setze, so geht die Gleichung (13) in die Gleichung ro tiber; sodann ist 


= 7) = aint ee 7) * (6) ke 


und mithin 
lg 0 (u" @lgO(v,) s-1 -y- 
(16) > ao oa GuY = (Ay — met) 4 a saa aj thet. 
Y Y 


Da ferner f(s|#) eine Covariante von a ‘ia so geht dieser Ausdruck, 
wenn sich f(x) durch die Substitution 2 = a” + dzo4. in f,(””) ver- 
wandelt, durch die Substitution 
$= 8” + 20+1) t = ¢” + Az e+1 
in f,(s” |¢”) iiber: 
f(s\t) =f, (s"|t"), 
wo f(s” |¢") aus f(x”) ebenso gebildet ist, wie f(s|?) aus f(x). Gebe 
ich nun hierin s und ¢ die Werthe a, und dyg41, 80 muss man @,, 
bez. O fiir s” und ¢” setzen: 
F (Gu | a2e41) = f(a |), 
und hieraus folgt, da a,G,(au)oe = — 2f,(a,,|0) ist: 


” ins 2f a . 
(17) G,(az)p = —eelteets) 
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Mit Hilfe dieser beiden Gleichungen (16) und (17), wenn ich 
noch mit hinzunehme, dass 


fy (0) =f’ (Gets), fy’ (Gu) = F (ay) 
ist, wie dies aus (15) folgt, bekomme ich die endgtltige Form der 
Gleichung: 


(F) ome 2 E O(a) op apt Ai Se Seets) 


~ OUgO uy 
= eV f (ay) F (aze+1) fee, 


durch welche die Thetafunction O(ta)., die mittels 


Delete) + 
(G@)  O(te+ @a) = fO(u,),e * es — fe ay 
A041 


definirt ist, ausgedriickt wird durch diejenige Thetafunction O (ug), welche 
von den Gleichungen (A) und (B) bestimmt ist. In derselben ist ¢ 
eine vierte Wurzel der Einheit, und die Argumente sind dieselben, wie 
in den Gleichungen (A), (B), (C) und (D). 

Selbstverstiindlich kann man aus dieser Formel noch eine grosse 
Anzahl analoger ableiten, indem man dieselbe entweder linear trans- 
formirt, also die a, vertauscht, oder indem man die Argumente um 
halbe Perioden vermehrt. 


§ 2. 
Beweis. 


Ich wende mich jetzt zu dem zu liefernden Beweise selbst, Der 
Kinfachheit halber will ich dabei den Coefficienten von 2*¢+* in 
y? = f(a), d. i. 


annehmen. 
Indem ich die Gleichungen (C) als Differentialgleichungen schreibe : 


1 Ve 
Me QE 
und sie nach = auflése, finde ich bei Einfiihrung der Bezeichnung 


ress [[¢-») = a(t) “4% ep 
i) 


Pa(Ta) ne Xe ep aus, 


Azer: = 1 


bekanntlich 
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so dass 
oe oy, Zwene 
OU, Pa (Te) 


Differentiirt man jetzt die Gleichung (D) partiell nach u,, so erhiilt 


man 
alg9O 2y, 7 x 
Se ate dees aE 


Die rechte Seite verwandelt sich, wenn man die einzelnen Glieder der 
Summe zusammenzieht, in einen Bruch, dessen Zihler eine ganze 
Function, Fy(te, Ya), der xe, Ye wird, welche bei Vertauschung der 
Ye héchstens ihr Vorzeichen iindert, wihrend der Nenner das Product 


des Quadrates von 
9 (&) =| [é—r.) 
mal dem Producte der Differenzen der r.: 


A =| [o: —%) 


i<j 
ist: 
ae lg g O(u,) Fo (%q Ya) 
> Ou, é ou, Pome a 


Wiederholt man diese partielle Differentiation, so iindert sich die rechte 
Seite nur insofern, als an Stelle von F,(ra, Ya) eime andere ganze 
Function von te, Ye, F(te, Ya), tritt, welche auch héchstens ihr Vor- 
zeichen andert, wenn man die ry, vertauscht, indess im Nenner héhere 
Potenzen von o(&) und A auftreten. Den Exponenten von A will ich 
dabei als gerade, = 2q, annehmen, indem ich, wenn dies nicht schon 
unmittelbar der Fall ist, Nenner und Zihler mit A multiplicire: 
yc et ge © (Ye) pea F Car Ya) 
Stes’ Buy® ++ OupPOug gy? (g) a" 

In dieser Gleichung lasse ich die u, gleich Null werden; dadurch gehen 
die Ya, Ya iM Ce, @e tiber, so dass man, wenn 


wé)=fPe-), =f [e—o) 


gesetzt wird, mt 


pli thepers bh 1 F 
k ag eee F(Cqs a) 
B Ua=0 


dur’ Ou,’ ++ ++: Ou r8 dus % P(g) aa! 





findet. Die ce, eg bringen fiir 2, y gesetzt den Ausdruck (KE) zum 
Verschwinden; mithin ist, wenn man 








~ ~ Mw ' 
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$1 
Il (a —Ggx-1) = v(x) 


x=1 


setzt: 


& = — Yo 


Diesen Ausdruck von e, substituire ich in die Function F (ca, ¢ ), 
welche dadurch in eine ganze Function der c,, F(c,), dividirt durch 
eine Potenz von ~(&) verwandelt wird: 
oa AM F(a, €a) = F(¢,) : w" (&). 
Folglich ist 
(is) > needs | 3 
r Ou" Duy” : + Buy? dus gh (&) w" () 032 


Da die linke Seite und der Nenner auf der rechten Seite bei der Ver- 
tauschung der ce ungeindert bleibt, so muss dies auch bei dem Zihler 
F (cq) der Fall sein, d. h. es ist F’(c,) eine symmetrische Function der c,. 
Nun finde ich aus der Gleichung (E), welche wie eben erwihnt, 
fiir 2 —= Ce, Y=, befriedigt wird, indem ich durch Quadriren die 
Wurzelgrésse y entferne, dass die cy die Wurzeln der Gleichung 


e e 
(19) O(a“) = HG — Ag x)(§ — G2x41) —[[¢ — Az x)(a— cu) : (a—§) 


x=0 x= 0 





Ug 


= Cy at — C,ae-! + C,ae-*# — -.. + (— 190, 


sind, (wo die C, ganze l'unctionen der a, sind, und insbesondere 


C, -[[«- dax+41) _[]«- az y) 


x=0 
ist,) so dass 

po (&) = Cy * (6). 
Bekanntlich lassen sich aber alle symmetrischen Functionen der c, 
ganz und rational durch die elementaren symmetrischen Functionen, 
d. i, hier durch C,: C, ausdrticken, und in Folge davon kann man 
F (ca) als ganze Function der C,, d. i. mithin auch als ganze Function 
der aa, dividirt durch eine Potenz von C, darstellen : 


TF’ (€a) == C,-9 F, (aa). 
Dasselbe muss auch mit A,* der Fall sein: 
A,? = C,-* D(a). 
Beziiglich dieser Function D(a,) behaupte ich nun, sie enthilt keinen 


von & unabhiingigen Factor. Denn existirte ein solcher, so wiirde 
derselbe gleich Null gesetzt, eine Beziehung zwischen den a, darstellen, 
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der Art, dass ¢ —0 zwei gleiche Wurzeln hitte, sobald dieser Be- 
ziehung geniigt wire, unabhingig davon, welchen Werth € hat. Aber 
eine solche Beziehung existirt nicht, denn die Bedingung, unter welcher 
bei § =a, zwei Wurzeln von 9 =O einander gleich sind, ist eine 
ganz andere als diejenige, bei der dies fiir § — a, der Fall ist; die 
erstere besteht, wie aus (19) folgt, darin, dass zwei der Gréssen 
Gy, @,,..+ ee einander gleich sind, die andere darin, dass zwei der 
@,, @3,+-++ @ee41 denselben Werth haben. Folglich kann D(a,) keinen 
von € unabhingigen Factor enthalten. — 

Die Gleichung (18) hat jetzt nach diesen Umformungen, wenn 
man die eventuell im Zihler vorkommende Potenz von C, mit 
F (az) unter Bezeichnung F,(a,) zusammenfasst, die Gestalt ange- 
nommen: 


| aultauy--- au? au, lue=o 0 9? (6) ¥"(E) D2 (a,) ’ 


in der die rechte Seite als Quotient zweier, in § und den a, ganzer 
Functionen erscheint. Nun ist aber die linke Seite eine ganze Func- 
tion von &, folglich miissen auf der rechten Seite alle § enthaltenden 
Factoren des Nenners, d. i., da daselbst keine von § unabhingigen 
Factoren vorkommen, die sdémmtlichen Factoren des Nenners in den 
Zahler theilbar sein. Da Nenner und Zihler ganze Functionen der 
a sind, so ist dies nach bekannten Siitzen auch mit dem Quotienten 
der Fall. Demgemiss ist 


githt-tet igo (w,) 
in ne A a 
r Ou; Ou," --- Aug? dus 











a= 
eine ganze Function der a,, und da & beliebig ist, miissen es auch 
die einzelnen Ableitungen von lg Q(u,) selbst sein. Daraus schliesst 
man, dass in der Reihenentwicklung von 

® (Ma) 

Oe 
nach Potenzen der u, die Coefficienten ebenfalls ganze Functionen der 
a, sind, Aus dieser Thatsache folgt dann weiter, da 


@(w,) we se O(u, 1, O(ue) \2 

Bene 1 + (lea) +F(le-ser) + 

dass auch in der Reihenentwicklung der durch die Gleichungen (A) 
und (B) oder durch die Gleichungen (C), (D) und (E) definirten Theta- 
function, O(u.), nach Potenzen der ui. siimmtliche Coefficienten , abge- 
sehen von dem allen gemeinsamen Factor 0(0), ganze Functionen der 
Verzweigungspunkte a, sind. Damit wiire der Beweis fiir diese Theta- 

















\) 
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function erbracht. —- Man erkennt aber weiter noch, dass diese Coef- 
ficienten je symmetrisch sind einerseits in den a), @.,... ge, ander- 
seits in den @,,@3,--.@2e41. Denn dies ist mit den cz, mit C, und 
mit w(&) der Fall, und durch diese Gréssen allein sind die Ableitungen 
von lg O(u,) ausgedriickt worden. 

Was nun “ ame Thetafunction, O(ta), bewiesen wurde, gilt 


auch fiir alle die + eat) — 1 anderen Thetafunctionen, welche durch 


Vertauschung are a, d.i. also durch lineare Transformation der Theta- 
functionen aus dieser hervorgehen, denn die ganze seitherige Entwicklung 
dieses Paragraphen bleibt dann mit der einzigen Verinderung bestehen, 
dass in der Gleichung (E) die betreffende Vertauschung der a, gemacht 
werden muss. 

Insbesondere ist dies auch bei derjenigen Thetafunction, © (t.)r, 
der Fall, welche aus O(u,) durch die Vermehrung der Argumente 


nf <t-ae 


e+ 4209-1 
hervorgeht; dieselbe ist symmetrisch in a, @), @,, Gy, Gs,.++ G2e—sy 
bez. Gy, Gy, Gy,-+~- Age, Gee—1, Aegy1. Substituirt man niimlich 

Ue +B. = Ve, 
in die Gleichungen (A) und (B) und macht hierauf die nothwendigen 
Umiinderungen, so erhilt man wiederum das System (C), (D) und (E), 
nur dass in dem letzteren Ausdruck a; und a, an Stelle von @zo—1 und 
Gze41, und umgekehrt, stehen. — 

Die Reihenentwicklung der iibrigen Thetafunctionen, die nicht 
symmetrisch in je g + 1 der Verzweigungspunkte sind, fihrt man 
mittelst der Formel (F) auf diese Thetafunctionen zuriick. Denn 
schreibe ich in derselben an Stelle der Ableitungen des Logarithmus 
die Ableitungen der Thetafunction selbst, indem ich zugleich, um eine 
bestimmte Thetafunction im Auge zu haben, uw = 29 + 1 setze: 

2 
(20) (d2e- 1 taeHs) 2 (O(ue) é 0 (u,) __ 80(4,) : oe) a 1ay-! 


OUg ou, OU, Ou, 2e+1 








+2 2 Mele) O? (ta) = EV (Gees) f” (dee41) O* (Wa)eg—1, 
2e—1 430+ 


so erkennt man aus der entstehenden Gleichung, da fret net sett) eine 


—~ 041 
ganze Function der a, (denn /(x|d2.4:) verschwindet fe 2 = dee+1 und 


ist demnach durch x — ago: theilbar,) ist, dass die Coefficienten der 
Reihenentwicklung von ©?(t#e)eo-1, und dem zu Folge auch diejenige 
von O(t.)eo-1 selbst, abgesehen von einem allen gemeinschaftlichen 
Factor, eine ganze Function der Vereweigungspunkte a, ist. 
Mathematische Aunalen, XXXI. 28 
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Diese Thetafunction © («)29-1, die nebenbei bemerkt eine ungerade 
Thetafunction ist, wird dadurch charakterisirt, dass sie symmetrisch 
ist einerseits in 

Gy, Ag, Ms,- + G2 o—3 
und anderseits in 
(21) Gy» Ag, Ayy--. A205 20-1) A2ze41- 
Das erstere erkennt man unmittelbar aus der Gleichung (20), wihrend 
man im iibrigen aus derselben nur sieht, dass diese Thetafunction 
symmetrisch in 

Gq, Ag, My,-- - Are 
ist. Nun geht aber auf Grund der Gleichung (G) die Thetafunction 
O(ue)ezo-1 aus O(u) hervor, indem man in letzterer die Argumente 
Uq um 


ee 

a—1 dz 

| a 

“2941 
vermehrt; wenn ich nun diese Grosse 

“2e—1 a a 
_~« Of : i = ” dx 
Jeo 2y — fen 2y — fr a st fe By 

“2041 42041 42 9—1 

dx 

= Da +f 2y 


schreibe und beachte, dass sich O(#.) durch Vermehrung der Argu- 
mente % uM @e in O(u,_); verwandelt, so muss ich schliessen, dass 
O(u,)1 in O(va)ee—1 tibergeht, wenn ich die uw, um 


1 
ford sy 


vermehre. Aus diesem Umstand geht hervor, dass zwischen O0(t,)1 
und O(u,)2e—1 eine der Gleichung (20) analoge Gleichung besteht, in 
der nur de-1, Gzg¢1 und Ou) durch a), a, und O(u_); ersetzt sind. 
Da nun, wie schon oben hervorgehoben, O(te): symmetrisch in 
Gy, Ag, Ag,+ ++ Arg, Aze-1, A2e+41 

ist, so folgt aus dieser Gleichung, dass ©(tq)2o—1 ebenfalls in diesen 
Gréssen symmetrisch sein muss. Und bringt man diese Thatsache 
damit in Zusammenhang, dass, wie eben angefiihrt O(w)so1 auch 
symmetrisch in dy, @,, @,.-.. dg ist, so erkennt man, dass diese 
Thetafunction thatsiichlich in den Gréssen (21) symmetrisch sein muss, 
wie behauptet worden ist. 
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Vertauscht man nun die a, so entstehen aus O(t.)oe-1 noch 
(*"s +2 
e—l 
von Thetafunctionen ist somit auch bewiesen, dass die Coefficienten ihrer 
Reihenentwicklung, abgesehen von einem constanten Factor, ganze Func- 
tionen der Verzweigungspunkte ag sind. — 
So fihrt man weiter fort: Indem man, wenn @ > 2, in der Gleichung 
(20) die Argumente #,. um 


) — 1 weitere Thetafunctionen, und von dieser ganzen Gruppe 


“29-5 
ge 
20-3 

vermehrt und die Formel (G) benutzt, tritt auf der linken Seite eine 
Thetafunction dieser letzteren Gruppe auf, und in der eben ausgefiihrten 
Weise schliesst man, dass die rechtsstehende Thetafunction bei ihrer 
Reihenentwicklung, abgesehen von einem constanten Factor, eine ganze 
Function der a, ist, und dass sie ungeiindert bleibt bei den Ver- 
tauschungen von 


a 
2y 


G1, Gy, Ay, . + + Age-7, 
bez. von 
Ay, Ag, Ay, +++ ze, G2e—5, Ares, Ase—1, Azepi. — 
Und indem man so fortfihrt, kommt man dazu den Beweis fiir 
alle Thetafunctionen zu liefern. 


Halle a/S., November 1887. 
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Die irreducibeln Syzyganten zweier simultanen cubischen 
Formen. 


Von 


Frhr. v. Gat in Oppenheim. 


§ 1. 
Die Grundformen zweier cubischen binéren Formen a,° und c,’. 


Das volle System zweier cubischen Formen besteht aus folgenden 
Grundformen 


1) A= (AA)’; B=(VV)’; C= (AV); D= (40); E= (V0); 


(400) (040) (220) (310) (130) 
J=(fo); o=— 2; 
(110) (330) 
2) p= (aA); t=(@V)Y; s=(Ap); t=—(Ax); 6=(Vp); 
* (211) (121) (411) (321) (231) 
t= (V2); 
(141) 
3) A=(abl; V=(@b?; O=(ae?; A—(ap)) w= (an); 
(202) (022) (112) (312) (132) 
v = (am) = — (ap) = — (AV); 
(222) 
4) ([=a,'; p= «,*; Q= (ad); K= (eV); § = (a); § = (ad); 
(103) (013) (303) (033) (123) (213) 
5) & = (aa). 
(114) 


Hierbei bezeichnen wir mit (ikl) eine Form l'* Ordnung und vom 
Grade i, k von f und gm. Zwischen diesen 26 Formen bestehen im 
allgemeinen unendlich viele Beziehungen. Die meisten von diesen 
werden aber zusammengesetet sein. Wir verstehen unter ,, Zusammen- 





[i -» = - 
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gesetzter Syzygante“ eine solche, die entweder eine ,,einfach theil- 
bare Grundsyzygante“, d. h. eine durch eine Potenz oder ein Product 
der Grundformen theilbare ist — oder als eine lineare Function 
einfach theilbarer Syzyganten erscheint. (Vergl. in Bezug auf diese 
Definition die Abhandlung Hammonds iiber die Syzygies of the 
Binary Sextic: American Journal. Vol. VII, pag. 2). Bis jetzt sind 
die einfachen oder Grundsyzyganten der biniren Formen a,° und a,', 
sowie des simultanen Systems (a,°, @,”) und zwar von Herrn Hammond 
im American Journal untersucht; und es hat sich herausgestellt, dass 
keine Grundsyzygante bei diesen gefunden wurde, die nicht eine 
binire Combination der Grundformen unter ihren Gliedern enthiilt. 
Alle von Herrn Cayley friher fiir Grundsyzyganten gehaltenen Relationen, 
die solche Terme nicht enthalten, sind nun als zusammengesetzt 
erwiesen worden. Wiihrend aber zweifellos alle Syzyganten mit einem 
Gliede G; G, Grundsyzyganten sind, so kann man umgekehrt doch mit 
Herrn Hammond (Siehe dessen Abh. On Perpetuants. Vol. VIII des 
Am. Jour. pag. 126) den Satz: 

» Every irreducible syzygy must contain among its terms at least 
one binary combination of the groundforms.“ 
als wahr, wenn auch noch nicht erwiesen ansehen. 

Nachfolgend wurden alle Relationen zwischen den 26 Grundformen 
aufgestellt, die durch eine solche bina’re Combination zweier Grund- 
26 - 27 
1-2 
Combinationen derselben entsprechen ungefihr zur Hiilfte wirklich 
einer irreduciblen Syzygante. Zu den iibrigen Combinationen gelang 
es mir nicht eine zugehérige Syzygante zu finden. Die allgemeine 
Giiltigkeit des oben genannten Satzes vorausgesetzt, wire daher hiermit 
das System der Grundsyzyganten abgeschlossen. 

Ich will nicht versiumen, zum Schlusse zu bemerken, dass es 
nach Sylvester und Hammond auch mehrfach zusammengetzte Syzy- 
ganten giebt. Nennen wir die oben definirten, zusammengesetzte 
Syzyganten 2. Grades, so sind z. B. zusammengesetete Syzyganten 3. Grades 
lineare Functionen der einfach theilbaren Syzyganten 2. Grades u. s. w. 





formen bestimmt und charakterisirt sind. Die méglichen biniiren 


§ 2. 
Gegenbilder und der d und 2 Process. 


Vertauschen wir f mit m, so gehen je 2 der 26 Grundformen in 
einander iiver und zwar: 


ACD J opst AOA’ v 
BCkE-J -wo2at6V7 0 w—v 
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fQ@é a 
gp K ¢ -—-@ 


Grosse Dienste leisten bei der Untersuchung dieses simultanen Systems 
die beiden Processe: 


aw te av 
ev = >a da, und 6 => « Ta 


zur Bildung neuer Relationen. Leicht findet man die Gleichungen 


of = 8, aK=3§—Jy, IA=—GB, dp = 8, 

aop=—f, 2Q@=—8, aB=4E, dx = —p, 

0A =8, ag=—Q, aC =2D, dt = — Jax — 36, 
aeV=—20, 0& —=28+df, @F—3C—J*?, d6=—+ dp — 2t, 
du=2v, 00=8, aD=A, dt = —s, 

dA = 8, aJ =86, ds =8 

dv =—A, do = 8, 

20 =A, 6G=—2D, 


und entsprechende Formeln fiir 0G z. B. ds =Jp — 3t u s, w. 


§ 3. 
Relationen und Reductionen von Ueberschiebungen. 


Lassen wir jede Beziehung aus, wenn sie einfach durch Ver- 
tauschung von f mit m in eine der folgenden iibergeht, so geniigen 
zur Aufstellung der Syzyganten unseres simultanen Systems die unten 
gegebenen Identititen : 


A) p=AV—2D0+ (C—J*)A+ Ja, 
hater ital ae 


(f0)? = — +P} (dp) = + (Ax + Op), 
(fp?)? = Ax + Dp + ds; (pp*) =— (f, px)? = Dax+ Cp— Jt, 
(0)}=G=—c—; 

B) (sp) = 2 U33; (tp) = U23; (6p) = y V223 (tp) = Uj, 


(st) = A@; (so) = — 20D —JU,,; (st) =30C — 5 IU x; 


(to) = oC ——JU,,; 








C) 


D) 


E) 


F) 
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(pA)=—s; (pV) =—4; (sA) => Ap; (sV)=Da + 2Cp—Jt; 
(ta) =4 -An; (*V) = — Ep —> Ca — Jo; (Op) = 5 Ip — ts 
(80) => (Ax+2Dp+Jds); (tO) =4 (—Cp+J0); 


(0A) = —+ 4; (4A) = AO — DA; (AV) = CO — EA; 
(40) = DO — GA, 
(QA)? = D; (AA)? = 9; pied tT (40)? = O; 


(A) =+(CA—AY); (v0) = 1 (EA—Dy); 
(vA)? = 9; (v0)? = — 0; 
(FO), =@; (Vi = 8; (0) =6+ 59h; (FQ: =F Os 
(fk), => (px—VO); 
([4),=8; (fV)=%3 ((8),=— 573 (fQ).=8; 
(fk, =— Fu—Z JV; 
(fQ)s= 43 (fly =E 


(gd), =—+ Af; (GV), = A" —>Cf; (0), =—pA—+ Df; 
(qA), =8; (QV). =— b; (q9), = +8; 
EA), =i ad — 1 Cf; &V) —52V— ZB 
(EA), = st; EV), = — Ft; 
(60), = 720 — i pV—+ Ef; 
(§0), =—po— <Jdx; 


(ap)=A: (Qp)=AO—DA; (Ep) =CO—EA—— px; 
(ap) =—v; (kp) => (CV—BA); (Ep)—= 5 [AV— CA)— jp". 


Ferner verstehen wir nachfolgend stets unter [(ab)c] = 0 die bekanute 
Identitat 


(ab)cz + (be)az + (ca)b, = 0. 
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§ 4. 
Aufstellung der Syzyganten. 
I, Syzyganten (tk0). 
ADC 
DGE 
CEB 


Die Unterdeterminanten der vorstehenden dreigliedrigen Determinante 
bezeichnen wir mit U;,; dann ist 


(440) : 4o0.J— U, —40U,,=0. 


(660): 2a? — = (). 








Il. Syzyganten (ik1). 
Aus der Identitiat 
((AV)tz) - (AV) =0 


Cr + [(c VO] + [(e4)V] = 0 
erhilt man mit Benutzung der Ausdriicke von (tA) und (rV) 


oder 


(361) Cr+ Bi+2Eo —JSBp=0; 
durch Vertauschung von a und a liefert diese: 

(631) Cs+Ao+2Di+dJAnr=—0. 
Aus 


[((AV)o] - (AV) =0 


Co + (6V)A + (A) V =0; 
mit Bericksichtigung der obigen Relationen 


(451),: [2 c— s?]|} Bs + De —~J(Ep+4cx) =0 
und 


(641): t]2c—g?]—4 ar + Es+ J(Dx++ Cp) =0. 


findet man 


a tp 
Aus der Identitat (: 1 ) hat man (z?, p) = — 2@z. Schiebt man 
010 


daher x? iiber » und bedenkt, dass (u, p) = (, px) ist, so findet man: 
(451),: 2ax+ Bs+2Ei+ Co+JCx=0 

und 
(541),: — 2op +Ar+2De+ Ci —JCp=0. 


(px) t] = 0 
giebt sofort: | 
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(471): . at + p(xt) + x(tp) = 0 
und 

(741): —as-+ x(ps) + p(sx) =0. 
Aus [(px)o] = 0 erhalt man 

(561): 2a6 + p(xo) + x(op) = 0 
und 

(651): 2at + p(tx) + 2(pt) =0. 


Ill. Syzyganten (¢k2). 
(242): aw? —- [BA — 2E0 + (C—J’)V — Ju] = 0, 
(422): p?— [AV — 2D0 + (C—J”) A+ Ja] =0. 


Aus (x*, V7), = —t- 2 erhilt man sofort: 


(262): t-2— Bv+ Eu — J(BO—EV)=0 
und 

(622): sp + Av+ Di+ J(AO—DA) =0. 

Die Identitat: 
[(V2)r] —0 

liefert 

(282): e+ V(xt) + 2z(rV) = 0 
und 

(822): s?-+ A(ps)+ p(s4) =0. 

(332): px+ DV —2C0+.EA —Jv=0 
Aus [(pz)V] = 0 findet man: 

(352), : 207 —pr+26o=—0 
und 

(532), : — 2@A —as+ pt =0. 


Die Identitat 
[(AV)u) - (AV) =0 
Cu + (wV)(VA)As + (wd)(AV)Ve = 0. 
Aus den Polarenbildungen (uV)u.V, und (uA)p, A, findet man fiir 


die beiden letzten Summanden leicht die beziiglichen Werthe: 
—([Ba+ Ev) ud -—-(GCe+ ey) 
und die Syzygante 


(352), : Cu — Bi— 2a0V —2Ev=—0 
und 


(532), : Ci — Ap +204+2Dv=0. 


giebt 
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430 
Aus [(Ap)t] = 0 hat man: 


(372): ot + (x6)-V+ + Bp=0 
und 

(732): st-+ (pl)-A+>An=—0. 
Da (x*, A)' = — ta ist, so hat man: 


(442): tw+ EA + o(C—J?) — J(CO—DV) =0 
und 
(442),:  op+ Du — v(C—J?) + J(CO— EA) =0. 
Aus [(px)0] = 0 findet man 


(442), : 200+ Jpx+ po —txa =0. 
Aus [(Vp)z] = 0 hat man: 
(462), : e+ V-(ps)+ 4 Bp? =0 
und 
(642), : 4+ A+ (at) ++ An? =0. 


Beriicksichtigt man, dass (uz) = (a, z*) und (up) = (a, px) ist, so giebt 
[(p) u] = 0: 

(462), : 2au — Bp* — Cx? — 2Epx + d(pr—a6) =0 
und 

(642),: —2@d — Ax® — Cp? —2Dpa — J(as— pt) =0. 

Aus [(Az) tr] = 0 findet man: 

(462),: tr + A(ar) + 2(Ep+ $Cx+Jo)=0 

und 


(642): s6 + V(ps) + p(Dx + Cp — Jt)—0. 
Man erhilt weiter aus [(Vp)t] = 0 


(552), : to+V-(pt)+ > Ax? =0 
und 
(552), : st+ A(xo)+ 5 By? =0. 


[(px)v] = 0 giebt aber 
(552);: 2av — Ep? — 2Cpx — Dx? — J(ps—ta) = 0. 


IV. Syzyganten (tk3). 
Die Polarenentwickelur zen (#0) «,?0, und (@V)a.?V, geben mit 
Hilfe der Gleichungen des § 3 durch die Identitit: 
[(VO)a] - (VO) =0 








it 
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die Syzyganten 


(143): Ep + 32V—Bf—JK=0 
und 
(413): Df + > pA—Ag+ JQ=0. 


Aus [(V0)K]- (VO) =0 erhilt man: 
E.K+ (09K) (V9) V.K.*? + (KV) (V9) K,?0, = 0. 
Fiir die beiden letzten Glieder liefern die Reihenentwickelungen 
(KO) K,*?0, und (KV)K,?V,, mittelst der Relation 
(xV, V) =— ZV, 
die Werthe: 
—itV— LEK wd —1B(§—1 Jpg). 
Man hat daher 


(163): EK — BE—4.+1V¥+>BJp=0 
und 
(613): DQ—At’—>sh—{ AJf =0. 


Ersetzt man in der Identitit [(V0)a]-(VO)—0O die Ausdriicke 
(f9) (OV)f.? Vz und (fV)(V9)f.?0, durch die Werthe 


: pv — > Cy + +d resp.: —=20 — 7 PV _ + Ef 
so findet man: 
(233): Ef +) pV—C.9+Jd.§—20=0, 
was sich auch durch den @ Process aus (145) ergiebt, und 
(323): Dp+ ad—C.f —J.g—pO=—0. 
Durch den @ Process erhilt man weiter aus (163) 
(253),’: — E§+ EJa—2BE + (30—J*)K — 5 Bd 
++ V(Jx+36) —10=0, 
(623): = — Dg —DJf — 248 + (3C—J)Q44 AJ 
+ 4(—Jp+3t) — 80 =0. 
Aus [(V2)0] = 0 findet man: 


(253), : rO4+V( [Jax+o)—) au —0 
und 


(523), : 80+ A(—+ Jp + t)—fpi =o. 
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Es giebt weiter ((AV)K)- (AV) =O mit Hilfe der Polarenent- 
wickelungen: (KA)K 7A, und (KV) K,?V,: 
(253), : CK — BE+o6V=0, 
(523) : CQ—AE+ tA=—O. 
Zahit man aber von (253),’ die Syzyganten {(143). J] ab und addirt 
zu dem Leste — 3 mal (253),, so erhalt man (253), in der einfacheren 
Form 


(253): — EE+ BE—10 — JnV—S6V+4—BJf =0, 
(523): — Dg¢+ AE—s04+ JpA— > tA —~ Adp=0. 
Die Identitiat 
[(OV)r] =O 
fiihrt uns auf: 
(273): ut + BOa — V(Bp+2Ex—Jt) =0 
und 
(723): As + AOp — A(Ax+2Dp+ds) =0. 
[(V 2) 4] = 0 giebt: 
(343), : va —tAa+tV=0, 
(433), : —vp—sV+oeA=0 
und [(OV)p] = 0: 
(343), : pu —260+dpV + 2Vt =0, 
(433),: xi — 210 —JxA+ 2A6=0. 
Kine weitere liefert [(p2)a] = 0: 
(343),’: 2ap9 —pu—vax=0, 
(433),’: —2af —xi+vp =0, 


die wir mit Hilfe der beiden vorhergehenden in die Form bringen 
(343), : 2am —tQK+3Vt — 260+JpV=—0, 
(433),: —2af —sV¥V +3A6— 210 —JxA=—0. 
Entwickeln wir [((AV)&] -(AV)=0 mit Hilfe der Polarenbildungen 
(EV)E.?V, und (EA)E,?A, und der Relationen: 


(nV, A)= —tV += 4A, 


(2A, V) = — tA ++ tV, 

so finden wir 
(343), : CeE—2tV +rA— BQ=0, 
(433), : CE—204+sV —-AK=0. 
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Wenden wir auf (433), den d Process an und dividiren das erhaltene 
Resultat durch 4, so gelangen wir zu 


(343),’: DK—5EE+2tV—}cA—iJIpV 4+00—308+iCJ p=0, 

(433): EQ—}D§+3oA —5 sV+iJaA+ Ot—iCf—1CJf =0. 
Dagegen giebt der 2 Process auf |(CK— BE+oV=—0] angewandt: 

2DK+C(3§—Jp)—4 EfS—BQ+(Jp—2t)V+260=0. 

Zahlen wir hiervon +: (343), ab und dividiren den Rest durch — 4, 
so finden wir endlich 

(343): —~DK+E{+ + tA—tJIpV—{00—+CE++ Cy. 
Durch Verbindung von (343),’ und der letzteren erhalten wir schliesslich: 

(343),: EE+ >J(Cy—pV) + +tV — CE=0 
und 

(343),: DK + +J(Cp—pV) + 60 — A + tv — CF =0 


und: 


(433), : 


De — + J(Cf—xd)+ > sd —Ct=0, 


(433): EQ—~J(Cf—xA)+ t0—TsV +64 —CE=0. 
Aus den Identitiiten: ; 
(px) K)=0; [(Vp)u]=9; [(VA)r] = 0 
erhilt man: 
(363),: 20K + p(/EVY—B®) + 2(CV—BA) =0, 
(633),: —2@Q + x(DA—A®) + + p(CA—AV) =), 


(363),: ov+C2xV + BpO+d6V=—0, 
(633),: t4+CpA+ An0—JtA =O, 


(363): — vt —+ BrA+V(Ep +2 Cx+ Jo) =0, 
(633)5: = vs —-L ApV 4+ A(Dx+3 Cp— Jt) =0. 


Desgleichen geben die Identitiiten: 
[(px)E] = 9; [((AV)e]=0; [@A)r]=0; [(OV)t] —9 


(453),: 208 — > p(BA—CV) + 2(CO—EA) =0, 
(543): —2@§ — > x(AY—CA) + p(CO—DV) = 0, 
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(453),: vo +— BpA — V(—Da—1Cp+Jt)—0, 
(543),: —vt + > AxV — A(—Ep— 1 Cx—Joe)=0, 
(453),: 4c + 20(Ep+ > Cx+4Jo)— A(Bp+2Ex—Jt)=0, 
(543),: ws + 20(Dx+ 3 Cp —Jt)—V(Ax+2Dp+Js) =0, 
(453),: wr + 20(— Ep — } Cx—Jo) —¥(—Cp+ Jt) =0, 


(543): 4s + 20(—Da—1 Cp+Jt) —A(—Cx—Je) =0, 


V. Syzyganten (ik4). 
[(V x) a] = 0 giebt: 
(154), : t.p—uV+ Kx=—0, 
(514),, s.f —~AA+ Qp =—0. 
Schieben wir ferner (143) iiber f, so erhalten wir 
Eo +29 —cf —+ (px—VO) =0. 


Der 0 Process verwandelt diese in: 


(154),’: 2B + 3uV — 2rp 4+ JV? =0 
oder in Verbindung mit (154),, 
(154),: 2B9+2Ka+uV4+dV7°=0, 
(514),: —2AG+ 2Qp + 14A—JSA?=0. 
Man hat ferner aus [(@V)t] = 0 
(174): Kr — + Bua + V(EV—BO®) =0, 
(714): Qs — + Apa + A(DA—A®) = 0. 
Unterwirft man die Relationen (fQ) = — ai dem 0 Process, so 


erhalt man die absolute Identitiit 
(@Q) + 3(af) = — 2A0. 


Wenden wir hierauf nochmals den é Process an und beriicksichtigen 
die leicht zu erweisenden Beziehungen 


(fa) = — -ap+—Av, 


(ga) = — lax+ AV, 
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so ergiebt sich die Syzygante 

(224): 2J4 — 20? + 2AV — ap—ax=0. 
Der @ Process verwandelt weiter (154), in: 

(244): 2804+ 5at—iJax—} Kp+\n0+ 1vv+J3V0—0. 
Entsprechend ist: | 

(424): —2D9+ 5 p+ 5 Jap—5Qx+ 340 —\vA—JAO —0. 
Die Identitiiten 


[(aV)x] =0; [(@V)p] =0; [(ax)0] —0 
geben weiter 


(244): ni + ft —vV —0, 
(424), : pE+as+vA—0; 
(244), : Kp+aco+v7V=0, 
(424), : Qz-+at—vA=0; 
(244),: uO +aco—nz§+Jaxr=0, 
(424),: 40+ at — pf — Jap = 0. 


Eliminiren wir in (244),: w&, ao und Kp mit Hilfe der drei andern 
(244),, so erhalten wir (244) in der schon oben gefundenen ein- 
facheren Form: 


(244), : Ee + 2 vy —tf— 2 (@x—V0) =0, 
und 
(424),: — De#—2 vA—sa+ 4 (ap—A®) =0. 


Aus [(Vp)K]| = 0; [(V)§&] = 0 und (OV)' ><(0'V’)! erhiilt man: 
(264): «K+ 4V(BA—CV)~+ Bpa=—0, 
(624): #Q ++ A(AV—CA) — 4 Anf=0; 
(264): t§ — > V(BA— CV) — > Baf +2°V=0, 
(624):  s§ — > A(AV+ CA) — > App + p’A=0; 


(264), : w+ 2(1GV?—2E0V + BO’| —0, 
(624), : 2+ 2(GA*—2 DOA + AO] = 0. 
Aus den Identititen 


[(ax)6]=90 und [(Vp)f)=0 
findet man: 
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(334),: vO + fo—xf=—0, 
(334), : — vO + pt — pi =—0, 
(334), : fo—aV+pt =0, 
(334), : pt—wh+ag=—0. 


Aus [(A'V)®@] = 0 oder durch (334), — (334), — (334), + (334), —0 
erhailt man die zusammengesetzte (334): 
vO —tuA+lAV=0=9. 
Alsdann ist 
4) 
Da Get + T+ Oe) —Fo=—0 
oder 
(334), CO + > (xt—pt) +> (wA—AV) ++ JAV—=0. 


Dieselbe erhilt man auch durch [((AV)#]—0 mit Beniitzung der 
Gleichungen: 


(@Vv)= 5 


1 1 
get, (@V),=—ZdIV— ZH; 


1 ‘ ‘ 
(@4)—=— Zap; (@A),=—LIA+4 FA; 


Weil w und v Functionaldeterminanten sind und aus den Identititen 
[((Ax) K] = 0, [(Vp)&] =0 und [(Vz) £] = 0 
hat man weiter 
(354), : uv + Dv? — EAVY — COV + BOA=0, 
(354), : tK — A(BO—EV) + > (Vp— Cg) =0, 
(354): 6 — V(CO—EA—px)—+ Bpf —=0, 
(354): r§ - V(CO—DV—Ipx)—+ Cox =0 
und 
(534): —iAv+ EA’? — DAV — COA+ ABV=0, 
(534),:  o6Q@—V(AO—DA)+% (Ax—Cf) =0, 
(534), : t¢— A(CO—DV—pz)—{Axp —0, 
(534), : s§ — A(CO—EA— 1 px)—+Cfp =0. 
Weil 4, w und »v Functionaldeterminanten sind, hat man: 


(444): 24u+ GAV — EAO — DVO + Ce? =—0, 
(444), : Qv? + AV? —20VA +4 BA? = 0. 
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Aus den Identititen 
[((Az)&]=0; [(Vx)Q]=0; [(px)o] =—0 

und ihren Gegenbildern erhilt man weitere fiinf (444): 

(444), : 2t§ — A(BA—CV—2’) — Cax=0, 
) (444),: 26 — V(AV-— CA— p’) — Cap =0, 
(444),: 2sK — A(CV—BA) + p(pV—Ca) = 0, 
(444),: 27Q — V(CA—AV) + 2(xA—Ca) = 0, 
(444),: 400 + p?V + 2pn80 + 7A=—O0. 


VI. Syzyganten (tk5). 
Leicht ergeben sich aus den Identititen 
[(@O)V]—=0; [(«x)K]=0; [(aa)x]=0; [(OV)/]—0; [(AV)«]=0; 
[(aa)t] = 0; [(ax)§] = 0 und [((AV)K] = 0 


r die Syzyganten: 
(145) : VE — > JpV —+ pu — KO =0, 
(165): wK—g(BO—EV)++2V?=0, 
(235), : a+ uf —vop—0, 


. (235): O&€+ >uf—V(t+sdf)=—0, 
(235),: AK+»p—tV—0, 
(255),: &c—f(EV—Be)+@ + x?|—=0, 


(255), : 2u§ — p[_ BA—CV—2x’*]+ 2V90—0, 
(255),: 2vK — o(BA—CV)—Vp= 0, 
und deren Gegenbilder 


[ov— 2a 


(415): A&+ lJIfO—Tfi—QO=—0, 

(615) : 4Q— f(A0— DA) + > pA? =, 

(325): — Op +iap+of—0, 

(325), : 0f+— ip —A(E— I Jy) =0, 

(325): VQ—»f—tA=0, 

(525): — s — p(DA—A®) + f|-C4—4Y + p*] —0 


(525,): 2a4§ —f[AV—CA—p?] + pA0=—0, 
(525); 2vQ+f(AV—CA) —-A’?ax=—0. 
Zur Entwickelung der weiter hierher gehérenden Syzyganten 


Mathematische Annalen. XXXI. 29 
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bediirfen wir einiger leicht zu erweisenden Relationen. Es sind dies 
die Ueberschiebungszerlegungen 


(up) =F Vx; (of) = TAx; (dy) =f Ax+ Op. 
Mit Hilfe dieser geben die Identitiiten 

(Vp) #] = 0; [(@V)u] = 9, [((FV)r] =9, [((pV)A] = 9. 
(345), : 2630 — V(x#A+p0)+ ppx=)0, 
(345),: u — p(BO-EV) ++ V'x =0, 
(345),: 2&»—/(BA—CV)4+AVx=0, 
(345): KA —(CO—EA)+V(>Ax—Op)=0; und 
(435),: 20+ A(pV+20) + fpx1—0, 
(435), : £4 — f(AO—DA) + > Ap =0, 
(435),: — 2¢v — »(AV—CA) + AVp =0, 
(435), : Qu — f(CO—DV) + A(+. Vp — Ox) =0. 


VIl. Syzyganten (ik6). 
Der Theorie der cubischen Formen entnehmen wir: 


(066): 2K? + V3 + Ba? =0, 

(606): 2Q? + A> + Aa? — 0. 
[(«V)f] = 0 giebt sofort: 

(136): Kf—épo+8V —0, 

(316): Op — Sf —#A=—0. 


Mit Ausnahme von (226) erhiilt man die folgenden (¢k6) bis (ék8) aus 
der bekannten Eigenschaft der Functionaldeterminanten, dass ihre 
Quadrate und Producte Syzyganten liefern. Jene aber ergiebt sich 
ohne weiteres aus: [(aa) 0] = 0. 


(156) : 2—EK+ 0V? — 2Vqo+ Bo =), 
(516) : 260+ OA’?— pAf + Afo=0, 
(226) : 80+ f§ — gf —dfy =0. 
(246),: 224 V27A —22fV+ Bf? =0, 
(246),: 2¢.K+VA— poeV+ Cg’? =0, 
(246),: 2tu —fVx+ oVp + 290x — 0, 
(426), : 2° + A?V —2ppA+ Aq? =), 
(426),: 290+ A’°V —afA+CPr—0, 


(426),: —201—gpAp+fAx-+ 2fep =—0, 
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(336), : 2ov + pxA + fpV =0, 
(336), : 2tf + OAV + Cfo =0, 
(336),: 2QK+ OAV — pxA—fpV + Cfo =0, 


VIII, IX. Syzyganten (¢k7) und (ik8). 


(147): 29K + OpV — xg’? -—- V2f =0, 
(417): — 28Q+ OfA — pf? —L2p =0, 
(237): 20 + pAV — xfp — OF V =0, 
(327): — 28+ /AV —pof — 9pA=0, 
(228): 29 + Ag? — 20fp + Vf? =0. 
§ 5. 
Tabelle der Syzyganten. 
1) (ék0). 


(440) (660). 


2) (ikl). 
(361) (451)? (541)? (631) (741), 
(471) (561) (651). 


3) (ék2). 
(242) (382) (422) (532)? (622) (732) (822), 
(262) (852)? (442) (552)3 (642)8, 
(282) (372) (462)3. 


4) (#k3). 
(143) (233) (323) (413) © (523)8 (613) (723), 
(163) (253)* (343) (433)® (543)! (633), 
(273) (363)8 (453). 


B) (ék4). 
(154)? (224) (334)> (424)* (514)? (624)> (714), 
(174) (244)* (354) (534), 
(264)3. 


6) (ék5). 
(145) (235)° (325)5 (415) (525)8 (615), 
(165) (255)* (345)* (435)4, 
29* 
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7) (ik6). 
(066) (136) (226) (316) (426)* (516) (606), 
(156) (246)3 (336). 


8) (ik7). 
(147) (287) (327) (417). 
9) (ik8). 
(228). 


Oppenheim, 20. December 1887. 











Ueber einen Satz der Formentheorie. 


Von 
E. Srroxu in Miinchen. 


Dass der Cayley’sche Satz iiber die Anzahl der zu einer biniren 
Form gehérigen linear unabhiingigen Covarianten, der neuerdings von 
Hilbert *) auf Grund mehrerer Reihenentwicklungen bewiesen wurde, 
aus der Gordan’schen Theorie ohne jede Rechnung sich ergiebt, soll 
in gegenwirtiger Note gezeigt werden. 

Zunichst ist evident, dass die aus g verschiedenen binéren Formen 
f= az, fy=b2, +--+, f, = he und einer weiteren Form 9 = ”, 
deren Ordnung nicht beschriinkt sein soll, gebildeten Covarianten 

Ay = (pa)"(pb)* «++ (phyvaz—* be «Kym *7. ge 
vom gleichen Gewicht 4, + 4,-++---+4,—p von einander linear 
unabhiingig sind. Denn jede lineare Function dieser Formen wird, 
sobald alle Formen zu Potenzen linearer Formen specialisirt sind und 
ausserdem durch das Product aller Formen dividirt ist, tibergehen in 
(oa) (9) 
Pe%? Pedy? * Dyhy’ 
die wegen der Unabhingigkeit dieser Gréssen von einander niemals 
verschwinden kann. Unter den Formen A; heben wir nun diejenigen 
heraus, bei denen die Indices 4 eine fallende Reihe bilden, fiir welche 
also 4, >4,--+->A, und nennen sie Normalformen. Aus denselben 
entstehen dann, vorausgesetzt dass alle Formen f von gleicher Ordnung 
sind, alle iibrigen Formen A durch Permutation der A oder auch 
der f. Bildet man nun aus jeder Normalform und den aus ihr durch 
Permutation der 4 hervorgehenden Formen eine Summe, dann sind 
diese Summen in Bezug auf die Formen f symmetrisch und sie seien 
daher kurz symmetrische Covarianten genannt. Es ist dann selbst- 
verstiindlich, dass diese auch linear unabhangig sein miissen. 


eine ganze homogene Function der Gréssen 


*) Math, Annalen Bd, 30, pag. 20. 
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Es kann nun weiterhin nachgewiesen werden, dass diese sym- 
metrischen Covarianten auch dann noch linear unabhiingig bleiben, 
wenn alle Formen f einander gleich gesetzt werden. Dabei ist es 
offenbar gleichgiiltig, ob man diese Verinderung in den symmetrischen 
Covarianten oder in den Normalformen ausfiihrt, da die resultirenden 
Formen, die durch B; bezeichnet seien, nur durch Zahlencoefficienten 
sich unterscheiden. Zum Beweise sei daran erinnert, dass jede lineare 
Relation zwischen den Formen B; mit Hiilfe des von Clebsch (binire 
Formen pag. 6) angegebenen Prozesses in eine lineare Relation zwischen 
den symmetrischen Covarianten umgeformt werden kann. Da diese 
aber linear unabhingig sind, so folgt dasselbe auch fiir die Formen B,. 

Nach einem bekannten Satze der Gordan’ schen Theorie (Formen- 
system pag. 9) kann nun jede der Formen B; durch Ueberschiebungen 
(C:p), = ; linear ausgedriickt werden, wobei C; Covarianten von f 
sind und zwar vom Grade g und dem Gewicht p— A. Aber auch 
umgekehrt kann jede Ueberschiebung ; durch die Formen B; linear 
ausgedriickt werden. Denn in allen symbolischen Producten, aus denen 
sich eine solche Ueberschiebung zusammensetzt, kénnen die Klammer- 
factoren (ab), (ac), ... vermdge der Beziehungen (ab) gy, = (pb)a, 
— (pa) b, ete. entfernt resp. durch lauter Factoren (pa), (pb) ete. 
ausgedriickt werden. In Bezug auf die linear unabhingigen Ueber- 
schiebungen ®; ergiebt sich demnach, dass deren Gesammtzahl gleich 
derjenigen der Formen B; sein muss, da sonst diese Formen nicht 
gegenseitig linear ausdriickbar sein kénnten. Uebrigens gilt der analoge 
Satz auch schon, bevor die Formen f einander gleich gesetzt wurden. 

Bezeichnen wir die betreffende Anzahl durch N,, dann kann 
schliesslich noch nachgewiesen werden, dass unter allen Covarianten 
g" Grades von f, deren Gewicht p nicht tibersteigt, nur N, linear 
unabhdngige sein kénnen. Denn wiren es weniger als N,, dann 
miissten zwischen den N, Formen C; lineare Relationen stattfinden, 
die sogleich ebensoviele Relationen zwischen den Ueberschiebungen 9; 
nach sich ziehen wirden. Nehmen wir andrerseits an, dass es mehr 
als N, Formen seien, dann miissten passende Ueberschiebungen dieser 
iiberzihligen Formen C, iiber » durch die 9; linear ausdriickbar sein. 
Jeder soleche Ausdruck fiir (C,g)" geht aber in einen Ausdruck fiir C, 
selbst tiber, sobald fiir m die besondere Form einer Potenz (xy)™ an- 
genommen wird und die Variablen nach Entfernung einer etwa als 
Factor vorkommenden Potenz von (xy) einander gleich gesetzt werden. 
Daher sind die Formen Q; die einzigen linear unabhingigen Covarianten 
der angegebenen Art. 

Es giebt demnach WN, linear unabhiingige Covarianten von /, 
deren Grad g ist und deren Gewicht p nicht iibersteigt. Analog giebt 
es N,_, Covarianten von demselben Grade aber von einem Gewichte, 
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das p—1 nicht tibersteigt. Die Differenz N, — N,-. ist folglich 
die Zahl der linear unabhiingigen Covarianten vom Grade g und dem 
Gewichte p. 

Um die Zahl N, d. i. die Anzahl der Normalformen noch niiher 
zu bestimmen, bemerke man, dass sie gleich der Zahl derjenigen 
ganzzahligen Lésungen der Gleichung 4, + 4,-+---+4,=—p ist, 
welche die Bedingungen m >A, und 4, >4,--+ >A, erfiillen. Setzt 
man A;=U;-+ Mizi1+----+4,, 80 fallen die letzten Bedingungen 
weg und N, ist die Zahl der ganzzahligen Lésungen der Gleichung 


Hy 2 tle + Bhs + +++ + Oy =P 
mit der Bedingung 


Mot th the tes +h 
in Uebereinstimmung mit dem Cayley’schen Satze. 

Wenn man von den Formen f nur einen Theil derselben einander 
gleichsetzt und iibrigens alle Schliisse wiederholt, so ergiebt sich der 
entsprechende Beweis fiir simultane Covarianten mehrerer binirer 
Formen. 

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass im Vorstehenden 
zugleich ein Weg vorgezeichnet ist, um auch zu den symbolischen Aus- 
driicken der Formen zu gelangen, deren Anzahl durch den Cayley’schen 
Satz blos angegeben ist. 


Miinchen, am 27. November 1887. 


Aum. Als ,,Gewicht“ einer Coyariante habe ich in Vorstehen- 
dem — abweichend von der gewdhnlichen Bedeutung dieser Zahl — 
das Gewicht ihres ersten Coefficienten, oder, symbolisch, die Anzahl 
der in der Covariante auftretenden Klammerfactoren bezeichnet. 











Ueber die asyzygetischen Covarianten dritten Grades einer 
binéren Form. 


Von 
E. Strox in Miinchen. 


Die von Clebsch begriindete symbolische Methode gestattet 
bekanntlich, zu einer binairen Form eine beliebige Menge Covarianten 
ohne Schwierigkeit anzugeben, wihrend die von Gordan entdeckten 
Criterien aus dieser Menge von Formen alle diejenigen zu entfernen 
suchen, welche durch die iibrigen rational und ganz ausgedriickt 
werden kénnen. Man hat jedoch bis jetzt kein Criterium dafiir, dass 
eine zuriickbleibende Form nicht mehr reducibel ist und es herrscht 
desshalb bei Aufstellung eines vollstiindigen Formensystems viollige 
Unklarheit dariiber, ob auch alle iiberfliissigen Formen entfernt worden 
sind oder nicht. Dieser Fall tritt insbesondere bei Covarianten ein, 
die von hohem Grade in den Coefficienten sind — wie dies bei der 
Covariante i7 einer binaren Form achter Ordnung der Fall war — 
allein eine genauere Untersuchung hat mir ergeben, dass sogar schon 
bei den Covarianten dritten Grades die Gordan’schen Criterien (Formen- 
system pag. 12 und 13) nicht mehr durchweg ausreichen. 

Im Folgenden werden daher neue Criterien aufgestellt und zugleich 
der Nachweis gefiihrt, dass dieselben in allen Féillen ausreichen. Von 
den zuriickbleibenden Formen kann nimlich bewiesen werden, dass 
dieselben asyzygetisch sind und auch fiir die Anzahl dieser Formen 
ergiebt sich ein ganz einfacher Ausdruck. 


§ 1. 
Gruppen aus Ueberschiebungen dreier verschiedener Formen. 
Die vorliegende Aufgabe kann auf eine andere allgemeinerer Art 


zuriickgeftihrt werden. Jede Covariante dritten Grades, welche zu 
einer binéren Form f gehért, kann bekanntlich als Aggregat von 


Ueberschiebungen U; = ((ff)?*f)" dargestellt werden und es kénnen 





a ee EEE ESS le 


reF#FE#FT =| = 


- F = or 
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daher solche Ueberschiebungen als Grundformen gewihlt werden. Aus 
simmtlichen Ueberschiebungen U;,, die das gleiche Gewicht*) 24+-p—=g 
haben und die man sich in eine Gruppe nach steigendem w geordnet 
denken kann, sollen nun diejenigen ausgeschieden werden, welche 
durch die itibrigen linear ausgedriickt werden kénnen. Jede derartige 
lineare Relation 


(1) 2 fry = 0 2At+u=g 
tae 


haingt nun aber mit der allgemeinen Relation 


(2) o* [(ife)* fy" + (fafe)* hy) + (fh) hy] = 0 


wo f;, fo, fs verschiedene Formen von gleicher Ordnung wie f sind, 
und i, 4, w dieselben Werthe wie in (1) durchlaufen, derart zusam- 
men, dass eine aus der anderen gefolgert werden kann. Setzt man 
in (2) die Formen f,; einander gleich, dann folgt die Relation (1). 
Wird andrerseits in (1) stati f die Combination k,f, + kf, + kgf, 
eingefiihrt, nach Potenzen von k,, k, und k, entwickelt, dann liefert 
der Coefficient von k,.k,.k,, der wie alle iibrigen fiir sich verschwin- 
den muss, die Relation (2). Sind demnach alle Relationen letzterer 
Art gefunden, dann ergeben sich daraus durch Gleichsetzen der Formen 
auch alle Relationen der ersteren Art. 

Wir werden demnach die aus drei beliebigen Formen /,, /2, f;, 
deren Ordnungen auch verschieden angenommen werden sollen, ge- 
bildeten Ueberschiebungen einer genaueren Untersuchung unterziehen 
und in dieser Hinsicht zunichst den Satz beweisen: 

Ordnet man die scimmtlichen aus drei bindren Formen eu bildenden 
einfachen Ueberschiebungen vom Gewicht g in drei Gruppen (nach 


steigendem iiusseren Index): 


L (Ah™hy > (Ah) hy, - -. ete. 
(3) UW. (fofs)*Ay> (fefs)™ hye, « - . ete. 
TH. (AA) h)*, (Ah)* thy, - - . ete. 
dann enthdlt jede Gruppe N=g + 1 — &, — & — &, Formen, wobei 
&:= 9 —n; statt negativ stets Null, zu nehmen ist; und die Formen 
jeder Gruppe sind unter sich linear unabhdngig. 


Der erste Theil des Satzes ergiebt sich am einfachsten mit Hilfe 
des Cayley’schen Satzes iiber die Anzahl der linear unabhingigen 


*) Unter ,,Gewicht“ einer Covariante wird stets dasjenige ihrer ersten Coef- 
ficienten oder symbolisch die Anzahl der darin vorkommenden Klammerfactoren 
verstanden. 
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Covarianten. Danach wird die gesuchte Zahl N durch den Coefficienten 
von 2? in der Entwicklung 


(1 amt) (amt) (1 att) (1 — a) 


= (1 — grt! — gett — geti4t .. Qe + 1)a? 


angegeben. Da nun g die Summe zweier Ordnungszahlen z. B. , + , 
nicht iiberschreiten darf, weil sonst alle Ueberschiebungen identisch 
verschwinden wiirden, so kommen die weggelassenen Glieder des ersten 
Factors nicht in Betracht und die Entwicklung nimmt die einfache 
Form an 


> 9+1— 4 — & — &)m%, 


worin die Zahlen ¢ die im Satze angegebene Bedeutung haben. Fiihrt 
man statt g das reducirte Gewicht y=g — &, — & — é, ein, dann 
wird die Zahl der linear unabhiingigen Covarianten in allen Fiéillen 
durch y + 1 angegeben. 

Um den zweiten Theil des Satzes zu beweisen, wodurch die Zahl 
N eigentlich erst ihre Bedeutung fiir die Gruppen erlangt, sei bemerkt, 
dass jede lineare Relation zwischen den Ueberschiebungen der ersten 
Gruppe ebensolche Relationen zwischen den Ueberschiebungen (/; f,)* 
nach sich ziehen wiirde, die offenbar nicht existiren kénnen. Diese 
wiirden sich namlich ergeben, sobald f, zu einer Potenz einer linearen 
Function (xy) specialisirt und die Variabeln 2 und y nach Entfernung 
eines gemeinsamen Factors (wy)¢ einander gleich gesetzt wiirden. Um 
nun zeigen zu kénnen, dass die linear unabhingigen Covarianten auck 
aus verschiedenen Gruppen gewihlt werden diirfen, muss zuniachst eine 
Formel entwickelt werden, die als eine Erweiterung der wichtigen 
Gordan’schen Formel III (Formensystem pag. 11) zu betrachten ist. 


§ 2. 
Ableitung einer elementaren Hilfsformel. 


Wenn zwischen drei Gréssen u,, vu. und u, die einzige Relation 
u, + u + uv, =O stattfindet, dann bestehen zwischen den Producten 
derselben von der allgemeinen Form w,* u,% u,@ ebenfalls lineare Rela- 
tionen, von welchen eine hier entwickelt werden soll. Zunichst hat 
man unmittelbar die Beziehung: 


and = g—t eh = OC) Rie 2 
U,9-* Up’ = (— 1) ‘> ( A ) we us4 = (— 1)# 2 (2 Uy? "Us" 
a ‘ O 
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Multiplicirt man beiderseits mit (—1)*-'. (2) G55’) wo ky, ky 
wm 


beliebige ganze Zahlen kleiner als g sein sollen, und bildet die Summe 
von i=( bis i= k,, so ergiebt sich nach einer leichten Umformung: 


36) GES wm 


i=0 


ir $() Etwr 
=0 2 


Diese letztere Summe zerfallt nun in zwei Theile. Da nimlich die- 
jenigen Terme, fiir welche 4 der Bedingung 


g—k>A>g—k—k,—1 
geniigt, verschwinden, so lisst sich fiir diese Summe auch schreiben: 


> (et us ‘uf + (— TG ye bl *) sirius, 


worin zur Abkirzung g —k, —k, —1=—k, gesetzt ist. Um die 
Formel noch symmetrisch zu machen, kann in der letzten Theilsumme 
uw, durch — (u,-++-u,) ersetzt und sodann nach Potenzen von wu, und u, 
entwickelt werden. Dann ergiebt sich die gesuchte Formel: 


9 3) OE) ar 


i=0 


© MFO OR ors 


4+ (—1)k > > (8) (ft) gta! ae 


durch welche im ganzen, we k, + k, +k, =g —1 ist, g + 2 Producte 
der Gréssen w,, %,, 4, linear verbunden sind. Auch lisst sich zeigen, 
dass dies die einzige Relation zwischen diesen Producten ist; doch ist 
es wichtiger, diesen Beweis erst zu fiihren, wenn die Relation (4) in 
eine solche zwischen Ueberschiebungen umgewandelt ist. 


§ 3. 
Relationen zwischen den einfachen Ueberschiebungen dreier Formen. 


Die bekannte Beziehung a,(bc) + b,(ca) + c,(ab) = 0 fiihrt 
darauf, in der soeben entwickelten Formel an Stelle. von u,, u, und u, 
bez. az(be), b,(ca) und c,(ab) zu setzen und mit ano b™—-9 cm-I ZU 
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multipliciren. Dann kann die erhaltene Gleichung als eine Beziehung 
zwischen Covarianten der Formen fj =a™, f, = 6™, f;—=c™ auf- 
gefasst werden. Geht man in bekannter Weise von den symbolischen 
Producten zu Ueberschiebungen iiber, dann ergiebt sich die Formel: 


ky ky 
(—1) a (Ahh)! +(— 1 >) ae (fy? *f,)! 
(5) po i=0 
+(—1I DS) a (fife =9 the += 9—1) 
i=0 
worin die Zahlencoefficienten a;') die Bedeutung haben: 
k,—i 


as) = (2) be yt) (m—9ti-+2) (9%) 


‘ett ipa 





wahrend a) und a,®) durch cyklische Vertauschung der & und n 
hieraus hervorgehen. 

Diese Formel ist jedoch nur so lange brauchbar, als das Gewicht 
g nicht grésser ist als eine der Ordnungen m. Sollte dies der Fall 
sein, so hat dies auf die Entwicklung der analogen Formel nur in- 
soferne Einfluss, als die Gleichung des vorigen Paragraphen mit einem 
andern Factor zu multipliciren ist, waihrend g durch das reducirte 
Gewicht y zu ersetzen ist. Nehmen wir beispielsweise g >, >, >, 
an, so wire mit (bc)—™ (ca)*—™ (ab)2-™ zu multipliciren. Nun lassen 
sich aber alle so entstehenden Specialformeln in eine einzige Formel 
zusammenfassen. Fiihren wir nimlich die Differenzen 


J— MHF, IM H Hh, JI — Ny — & 
mit der schon erwihnten Bedingung ein, dass dieselben statt negativ 
stets Null sein sollen, sowie auch an Stelle von g das reducirte Gewicht 
rae & = & —— 
dann kann die gesuchte Formel in folgender allgemeinen Form ge- 
schrieben werden: 
ky 
(a Its Sao (fifa tom! fy tet 
i289 
ke 
(6) +(— 1) Sa (ff fit 
ix<0 
ky 


+ (— Ita Sa (phy pyre = 0 


i=0 
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worin die Zahlencoefficienten die Bedeutung haben: 


hot “oe wee ee My —y — &2— Bg tia) (2,144 
on Si-O) aa 


nebst aihnlichen durch cyklische Vertauschung der n, k und « hieraus 
hervorgehenden Ausdriicken fiir a) und a,®). Die Zahlen k haben 
auch hier die Bedingung 


ky +hk,+hy=y—1 
zu erfiillen. 


Um die Bedeutung der gefundenen Formel zu erkennen, sei bemerkt, 
dass in derselben Ueberschiebungen aus allen drei Gruppen vorkommen 
und zwar aus der ersten k, + 1, aus der zweiten k, + 1 und aus der 
dritten k,-+- 1 Formen. Sind die Ueberschiebungen innerhalb jeder 
Gruppe nach steigendem jusseren Index geordnet, dann befinden sich 
die in der Formel auftretenden Formen gleich im Anfange jeder der 
drei Gruppen und sie mégen daher kurz Anfangsformen genannt werden. 
Es sind demnach je y +- 2 Anfangsformen der drei Gruppen durch eine 
lineare Relation verbunden. 

Wahlt man diese Anfangsformen nur aus ewei Gruppen, dann 
ergiebt sich die bekannte Gordan’sche Formel III. In der That geht 
fiir k, == — 1 die Formel (6) in die Gordan’sche Formel iiber. 





g§ 4. 
Eine Eigenschaft der y -+ 1 Anfangsformen dreier Gruppen. 


Die entwickelte Formel kann nun dazu dienen, eine wichtige 


Kigenschaft der (y-++1) Anfangsformen nachzuweisen. Seien diese 
durch 


A, A,...A,y,, By B,..: Bru, QyO,... Cia 

bezeichnet, dann lasst sich mittelst Formel (6) die Form C;,, die den 
Coefficienten (y,,) hat, stets durch die Anfangsformen linear ausdriicken. 
Dasselbe gilt von den Formen A;,;; und B,,41, wenn nur die Werthe 
der k; derart modificirt werden, dass diese Formen in Formel (6) auf- 
treten. Weiterhin lasst sich durch eine ahnliche Verinderung in den 
Werthen der k; eine Formel herstellen, welche C,,4;, durch C;, und 
Anfangsformen auszudriicken gestattet, und da C,, schon vorher durch 
die Anfangsformen ausgedriickt wurde, so folgt, dass auch C;,4: durch 
diese linear darstellbar sein muss. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens 
kénnen dann schliesslich alle Formen der drei Gruppen durch die y+ 1 
Anfangsformen linear ausgedriickt werden. 

Wihlen wir diese Anfangsformen nur aus einer Gruppe, dann 
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folgt also auch, dass alle Formen der andern beiden Gruppen durch 
die y + 1 Formen der ersten Gruppe linear darstellbar sind. 

Wie oben bewiesen wurde, sind nun aber die Ueberschiebungen 
einer Gruppe linear unabhingig. Da nun diese und y + 1 beliebige 
Anfangsformen gegenseitig linear ausdriickbar sind, so iibertrigt sich 
diese Eigenschaft auch auf letztere und wir haben den Satz: 

(7) Wéahlt man y + 1 beliebige Anfangsformen aus den drei Gruppen, 
dann sind dieselben linear unabhingig und alle iibrigen Formen kinnen 
mittelst Formel (6) durch sie linear ausgedriickt werden. 

Dass die Formel (6) eindeutig ist, versteht sich dann von selbst 
und ganz ebenso hatte dies auch schon fiir die Formel (4) bewiesen 
werden kénnen. An Stelle der Ueberschiebungen wiiren dort die Pro- 
ducte der Gréssen « getreten und es ist merkwiirdig, wie der vor- 
stehende formentheoretische Satz auf einen ganz elementaren Satz 
zurtickfiihrbar ist. 


§ 5. 
Die Covarianten dritten Grades einer biniren Form. 


Alle Eigenschaften der Covarianten dritten Grades einer biniiren 
Form ergeben sich nun durch Specialisirung der gewonnenen allge- 
meinen Satze. 

Vor Allem sind die Ordnungen n,, ,, , der drei Formen f, ff; 
als gleich anzunehmen. Ferner wiahlen wir die linear unabhingigen 
Anfangsformen aus den drei Gruppen derart, dass aus jeder Gruppe 
womdglich die gleiche Zahi Anfangsformen darunter enthalten ist. Sei 
y =3u + 0,+4,, wo 0; und dé, nur Null oder 1 sein kénnen, dann 
werden wir demnach aus der ersten Gruppe u + 1 Formen, aus der 
zweiten w + 0, und aus der dritten w + 0, Formen wihlen, so dass 
ihre Summe y +1 ausmacht. Nehmen wir aber aus jeder Gruppe 
# +1 Formen, dann bestehen zwischen denselben 2 — 0, — 0, lineare 
Relationen, die sich aus Formel (6) unmittelbar ergeben. 

Diese Relationen vermehren sich nun nicht, wenn die Formen /; 
einander gleich gesetzt werden. Denn nach §1 ist jede Relation 
letzterer Art (1) aus einer solchen zwischen den entsprechenden An- 
fangsformen (2) entstanden und es kénnen daher nach Gleichsetzen 
der Formen héchstens 2 — 0, — 0, lineare Relationen zwischen den- 
jenigen Covarianten dritten Grades existiren, welche aus den 3u + 3 
Anfangsformen hervorgehen. Jedoch nur, wenn 0, = 0, 6, —1 und 
é ungerade ist, ergiebt sich eine brauchbare Relation, in allen iibrigen 
Fallen verschwindet die Formel (6) identisch. Daher ist auch nur in 
ersterem Falle eine der Formen, am besten die letzte, reducibel und 
kann weggelassen werden. Die letete der linear unabhdngigen Formen, 
die noch bleiben, kann dann allgemein durch 
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(rrr wenn é gerade ist 


(ff fet? wenn « ungerade ist 


dargestellt werden, wobei y = 3k — 0, 0 < 3 gesetzt ist. 
Um die Anzahl dieser Formen zu bestimmen, bezeichne [+] die 


und 


grésste in + enthaltene ganze Zahl. In ersterem Falle, wenn ¢ gerade 


ist, betrigt dann diese Zahl (=—*} +1l=— [z+2] —(2¥*], im 


andern Falle: [4+i-*] +l=— [25+] -— [2=*].% Ist ¢ =O und 
g gerade, dann ist die erste der linear unabhiingigen Covarianten ein 
Product und kann auch weggelassen werden. Es bleiben dann noch 
[£ = : | _ [2 = | nicht zerfallende Formen, welche Zahl auch fiir ein 


ungerades g den richtigen Werth liefert. 
Diese Resultate lassen sich in folgendem kurzen Satze zusammen- 
fassen : 


(8) Unter den Covarianten dritten Grades ((ff)**/)° sind alle die- 
jenigen, fiir welche « S 6 —3[-] ist, linear unabhiingig (asyeygetisch) 
und alle tibrigen sind durch sie linear ausdriickbar. 

Die Zahl ersterer Formen vom reducirten Gewichte y ist 


fiir ein gerades s: ES — [2=*] 











und fiir ein ungerades ¢, [z7=*] — [2 7 | 
wobei « und y die friiher angegebene Bedeutung haben, wiihrend die 
[ ] eine ganzzahlige Abrundung anezeigt. 

Kin entsprechendes Criterium dafiir, dass eine Form reducibel ist, 
ergiebt sich hieraus ohne Weiteres. Doch ist die angegebene Fassung 
vorzuziehen, weil sie die yeringere Anzahl von Covarianten umfasst. 


§ 6. 
Vergleich mit den Gordan’schen Criterien. Besondere Fille. 


Der Grund, warum die Gordan’schen Criterien nicht in allen 
Fallen ausreichend sind, ist nun darin zu suchen, dass die linear 
unabhingigen Anfangsformen nicht aus drei, sondern blos aus zwei 


*) Auch lassen sich beide Zahlen durch [ote ]_[ote}_[st4] 


darstellen, wobei ¢ einen beliebigen Werth haben kann. Diese Zahl ergiebt sich 
auch aus der Cayley’schen Formel, doch ist diese besondere Form der Zahl bis 
jetzt nicht bekannt geworden, 
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Gruppen gewahlt wurden. Wenn die Gruppen nicht sehr gross sind, 
dann hat dies keinen bedeutenden Einfluss, allein bei grésseren Gruppen 
wiirden viele Formen zuriickbleiben, die noch reducibel wiren. So 
wiirde dies beispielsweise fiir die Covariante ((ff)*f)* einer Form 
10" Ordnung der Fall sein. 

Diejenigen Fille, in denen die in (8) angegebene Anzahl ver- 
schwindet, bieten ein besonderes Interesse. Es tritt dies ein fiir 


y =1 und « beliebig, 
y=2 ,, & ungerade, 
y=4 ,, & ungerade, 


abgesehen von dem Falle y = 0, ¢ ungerade, der kein Interesse bietet. 
In den entsprechenden allgemeinen Gruppen, die bez. 2,3 und 5 Ueber- 
schiebungen enthalten, miissen demnach beim Gleichsetzen der Formen 
f fof, alle Ueberschiebungen identisch verschwinden. Darunter befinden 
sich insbesondere auch die folgenden: 


(ff)* fy" =0 fir n= 44, n—44—1,n—44+42, 
g) (MAY =O fr mm at) 
und 


(fff =0 fir n= 4142 


und es geht daraus hervor, dass jede bindre Form beliebiger Ordnung 
eine verschwindende Covariante dritten Grades besitet, deren Ordnung 
in den Variablen entweder 1, 2 oder 4 ist. Dieser Satz war nur fiir 
eine Form von der Ordnung n = 44 — 1 bis jetzt allgemein bewiesen 
worden (Gordan, Formensystem pag. 13). Zugleich folgt aus Satz (8), 
dass ausser den genannten keine anderen Gruppen existiren, welche 
beim Gleichsetzen der Formen /,/f,/,; im Ganzen verschwinden. In 
den besonderen Fiillen » = 8, 9, 10, 11,... existiren z. B. nur die 
folgenden verschwindenden Covarianten : 


(fAYTY =9; (CAAA) =9; (PA SY = (FP) = 9; 
und 
. (ff)*f)* = 9. 


§ 7. 
Anwendung des Criteriums (8) auf Formen héheren Grades. 
Zum Schlusse soll noch gezeigt werden, wie der Satz (8), der 
zuniichst nur fiir Covarianten dritten Grades gilt, leicht zu einem Satz 


erweitert werden kann, der fiir Covarianten héheren Grades von 
Wichtigkeit ist. 
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Bekanntlich kann jede Covariante K, welche den symbolischen 
Factor (ab)*# (bc) (ca)* besitzt, durch Ueberschiebungen der Formen 
dritten Grades 


An = (ff)! fy i,k=0,1,2,... 


iiber fremde Formen linear ausgedriickt werden. Wenn es nun gelingt, 
die Formen 


An = ((ffyeefyt+* k= 0,1,2,... 


durch die tibrigen Formen, fiir welche ¢ > 0, linear auszudriicken, dann 
ist die Covariante K durch ein Aggregat anderer Covarianten dar- 
gestellt, die mindestens den symbolischen Factor (ab)?“+* enthalten. 
Ersetzen wir v+-A durch 9, dann kénnen nun mit Hilfe des Criteriums 
(8) in der Reihe 

(10) (AAPM, (FA PMA RH, «- . (FF PAAEt, ete. 

leicht diejenigen Covarianten namhaft gemacht werden, welche zu den 


asyzygetischen gehéren. Man hat fiir die (J-+1)'* Form dieser Reihe 
die Bedingung 


& 
(11) eSe+t—3[<] 
die, wenn ¢ die Werthe 0 oder 1 hat, in die einfachere 
eSetl 


iibergeht. In diesem ersten Theil der Reihe, der bis zur (n—2 u—o9-+2)' 
Form reicht, sind demnach alle Formen von der ersten bis zur 
(u—o-+1)'" asyzygetische. Wenn also dieser Theil der Formenreihe 
tiberhaupt vorhanden ist, was fiir n > 24+ @ — 2 stattfindet, und 
es soll keine asyzygetische Form darin vorkommen, dann muss g > wu sein, 

In Bezug auf den zweiten Theil der Reihe (10), der alle Formen 
von der (n—2u—o-+53)'" bis zur letzten umfasst, kann nun zunichst 
gezeigt werden, dass, wenn eine Form derselben asyzygetisch ist, auch 
die zweite, dritte etc. der folgenden es sein muss. Denn wenn die 
(t+-1)* Form die Bedingung (11) erfillt, dann wird dieselbe auch 
erfiillt sein, wenn fiir 7 die Werthe 1+ 2, 1+ 3, etc. eingesetzt 
werden, da zugleich fiir ¢ die entsprechenden Werthe ¢ +- 2, « + 3, etc. 
einzusetzen sind. Die (/-+ 2)'* Form dagegen kann méglicherweise 
nicht zu den asyzygetischen Formen gehéren. Es ist dies dann der 
Fall, wenn ¢ gerade ist und zugleich 


(12) u=e+i—3[-}. 


Dann wird bei einer Zunahme des / um 1 die rechte Seite der Glei- 
chung zunichst auch um 1 zunehmen, daher das Criterium (11) nicht 
mehr erfiillt sein. Dasselbe gilt auch von den Formen, welche dieser 
Mathematische Annalen, XXXI. 30 
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ausgezeichneten Form vorangehen. Diese Form muss demnach die 
erste asyzygetische Form im eweiten Theile der Reihe (10) sein. Aus 
Gleichung (12) ergiebt sich fiir dieselbe: 
[=3n—8u—o und ¢«=—2n— 6p. 
Der grésste Werth, den / iiberhaupt annehmen kann, ist gleich der 
kleineren der beiden Zahlen n—go und 2n —4u— 9. Soll also 
auch im zweiten Theile der Reihe (10) keine asyzygetische Form vor- 
kommen, dann muss 
3n—8u—e>n—@ bez. 3n—8u—o0>2n—4u—o0 
oder iibereinstimmend 
n> 4u 
sein. Ist m= 4, dann ist zwar die letzte Form der Reihe (10) eine 
asyzygetische, allein dieselbe ist eine Invariante, tiber welche keine 
Ueberschiebungen gebildet werden kénnen und die folglich in der 
Entwicklung von XK nur als Factor eines Gliedes auftreten kann. 

Das Resultat ist also folgendes: Ist @ > w und eugleich nS 4u, 
so ist in der Reihe (10) héchstens eine asyzygetische Form vorhanden, 
die aber dann die Invariante (ab)? (bc)# (ca) ist. 

Hieraus ergiebt sich dann der folgende allgemeine Satz: 

Jede Covariante beliebigen Grades mit dem symbolischen Factor 
(ab)?“ (bc)*(ca)*, fiir welche die Bedingungen 

A+vy>w und nS4u 
erfiillt sind, kann durch ein Aggregat anderer Covarianten ausgedriickt 
werden, welche entweder den symbolischen Factor (ab)*#+* oder den wirk- 
lichen Factor (ab)?“ (bc)?“ (ca)**, leteteren nur fiir n = 4, enthalten. 

So ergeben sich beispielsweise fiir n — 8, 12, 16,... u. a. die 
reducirenden Factoren 

(ab)4 (be)*, (ab)* (bc)*,, (ab)§ (bc), ete. 
Setzt man vy = 2u und 4=0, wodurch die Bedingung 4+ » > wu 
selbstverstiindlich wird, dann folgt als besonderer Fall der von Gordan 
in seinen Vorlesungen iiber Invariantentheorie II. Theil, pag. 105—108 
bewiesene Satz. 

Auch mag schliesslich noch besonders darauf hingewiesen werden, 
dass der gefundene Satz eine weitere Vervollstindigung in dem Sinne, 
dass noch mehr Covarianten durch ihn betroffen werden, nicht mehr 
zulisst. 


Miinchen, den 21. December 1887. 
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Zar Theorie der Gamma-Functionen. 
Von 


ALFRED PRINGSHEIM in Miinchen. 


Die Theorie derjenigen Transcendenten, welche man heute zumeist 
als Gamma-Functionen (sonst auch als Analytische Facultiten oder 
TT- Functionen) bezeichnet, liisst sich entweder nach den Methoden der 
iilteren Analysis auf der Grundlage eines definirenden analytischen 
Ausdruckes oder — mehr im Sinne der neueren Functionentheorie — 
mit Benutzung von definirenden Functionalgleichungen und allgemeinen 
Functionaleigenschaften aufbauen. Sieht man von dieser letzteren 
Methode hier ab*), so bieten sich als Ausgangspunkt noch zwei 


*) Zu den verhiiltnissmiissig wenig zahlreichen Arbeiten, welche diese 
functionentheoretische Methode befolgen, gehirt ausser der beriihmten Abhand- 
lung des Herrn Weierstrass iiber die ,,Analytischen Facultiten (Crelle’s Journal, 
Bd. 51) ein sehr beachtenswerther Aufsatz von Herrn Prym: ,,Zur Theorie der 
Gamma - Functionen“ (Crelle’s Journal, Bd. 82, 8, 165 ff.); ferner die Hankel’sche 
Habilitations-Schrift: ,,Die Euler'schen Integrale bei wnbeschriinkter Variabilitit 
des Arguments“ (Leipzig 1863), welche jedoch zum Theil auf falschen Praemissen 
beruht und in Folge dessen in ihren Hauptresultaten hinfillig ist. Der Grund- 
fehler des Ganzen liegt in der Benutzung des folgenden Satzes zum Beweise der 
eindeutigen Bestimmtheit von [(a#) durch gewisse Grundeigenschaften: 

,,line monodrome, stetige, fiir alle endlichen Werthe des Argumentes von Null 
und Unendlich verschiedene Function von x, die den Gleichungen o (a-+-1)= (x) 
p(0) = 1 geniigt und auf einer endlichen Strecke der reellen Awe reell bleibt, ist 
eine Constante m (x)= 1," (a.a.O. 8.15.16). Dieser Satz ist falsch: den Bedingungen 
desselben geniigt niimlich offenbar jede Exponentialgrisse der Form: (a) = e”™), 
wo w(0)=0 und w(x) im iibrigen eine monodrome, im Endlichen stets endliche 
und stetige Function bedeutet, die fiir reelle w selbst reell ist und die Periode 1 
besitzt — wie z. B. w(x) = G(sin 22x), wo G(x) eine algebraische oder transcen- 
dente ganze Function ohne constantes Glied bezeichnet. — Soll der obige Satz 
richtig sein, so muss zu den angegebenen Voraussetzungen noch die hinzukommen, 
dass auch g() endlich und bestimmt sein soll: hierdurch verliert aber dann 
der Satz vollstiindig seine Brauchbarkeit fiir den vorliegenden Zweck. Hankel, 
der seinen Irrthum spiiter selbst erkannt hat, gesteht dies auch ausdriicklich zu. 
(Schlémilch, Zeitschr. fiir Math. Jahrg. IX, 8. 5). Dagegen hat es keinerlei 
Schwierigkeit, das Hankel’sche Verfahren mit Beniitzung derjenigen Principien 
zu rectificiren, welche Herr Weierstrass in seiner Abhandlung: ,,Zur Theorie 
der eindeutigen analytischen Functionen“* (Abh. der Berl. Academie 1876) ge- 
geben hat. 


Mathematische Annalen. XXXI. 31 
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fundamental verschiedene Definitionen dar: die (beiliufig bemerkt, 
um ein Jahr iltere) Gauss’sche durch ein schon bei Euler vor- 
kommendes unendliches Product*) und die Legendre’sche durch ein 
ebenfalls von Euler herriihrendes bestimmtes Integral**). Hat nun 
auch die Gauss’sche Definition auf die oben erwihnte functionen- 
theoretische Behandlung unserer Transcendenten zweifellos einen sehr 
wesentlichen Einfluss ausgeiibt, so ist in der gesammten tibrigen, dusserst 
umfangreichen Literatur tiber diesen Gegenstand die Legendre’sche 
Definition nicht nur bevorzugt, sondern — mit verschwindenden Aus- 
nahmen***) — geradezu ausschliesslich acceptirt worden; ja es scheint 
sogar, dass Gauss selbst spiterhin die Integraldefinition als zweck- 
miissiger erachtet hat: wenigstens enthilt das in seinem Nachlasse 
vorgefundene gedruckte Handexemplar der Abhandlung Disquisitiones 
generales circa seriem etc. wie Herr Schering als Herausgeber des 
beziiglichen Nachlasses mittheilt}+), die ausdriickliche Aufzeichnung: 
»Die beste Definition von Tim ist, dass 
+o 
Tim = | elmti)s e~<* dx," 


(NB. Dieselbe geht aus der entsprechenden Legendre’schen 


1 
J (lg =) dx 


hervor, wenn man e~® an Stelle der Integr.-Variablen 2 einfiihrt.) 
Der Grund dieser Erscheinung diirfte darin zu suchen sein, dass 
die wesentlichste Bedeutung der [-Functionen in ihren mannigfaltigen 


*) Euler giebt das betreffende Product als Lisung der Aufgabe, die Reihe 
1,1.2,1.2.3,... zu interpoliren, d. h. also ais Verallgemeinerung von z! — 
fiir andere als ganzzahlige positive Werthe von nm — und zwar im Cap. XVII 
seiner Instit. Cale. diff. (S. 834); bei Gauss -erscheint es dann als Definition 
einer neuen Transcendenten TT(z) (welche mit dem Legendre’schen [(¢-+ 1) 
identisch ist) in der 1813 publicirten Abhandlung: Disquisitiones generales circa 
seriem etc. (Ges. W. Bd. III, S. 145, Art. 20). 

**) Legendre definirt das von Euler lediglich fiir rationale Werthe von a 


1 
-1 
behandelte Integral (is =) da fiir beliebige positive a als eine Function 


der reellen Variablen a, welche er mit [(a) bezeichnet: zum ersten Male in 
dem 1814 veréffentlichten 4'" Theile seiner Kxercices de Calcul intégral (T. Il, p. 4) 
***) Trotz der grossen Zahl von Abhandlungen und Compendien, welche ich 
iiber diesen Gegenstand consultirt habe, ist mir nur ein kleiner Aufsatz des 
Herrn Liouville (Journal de Mathématiques, T. XVII p. 448) begegnet, welcher 
von der Gauss’schen Definition ausgeht (a. a. O. p. 451). 
+) Ges. W. Ba. III, 8. 230. 
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Beziehungen zur Integralrechnung und deren unmittelbaren An- 
wendungen liegt. Auf der anderen Seite ist aber nicht zu verkennen, 
dass die Gauss’sche Definition nicht nur den Vorzug grésserer All- 
gemeinheit besitzt (wegen der Méglichkeit, der Variablen alle még- 
lichen reellen und complexen Werthe beizulegen), sondern — was 
noch stirker in’s Gewicht fallt — dass sie auch gestattet, die ge- 
sammte Theorie weit kiirzer und einheitlicher darzustellen, als dies 
mit den Mitteln der Integralrechnung allein méglich ist: an die Stelle 
einer Reihe von Kunstgriffen, durch welche die einzelnen Siitze der 
Theorie vollig unvermittelt neben einander gestellt werden, tritt bei 
consequenter Anwendung der Productdefinition eine allgemeine und 
durchsichtige Methode*). 

Wiigt man auf diese Weise die Vorziige jener beiden Definitionen 
gegen einander ab, so diirfte vom didaktischen Standpunkt es sich 
am meisten empfehlen, zwar von der Integraldefinition auszugehen, 
sodann aber vor allem die Productentwicklung daraus abzuleiten und 
nunmehr die iibrige Theorie auf den gewonnenen Productausdruck zu 
griinden. Obschon dieser Gedanke keinerlei Anspruch auf Neuheit 
erhebt, so ist derselbe, glaube ich, bisher nirgends mit hinreichender 
Consequenz durchgefiihrt worden; namentlich aber scheint mir von 
den bisher iiblichen Methoden, die unendliche Productentwicklung fiir 
[(a) aus der Integraldefinition herzuleiten, keine einzige mit voll- 
kommener Natiirlichkeit aus der Integraldefinition herauszuwachsen 
und jenes Ziel ohne Umwege zu erreichen. Ich hoffe nun, dass von 
den beiden beziiglichen Methoden, welche ich im Folgenden mittheile 
(§ 1 und § 3), besonders die erste den obigen Anforderungen méglichst 
entspricht, wiahrend die zweite als erhebliche Abkiirzung einer bisher 
vielfach angewendeten, aber etwas umstiindlichen Herleitungsweise 
vielleicht ebenfalls nicht ganz ohne Interesse erscheinen mag. An die 
erste Methode kniipfe ich zugleich die Ableitung der wichtigeren Siitze 
und Formeln in iibersichtlicher und den neueren analytischen An- 
schauungen modglichst Rechnung tragender Darstellung (§§ 1, 2). 
Schliesslich wird die im § 1 zur Entwicklung von [(a) benutzte 
Methode auch auf das Euler’sche Integral erster Gattung angewendet 
und dessen Zusammenhang mit der Gamma-Function daraus _her- 
geleitet (§ 4). — 





*) Damit soll keineswegs gesagt sein, dass die betreffenden, lediglich auf 
Integraltransformationen etc, gegriindeten Beweise der theoretischen Berechtigung 
und des Interesses entbehren: nur erscheinen dieselben bei weitem kiinstlicher 
und besitzen in Folge dessen auch geringere Ueberzeugungskraft, 


31* 
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§ 1. 
Erste Methode zur Entwicklung der [-Function in ein unendliches 
Product und Ableitung der daraus resultirenden Hauptformeln. 


Die [-Function (das Euler’sche Integral zweiter Gattung) wird 
definirt durch die Gleichung: 


(1) (a) = fe a*-1 da *) 


und ist hiernach fiir jedes endliche x > 0 eine eindeutige, endliche 
und stetige Function ihres Arguments. Durch partielle Integration 
ergiebt sich: 


r(«) = [3 £ + i at da = i T(a + 1) 





x 


oder: 
(2) T(a + 1) = af (a) 


und durch » malige Anwendung dieser Recursionsformel : 


(3) F@+n) = 2241) (@+n—1 Fe) =f] @+»—-1)- 6, 


woraus speciell fiir «= 1 folgt: 
@ fet tet-2.--8— &: F(t) = fede =. 
0 


Setzt man die Gleichung (3) in die Form 
1 
(wo also n jede beliebig grosse ganze positive Zahl hedeutet), so wird 
dieselbe offenbar dazu beniitzt werden kénnen, [(#) durch ein un- 
endliches Product darzustellen, sobald es gelingt [ (a -+ ) fiir n =co 
durch bekannte Functionen von  darzustellen und sodann nachzu- 
weisen, dass die rechte Seite der Gl. (5) fiir n =o convergirt. Dabei 
geniigt es, die positive Grésse x zunichst < 1 anzunehmen, da [(1) 


*) Diese Form des Integrals, welche aus der bei Legendre ausschliesslich 


vorkommenden: 
1 
1\2-1 
re) = J (sz) 48 


durch die Substitution 6 = e~* hervorgeht, findet sich, soviel ich feststellen 
konnte, zum ersten Mal bei Poisson: Mémoire sur les Intégrales définies etc. 
(Journal de l’Ecole polyt. Cah. 19, p. 477). 
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bereits bestimmt ist, und die Formel (3) lehrt, wie man jedes Argu- 
ment, das > 1 ist, auf ein solches zwischen 0 und 1 reduciren kann. 
Zerlegt man [ (a + ») folgendermassen: 


T(a@ + n) =f e-* a"! a da +f crete da, 
0 n 


so hat man im ersten Theilintegrale a* < n*, dagegen a* > a@ - n—!+* 
(letateres, weil & ein pos. iichter Bruch und daher fiir «<n: (* A >< 


dagegen im zweiten Theilintegrale a* << @-n-4* und a > n*, - 
Folge dessen erhiilt man an Stelle der obigen Gleichung die beiden 
Ungleichungen 


( n ao 


< ne | e~* a" da + nts | e~“arda, 
0 n 

T (a + 2) , « 

> nie | e~*a" da + nz | e~“a"—' da, 





\ e 
0 n 
oder: 
n 
se 1 f° 
C—<3/e “ec” de +fe ada — — J e*a"da, 
(a + n) "s 5 
n® 2 
" ce ae—f e~* ade + Lf eat da. 
Nun ist 
. . 
1 
J et a—'da = sf e-“a®da =T(n) = (n — 1)! 
0 
n . n 
» —a@ nn , 
—a@ ,n—1 = e ball 1 aH an 
Je a"—da [ = f+ fe anda, 
0 0 
also: 


n n 
~ 1 * n—1 
J erartaa— { eta dae =” 
n, e” 
0 


und daher: 


n—1 
<(w—1)!+"_, 
T@+n) , 
x n—1 
" P@-m-s, 
€ 


sodass man setzen kann 
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(6) P (a + n) = (m — 1)! nm {1 + He}, 


wo # einen positiven oder negativen iichten Bruch bedeutet und die 


Grésse 
-—* ay nt = n”™ 
. (m — 1)! e” nie"? 


wie sich leicht zeigen lisst, fiir m— oo verschwindet*). Man hat 
nimlich 


n@t k 


a ee —_ 
ila v! n! (n+ 1)! hk (n+ kt ? 
0 


also 
(n — 1)! e* > n™"'¢,, 
wo 
n k 
mit agit tea ery t 
d. h.: _ re 
To (nm — 1)! e” . on 


Andererseits ist aber fiir jedes noch so grosse k 

eee 
kv 

(14-5) 


und somit, wenn man zuniichst k beliebig gross und sodann n > k?, 


k £ k 
=> 5 Gti eH 


(n 


1 k . 
also |- > =. annimmt: 


k 
1 k 
tote > 8, 
Gi+5) °° 
k 
*) Ich bemerke beiliufig, dass der ganz aibnlich gebildete Ausdruck 
n™ 
eT 


bei dem also lediglich an Stelle von e = 2,718... die Zahl 2 tritt, mit n= 
nicht verschwindet, sondern unendlich gross wird, Man hat niimlich 


kin 1 — by < ("Pty (i<k< =), 








also 
(mn — 1)! = (2-nm—1) (8-n—z) - 
n-+i\r-2 
<(*4 ) 
ni2"<4(n-+1)""'! 
1 n n n-+1 
&>oGpil @tn>*s 
d. h. 


Sn = @. 
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wird also mit k < /n beliebig gross, sodass in der That lim 6, = 


und somit 
lim é, = 0 (fiir m = oo). 


Mit Beriicksichtigung von Gl. (6)*) geht nun die Formel (5) in 
die folgende tiber: 


(1) 00) = sete dec +o) (—1<a<+)) 


in welcher » beliebig gross genommen werden darf, wihrend «, durch 
Wahl hinlinglich grosser » beliebig klein gemacht werden kann. 
Liasst man jetzt  in’s Unendliche wachsen, so wird 

1 ;- 1- -m—1 
(8) (2) = |, lim @ED ar 5: Stic 5" * (nm = 00), 
oder indem man bemerkt, dass 


wad SUCHE 4 a 
gesetzt werden kann: 

Ota ta te) py 
GGG) aE 


sofern dieses unendliche Product convergirt. Dass dies in der That 


(9) F(a) == — = in 


der Fall ist — und zwar fiir jedes reelle oder complexe z mit Aus- 
schluss der Null und der ganzen negativen Zahlen**) — ergiebt sich 


am leichtesten, wenn man bildet: 


(10) Ig F (@) = — o+> fo Ig(1 ++) —Ig(1+*)f, 
1 


(Wa) = — Iga — 2 SIF ig(14+F)}+ > fF —1e(1+2)}. 


*) Schreibt man Gl. (6) folgendermassen: 


mo +m) 
(n — 1)! n® 


so bestimmt dieselbe mit der Gleichung 
T(e@+1)—a-T (a) 

zusammen Offenbar die [- Function vollstdindig, denn man erhalt aus diesen beiden 
Gleichungen ohne Weiteres die Product-Entwickelung (8). In dem oben citirten 
Aufsatze des Herrn Prym wird dieser Satz in etwas verallgemeinerter Form auf 
functionentheoretischem Wege bewiesen, 

**) Fiir verschwindende oder ganzzahlige negative Werthe von a wird ein 
Factor des Productes unendlich, wihrend das Product im iibrigen convergent bleibt. 
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Da nun fiir |2| < v 


2 1 3 1 t 
+ —-ei+s —s°R -Tatisn ’ 
also 
x x 1 |a/* 2 |a| 2 |a|* 
JS —(i+ 3) <p psy et 4 3 posi 
1 2 2 
<g pst + + 
1 ||? 
SF oe Tey” 


so hat man fiir m > |a| 


N . x\| | a? NI 1 
— |» ig(1+ 3)|< 2 et (va) ’ 


sodass also die Reihe awis — Ig (1 4 >) unbedingt convergirt fiir 


alle reellen oder complexen « — mit Ausschluss der negativen ganz- 
zahligen, weil fiir einen Werth x von der Form (— v) ein Glied der 
Reihe unendlich wird. Da hieraus insbesondere auch die Convergenz 
der Reihe fiir «= 1 folgt, so wird man setzen kénnen 


a SE - 4-4} =m {> > — eo + I} = 6, 


wo C einen bestimmten endlichen Werth hat und bekanntlich als die 
Euler’sche oder Mascheroni’ sche Constante bezeichnet wird (man 
findet C = 0,577215 ...). Durch Einfiihrung dieser Constanten C 
nimmt die Gl. (10a) die Form an 





(0b) Ig F(@) = — Iga +P {% — Ig (1 + 2)} — Ce 
1 


und aus ihrer unbedingten Convergenz (wobei zu den bereits aus- 
geschlossenen negativen ganzzahligen Werthen fiir x jetzt auch noch 
der Werth «0, wegen des Gliedes lg 2, hinzukommt) folgt un- 
mittelbar auch diejenige der urspriinglichen Reihe (10), sowie des un- 
endlichen Productes (9) bezw. (8). Zugleich ergiebt sich fiir letzteres 
aus (10b) noch die weitere Form*): 


(12) [(«) = — 
a )>of (1+ eye v 
i 


*) Die einzelnen Factoren sind hier Primfunctionen im Sinne des Herrn 
Weierstrass (Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen — Art. 1). 


—— 
= Fea)’ 
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wenn man — nach Herrn Weierstrass’ Vorgange fiir das im Nenner 
stehende, fiir «0, — 1, —2,--+ verschwindende, fiir alle itibrigen 
endlichen x gegen einen endlichen Werth unbedingt convergirende 
Product eine besondere Bezeichnung: Factorielle von x einfihrt, so 
dass also 


(13) ‘c(x) = ex |] (1 +4 7) ia ~ TG 
gesetzt wird. 

Die Giiltigkeit der in den Gleichungen (8) bis (11) enthaltenen 
Product- bezw. Reihenentwicklungen fiir [(#) beaw. lg [ (x) erstreckt 
sich ihrer Herleitung gemiiss zunichst auf positive Werthe 2 < 1. 
Die Giiltigkeit fiir «—1 ergiebt sich ohne Weiteres aus Gl. (8) 
durch Vergleichung mit dem friiher gefundenen Resultate [(1) = 1. 
Sodann lisst sich aber zeigen, dass das unendliche Product in Gl. (8) 
— und folglich auch die damit identischen in Gl. (9) und (11) — bei 
Vermehrung des Argumentes um ganze Zahlen derselben Recursions- 
formel geniigt, wie die [-Function. Setzt man etwa fiir den Augenblick 


1-2+(m— 1) 





re 
; om ey jety- eta ty = PO), 
so wird 
1 : 1-2---n—1 x 
P(x aa 1) as 3 lim e+?) (@ + 3)-+-(@-+n) neti 


a eee). (_>- ) 

(x + 1) (w@ + 2)---(@-+m —1) x+n/? 
also wegen lim (~ +5) = | 
P(a+ 1) = 2#P(2) 
und allgemein 

P(a+n)=a(4+1)---(@+n—1)- Pla), 

woraus dann die Identitiit von P(x) und [(z), da sie fir O0< 7<1 
bereits feststeht, fiir alle positiven endlichen x gefolgert werden kann. 
Das Product P(x), dessen Convergenzgebiet, wie bemerkt, auch auf 
alle negativen und complexen endlichen Werthe von x sich erstreckt, 
kann sodann dazu dienen, um die urspriinglich nur fir positive « 
definirte [-Function auf jenes erweiterte Gebiet fortzusetzen. (N.B. Die 
urspriingliche Integraldefinition verliert ihren Sinn fiir alle negativen 
Werthe von x und alle complexen mit negativem reellen Theil; fiir 
complexe x mit positivem reellen Theil*) bleibt das Integral, wie sich 
leicht nachweisen lisst, bestimmt, endlich und gleich P(x) **). — 





*) Die Zulassung solcher Werthe findet sich zuerst in dem oben bereits 
citirten Aufsatze von Poisson. (Journ. de I’Ecole polyt. Cah. 19, p. 477). 

**) Vgl. Scheeffer, Ueber einige bestimmte Integrale, betrachtet als 
Functionen eines complexen Parameters. (Habilitationsschrift, 1883), 
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Die durch Gl. (12) eingefiihrte Factorielle geniigt — als reciproker 
Werth der [- Function — offenbar der Recursionsformel 


Fe(a +1) = — Fe(2), 
sodass 
7 Fe(2) : eee 
Te Sets. acer “et d— = 
Man hat hiernach 


ol — 2) = — Le) =e ff (1—2)" 
1 


und daher 


(14) Fe(z)- Fe(l— 2) = [i] (1 — 2%) = sinze 
1 


4 


oder, wenn man statt der Factoriellen [-Functionen einfiibrt: 


7 
(15) (2) -Tl— a=, 
eine weitere Hauptformel zur Berechnung der [-Functionen, mit deren 
Pays : . 1 . ’ , 
Hiilfe sich alle Argumente zwischen — und 1 auf soiche zwischen 0 


und 1 reduciren lassen 
Auch die sog. Legendre’sche Reihe d. h. die Potenzreihe fiir 
Ig f(1 + 2) lisst sich aus den bisherigen Resultaten fast ohne Rech- 
nung herleiten*), Es ist niimlich 
IgP(1 + 2) = lg {x -T(x)} =lgaz + Ig l(a), 
also nach Gl. (10b) 


Ig T(1+2) = — Igz +e _ Ig(1 + =); 


Da v>1, so kann man unter der Voraussetzung, dass |x| < 1 


. . x . 
die Logarithmen nach Potenzen von ~ entwickeln: 


ed +9—— O84 BESTS HLS.) 
1 


und da die so entstehende Doppelreihe absolut convergirt — denn man 
hat ahnlich wie oben: 
**) Dagegen verzichte ich hier auf die Herleitung des sog. Gauss’schen 


Theorems: 
n—1 


n—l —sa+2 
Il r(2+")= (22)? 2 r(nz), 


da dasselbe bereits von Gauss in der denkbar kiirzesten Weise abgeleitet wurde 
(a. a. O, Art. 26; vgl. auch: Serret, Diff.- und Int.-Rechn., Bd. Il, Art. 528). 
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DHE 1 lof yp tioPh yp iets |.) 
4 
< reap ely ety.) 


ln? SJ 
< :y > v(v—|a|)’ 


so kann man sie nach Potenzen von x ordnen, sodass sich ergiebt 





(16) Ig h(t 2)——Cx+ D>h(— 1 E+ Sat (|2| <2), 
2 


wenn 


n 


1 
(17) > 4-5 (b> 2) 
1 
gesetzt wird*). Da diese Reihe keine andere sein kann als die 
Maclaurin’sche, so folgt, dass: 


+ P(t) peer ' 
(18) (- TP a “Fa, is r (1) etal C; 


(19) ( Fein to) = (—1)§(k —1)! S. 
dx z=0 
Im iibrigen hitte man diese letzten Gleichungen auch durch Diffe- 
rentiation der unbedingt und — wie leicht zu ersehen — auch gleich- 
miissig convergenten Reihe (10) bezw. (10b) herleiten kénnen, Man 
erhilt auf diese Weise die Beziehungen: 


(a) 2g) b+ Slie(t+ \-s4el 


— Stel +4) - sesciI 


(aus Gil. (10)) 

*) Die Reihe (16) ist fir «—-+-1 — als alternirende Reihe mit bestindig 
abnehmenden Gliedern — noch bedingt convergent und stellt dann — nach dem 
Abel- Dirichlet’schen Stetigkeitssatze — auch noch Ig[f(2)=—0 dar. In Folge 
dessen ergiebt sich die interessante Beziehung: 


nw 

Y 1 aS ws . z= 1 

C= DE (1 | yp GSAT 
2 
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1 S741 1 , 
@0b) ma GH Bile eet -o 


aan 
(aus Gl. (10b)) 


upd 


‘6 @& ig F(x) NI 1 
2 P.M 12h SS a Tl ! ed * : 
( 1) dak ( 1) (ki 1) — (a+ 1) ? 


welche fiir «== 1 in die Gleichungen (18), (19) tibergehen und in 
die Maclaurin’sche Formel fiir Igf(1-+ 2) eingesetzt ebenfalls die 
Reihe (16) liefern*). Diese letztere kann man nun bekanntlich noch 
stiirker convergent machen, indem man zuniichst schreibt: 


Ig (1+ 2)=—Ig(1+2)+0—C)e+ >} (—1) 5 (Si —1) a 


und hierauf die Reihe 


Ig Td —a = —Ig(l—2)—-(1—C) 2+ >} E (& — 1) at 
2 


davon subtrahirt. Da nun: 


r@) Fl —2)=+ ra+2)-f(l—a)=—*— (Gl. (15) 
und daher: 
igh (1 — a) = — Ig F(1+) + lg oe 


sinwa’ 


so erhilt man schliesslich, nachdem man noch mit dem Factor 2 dividirt: 


(22) Igh(4+a)—iig** —tigit® 4 a—o)2 


‘sin wa 
S 
1 1 ’ Qk--t 
> a 
1 


(fiir |z| << 1) — als diejenige Reihe, welche man speciell als die 
Legendre’sche zu bezeichnen pflegt**). 





*) Fiir ein ganzzahliges Argument «=m ergiebt sich noch aus Gl. (20b): 
T’(n) 1 , eae 1 
Toe arte tet aa 
d. h. der logarithm. Differentialquotient von [ (x) ist fiir pos, ganzzahlige # durch 
eine endliche Reihe darstellbar. 


**) Legendre, Traité des Fonctions Elliptiques et des Intégrales Eulériennes 
T. Il, p. 483, Art. 85, 





= 
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8 2. 


Das Gauss’sche und Dirichlet’sche Integral fir lg Te) ere) A 


Das Cauchy’sche Integral fir lgf(# + 1). 


Die Gleichung (20b) lisst sich auch folgendermassen schreiben: 


ere —_ + + 1im S fal + 4) — sHl 


= lim {ise — >? <tr} (nm = oo). 


Es mége jetzt wiederum z reell und > 0 angenommen werden. 





n—1 
Um nun zunichst lg” und > oir durch bestimmte Integrale 


0 
auszudriicken, hat man aus der Identitiit: 


‘ : 
— = fe da, 
4 

0 


wenn man dieselbe mit dz multiplicirt und in den Grenzen 1 bis » 


integrirt 
nn fac fern fe en de") 


und andrerseits, wenn man statt ¢ 2-+» schreibt und iiber den 
Index v von 0 bis » — 1 summirt 


1 1 n—1 1 
y 1 = y qrtl ° da = jt 11— a” ) 
k+y > 1—« 
0 uv 0 


*) Dieses Integral nimmt, wenn man e~® statt w und x statt m schreibt, die 


bek, Form an: 
en fo a we 


Integrirt man diese Gleichung, nachdem man mit da multiplicirt, nach w in den 
Grenzen 1 und @, so wird: 





e—*¢—¢* da 
% = > 


wlge—1+1— f \(@ —1) e+ 


a 


wie ich des Spiiteren wegen hier gleich bemerken will. 
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Hieraus ergiebt sich aber: 


at! n 
“ <n f get a 
1 


23) 1 — ; 1 a-* ; oe 1 a” 
= -/ <a ae f° et imal 


e/ 





= P+ lim R,. 

Als miéglicherweise kritische Stellen fiir die hierbei auftretenden 
Integralfunctionen sind lediglich die beiden Werthe « = 0 und « = 1 
zu untersuchen. Von diesen scheidet indessen der Werth a = 0 so- 
fort aus, da wegen «>0 a*—' (welches in P vorkommt) von niedrigerer 
als der ersten Ordnung unendlich wird, also das betreffende Integral 
dadurch nicht alterirt wird, wihrend «* (in R,) iiberhaupt nicht un- 
endlich wird, sondern verschwindet. Um ferner das Verhalten der 
zu integrirenden Functionen in der Niihe von @ = 1 zu untersuchen, 
hat man, wenn é¢ eine beliebig kleine positive Grésse bedeutet: 


( 7) = (—Ig(1—«)) t= (1 +4 +08)" 
om (1 jen +492), 
( 3 one ‘(1—«e)- ~1 = ¢- 4(1+ (e—-1)e+ oa le— 9” ') 


l1—e a—l—e 


2z—l 


( : i Gg. a 2) 4 (* — (2-1) (a—' 2) 9”) « 


a 
d. h. die betrachtete Function bleibt bei der Anniiherung von « an 
den Werth 1 endlich, und zwar convergirt sie fiir «= 1 gegen den 
Werth + — 2. Hieraus folgt aber zuniichst, dass das Integral P 
endlich und bestimmt ist. 


Da ferner die soeben beniitzte Reihenentwicklung — wenn man 
dabei x statt « — 1 setzt —- auch auf den in R, auftretenden Factor 


a _ a} Bezug hat, so ergiebt sich, dass derselbe im ganzen 
Qa 


Integrationsintervalle nirgends unendlich wird, sodass man — wenn 
M einen endlichen Mittelwerth hezeichnet — setzen kann: 


1 
R, = uf a1 da =“. 
0 


n 


also lim Rk, =O (n= oo). 
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Somit liefert die Gleichung (23) die folgende — soviel ich weiss, zuerst 
von Gauss abgeleitete*) Integral-Darstellung 


1 
a 
, d\gf (x) 1 a! 
(24a) oer -/ Oe da. 
a 
0 


Setzt man darin a@ statt lg +, also e~* statt a, so nimmt dieselbe die 


ebenfalls von Gauss**) gegebene Form an: 


i d lg T (a) co cc 
(24b) dz . -f{ a — T_e*# da. 
0 


Schliesslich ergiebt sich, wenn man den zweiten Bestandtheil dieses 
Integrals in der Weise transformirt, dass man (1-+-«) statt e* setzt, 
die von Dirichlet herriihrende Gleichung:***) 





ao 


dig h(@) _ Li, Se 
(24c) ‘dx I} - on oe da 


= fie — (1+<«)-*} = : 


Obschon die einzelnen Bestandtheile der Integrale (24b), (24c) wegen 
der unteren Grenze 0 divergent sind, so ist diese Transformation doch 
gestattet. Man kann niimlich zuniichst, wenn 0 beliebig klein gegeben 
wird, eine endliche Grésse ¢ so bestimmen, dass 


und 


[\e- 


absolut genommen kleiner als 6 werden. Die Integrale 


*) Ges. W. Bd. 8 8, 159, Gleichung [77]. Gauss setzt bekanntlich: 
digT(a) _ dig f (w#+1) 
“<. dz 
**) a. a. O. S. 160, Gleichung [78]. 
***) Crelle’s Journal, Bd. 15, S. 260, Gleichung 10, Dort ist auch die Zu- 
lissigkeit dieser Transformation (oder vielmehr der inversen, welche Gleichung 
(24c) in (24b) tiberfiihrt) besonders motivirt. 


= W(x). 
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7 ns to fitserrac 
i—¢€- ” 


sind dann simmtlich endlich und bestimmt. Man hat nun, wenn man 
in dem mittleren dieser Integrale 1 + a fiir e* schreibt: 





foo] 


e #4 1 —Z 1 \~ 2 
SES dam te dam f Ot8"* ae (0<#<1) 








Pa | etoe 
und daher 
a) 2trve 
ja re ” ies (1+ a) (1-+ w)—” 
fle cejnnf leery 
oder da: 


e+ Fe 


J Cte — da < @- é- ety" : <@e 


mit « selbst beliebig klein wird, schliesslich: 


Si oe see acm f in ater de, 
- a 1—e «| é a Qa 
0 0 


womit die Richtigkeit der Gleichung (24c) streng erwiesen ist. 

Jedes der drei Integrale (24a, b, c) besteht aus zwei heterogenen 
und, einzeln genommen, divergenten Bestandtheilen: einer unendlich 
grossen Constanten und einer ebenfalls unendlich grossen Function 
von z. Die hier gegebene Ableitung dieser Integrale hat nun den 
Vorzug, dass sie die Provenienz dieser beiden Bestandtheile deutlich 
erkennen lisst: der constante Theil entspricht nimlich genau dem 





divergenten Bestandtheile >lg (1 + *), der veriinderliche dem eben- 
1 


falls divergenten Bestandtheile Dit - in der Reihenentwicklung von 
0 


Sigt(@) . 
dx 
Setzt man in den Gleichungen (24a, b, c) « = 1, so ergeben sich, 


da nach Gleichung (18) (+4 e) = + =f’(1)=—C, fiir die 
2=1 


Euler’sche Constante die Integralausdriicke 





n 
sh 


n 
ch 


on 
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Je “fee 
lg = 
(25) c= om 
je sale nee 


| flare — ena} ae. 


Durch Addition dieser Gleichungen zu den beziiglichen Gleichungen 
(24a, b,c) nehmen dieselben diejenige Form an, welche der Reihen- 
darstellung 


“er e) -3¢- Tez =)- Cc (GI. ( (20b)) 


entspricht, und die man auch — analog wie oben — direct daraus 
herleiten kénnte, nimlich: 


1 
fret da — C, 


(26) dig f(z) | ha ~ da —C, 








dz i—e * 





fidtert—( ters} 4t—e. 


Durch (k—1)-malige Differentiation der Gleichungen (26) ergiebt sich 
(fiir k > 2): 


1 ) 
k k—1 a2—1 k—-1 | -@an 
(27) alg T(a) = — i =< — da = (— os he: ae da 





da* 1 
6 rf 


an (— mf “It +8) ae 
a (1+ a)” 


und hieraus fiir = 1, mit Berticksichtigung von Gleichung (19): 
Mathematische Annalen, XXXI. 32 
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1 


= 1 (~—1)>-"* ] k—1 
(28) >> (k—1)! J eT9 da 


1 
0 





LD 


1 a! 
wi: anf oa 


9 


ao 


1 ” Ig*—! (1 +a) 
pr f site) ** 


0 


welche letzteren Gleichungen, sobald man darin [(k) statt (4 — 1)! 
schreibt, tibrigens nicht nur fiir ganzzahlige k > 2, sondern fiir alle 
positiven k > 1 gelten. Dies zeigt sich sofort, wenn man aus 


ao 


P(k) — fe -o-I'da = vt fe **a'— da 
0 0 


bildet 


ao 


yi- rig f (eae Se), 
1 . 1 
0 


woraus sich unter der Voraussetzung, dass k > 1, fiir » = oo in der 
That ergiebt 


eo i 3) 
2) 
1 1 at—!. 4 1 Yai 
y—_— == ————_ —— ooo = ——. —_———_ 
2 o* of i—¢-* da anf La da. 


0 0 


Ich tibergehe die verschiedenen Integraldarstellungen fiir lg (2), 
welche sich unmittelbar durch Integration der Gleichungen (24) und 
(26) nach x ergeben.*) Hingegen will ich noch das Cauchy’sche 
Integral fiir lg [(k-+1) hier ableiten, da sich die hierbei vorkommende 
Constantenbestimmung etwas kiirzer und iibersichtlicher gestalten lisst, 
wie dieselbe durch Cauchy und Stern gegeben worden ist.**) Schreibt 
man in Gleichung (24b) z+ 1 statt 2, so wird: 


d lg [(k-+1) (C(t geen et |g #8 
—— ss in pa heen f {4 ai rad te 
0 0 


oder: 





*) Cf. G. F. Meyer, Vorlesungen iiber best. Integrale, 8. 131. 
**) Cauchy, Exerc. d’Analyse et de Physique Math., T. II, p. 386. Stern, 
in den Gittinger Studien, 1847, 8. 306. — G, F. Meyer, a. a, O. 8. 133 tf, — 
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sees fous fore Pes. 


1 
ma — 2a 
rie da 





tues fipntt yfers*da 


und mithin, wenn man nach 2 in den Grenzen 1 und 2 integrirt: 


ra da 
yan 


Um das constante Integral auszuwerthen setze man x =, wobei zu 


r()—ir()= tye 


(da sich aus Gleichung (15) fiir x => ergiebt r(S) = x) , und somit: 











Ig F(a@+1) = wet eder—D+f for 





beachten, dass: 


1 


“7 
lgs+5!s7—5le5t +iQet—rif {ot 444 thee da 
0 


+1 -—§ te, - 5+ 


v 





oder, wenn man in dem letzten Integrale + statt a einfiibrt und 


MS ret = — am : — getzt: 
a 

“_ e 

e* —1 


O=—tigx— +f —*— — ae 


Addirt man diese Gleichung zu der oben gefundenen fiir lg [(2+-1), 
so nimmt das constante Glied darin die Form an: 
32° 





A. PrinesHem. 








Das letzte Integral hat aber den Werth 
1 1 1 1 
z(ep-I)+1—-Fe2+5 

(s. die Anmerkung zu Anfang dieses Paragraphen, wo in dem letzten 


Integral nur z = + zu setzen ist), mithin ergiebt sich als Gesammt- 


werth dieser Constanten > lg x + + lg 2 = > lg 2a, und man erhiilt 


schliesslich die Cauchy’sche Gleichung: 


(29) Ig F (w-+1) => lg 2aa + x(Ig 2—1) 


: 1 1 PO ees 
+f an “oF >} = ae. 
0 


Dieselbe liefert bekanntlich durch Kinsetzen der Partialbruchentwicklung 


a 

1 1 i ‘ > a 

rt “a et? a* -- 49? 
1 


die sogenannte Stirling’sche Reihe zur Berechnung von lg [ (#-+- 1).*) 


§ 3. 
Andere Methode zur Herleitung der Productentwicklung fiir [(<). 


Den Ausgangspunkt dieser zweiten Methode bildet wiederum — 
wie in § 1 — die Recursionsformel Gleichung (5): 


Wihrend jedoch dort die weitere Entwicklung auf der Grenzbestim- 
mung von [(#-+m) fiir moo beruhte, so soll hier die analoge 
Grenzbestimmung fiir das logarithmische Differential von [(2-+-m) zu 


*) Cf. G. F. Meyer, a. a. O. 8S, 141 ff, 
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Grunde gelegt werden. Man hat zuniichst, wenn man die obige 
Gleichung logarithmisch differenzirt: 


‘ dlgf 
ay Sgt) St + He 


Andererseits liisst sich das logarithmische Differential von [ (2) durch 
ein bestimmtes Integral darstellen: natiirlich kann hierbei die im 
vorigen Paragraphen gegebene Ableitung dieser Integraldarstellung nicht 
benutzt werden, da dieselbe gerade auf der Productentwicklung fiir 
T(x) beruhte. Man findet indessen nach Dirichlet*) aus: 

C'(v) = fe-*-etIIlga-dae  («#£>0) 


0 





2p 


— ap 





wenn man Ig @ durch das gleichwerthige Integral fa a? 
ersetzt und die Integrationsfolge vertauscht**) — encittliiien: 
(2) = F(a) f {e-8 — (1+ p)-#} SB omey 
0 
und wenn man im zweiten Theile dieses Integrales 1 + 8 = e-*, im 


ersten B= a setzt (was gestattet ist, wie im §2 gelegentlich der 
Gleichungen (24b), (24c) gezeigt wurde): 


Co ee 


Folglich hat man 

' r * 

Gl) Teper etm +f fr — 
‘ : 


wo 





1 = en (en) a da=|lgn-+- é, , 
= ’ 


én = Ig (1+ at fie Me ——¢ e-(et+madee, 


*) Crelle’s Journal, Bd, 15, S. 260. 
**) Ueber die Zulissigkeit dieser Vertauschung s. Harnack, Elemente der 
Diff.- und Integr.-Rechnung, 8S. 300, § 162. 
***) Bisher wurde diese Relation nur in der Weise fiir die Productentwick- 
lung verwerthet, dass man daraus durch Differentiation einen Integralausdruck 


.. @ lg F(x) 
fiir a cae 


variablen eine Reihenentwicklung gestattet; aus dieser wird dann durch zwei- 
malige Integration und geeignete Constantenbestimmung eine Reihe fiir lg T(z) 
gewonnen u. 8. f, — vgl. Serret, Diff. und Integr.-Rechnung, Bd. II, Art, 521. — 


herleitete, welcher nach Einfiihrung einer neuen Integrations- 
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Nun ist leicht zu zeigen, dass ¢, fiir hinlinglich grosse Werthe von 
n beliebig klein gemacht werden kann. Zuniichst hat man (da x>0): 


K+ )<t 
— fiir keinen Werth « im ganzen Integrations- 


—e 
intervalle unendlich wird (auch nicht fiir a = 0: denn 





1 
Da ferner — — 
a 1 


batt tg Net tett | 


convergirt mit @ stetig gegen 4), so muss dieser Ausdruck inner- 
halb des Intervalles (0...00) ein endliches, numerisches Maximum 
besitzen, dessen absoluter Werth mit M bezeichnet werden midge. 
Alsdann wird aber: 


? 
M 
abe (5 — qa pale eda < Mfr. de< > 
0 


Daraus ergiebt sich, dass: 
leal< > @+M) 


und, wie ich des folgenden wegen gleich bemerken will: 


: 1 2 a? 
abs. f &da <> F -+ + M(«- a)) 
d. h. man hat fiir jedes endliche positive x 


lim é, =O und lim @.dz—= 0. 


Mit Hiilfe der Beziehung (31) lisst sich jetzt Gleichung (30) folgender- 
massen schreiben: 


‘ ] 
(32) se) -> nie + lg nt ee 


oder, indem man » ins Unendliche wachsen lisst: 


dig (x) c 
oer — lim |— Pa es r+ieal. 


Integrirt man ferner Gleichung (32) nach x in den Grenzen 1 und 2, 
so wird 


lg F(x) His» Ig(v-+v—1}+ (a —-1)lgn + fede 
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oder auch, fiir m = oo: 


lg T (2) = im]? vy — = + (a—1) lg ; 


d. h. 





ray tin {FP 2 355-3 pat Eli ; lim » {PT sts 
1 TI (+s) 
-cll — 


Man kann auch die rechte Seite der Gleichung (32) von vornherein 
so umformen, dass sie fiir moo die Form einer unbedingt und 
gleichmiissig convergirenden, also gliedweise integrirbaren Reihe an- 
nimmt. Man hat zuniichst 





n—1 
eee —— + — SG — 3) +(e St) +0 
1 


und wenn man wiederum (wie in Gleichung (11)) 


iw { — gn} — lim _ (1+ +) 


r— nD 1 





I 
vay 
- 
p 
z 
i} 


setzt: 


sy 0-1 S49), 


woraus durch on vo nach w in den Grenzen © und 1; 


Ig f (2) —=—(a— No—lge— >} {ly (v-+ 2) —Ig(v-+1)—(2—1) 4} 
—~(e—1)0—us- F {Ig(v-+2)—lgv— = | 
— St - 16+ 3) 
——C2—gs— Sfie(1+ 2)— 4] 


und daher 
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C(2) = = j 
eo" x -] (14 =)e ” 
1 


iibereinstimmend mit Gleichung (12). — 


§ 4. 
Das Euler’sche Integral erster Gattung. 
Das Euler’sche Integral erster Gattung 


< z—1 
ont... aa? 
(33) B(w,y) f- oe aa") 
0 
ist endlich und bestimmt, sobald z > 0, y > 0, und nimmt durch die 


Substitutionen z = _f B B=—1—y — wenn statt 6 und y schliess- 





lich wieder « geschrieben wird, die Formen an: 


(a) B(x, y) = 1] ‘e1(1—aytda 
(34) | 


e 
: 0 


Schreibt man: 





om —1 — g)*—!1 ap a eg _— 
(b) = f w-"(1 a)! da = Bly, x) J aay Oe 
0 


B(x, y) =e —ay—'(1—a+a) de 
= Biz, y+1) + Be+1,y) 


und bemerkt, dass: 


1 
Bie +1, y)—f or (1— ayy de 


1 
fl a | = fe — 
| = +5 (l—ayde, 
=- 7 B(x, y+1) 
so ergiebt sich die fundamentale Recursionsformel : 


(35) Bay) = *F¥ Bow, y+ 1) = **" Be +1, y). 


*) Die Bezeichnung B(x, y) stammt von Binet: Mémoire sur les Intégrales 
Eulériennes. (Journal de l'Kcole polyt. Cah. 27, p. 131). Legendre bezeichnet das 
betreffende Integral mit (a, y). 
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Durch n-malige Anwendung dieser Gleichung erhalt man: 





‘ ; (e+y) @t+tyt+) --:@+tyt+n—) |, 
(36) B(v,y)= ee ates B(x, y+n) 


_*t+y Lp 2ztyt. 
== i pie B&y+n). 


Um aus dieser Gleichung eine unendliche Productentwicklung fiir 
B(x, y) zu gewinnen, hat man nur das Verhalten von B(x, y+) 
fiir unbegrenzt wachsende » zu untersuchen. 

Da nun aus der definirenden Gleichung (34a) ohne weiteres 
folgt, dass fiir jedes positive h 


B(z,y) > Bw, y+h), 
so hat man, wenn p die kleinste ganze Zahl bedeutet, die > y ist: 
B(x, n) > Bia, y+n) > Bw, p+n) 


B(x, y+n) > Bw, p+) , 
B(a, n) B(x, n) 


oder: 

1> 
Nun folgt aus Gleichung (36), wenn man dieselbe umkehrt und y = 1, 
n= m — 1 setzt: 


1.2...(m—1) 


B(x, m) = eri @+2)...@+m—1) 


B(a, 1) 
oder, da sich unmittelbar 


1 
B(a, 1) —fortdam + 
ergiebt: 


m—1 
(37) B(a, m) = ells ors" 


Mit Benutzung dieses Resultates geht die oben gefundene Ungleichung 
iiber in: 


n—1 
; w+ nm. (m+1)... (n+p—1) 
I> Be y+n)-a ff . > (a-+-n) (2-+-n+1)... (@+n+p—1) 


>(sfa) <4 4) “=1- 0% 
<9<)), 





sodass man setzen kann 


(38) B(a, y+n) - of] REY n't — 9, 


1 











A. Prinesnem. 


wo 
&=# P= O< <<), 
also 
lim &, = 0 (noo). 
Mithin lisst sich jetzt Gleichung (36) folgendermassen schreiben: 


oe ote aty+r) ( 
B(x, y) = et y-bo) | — Ey) 


oder auch, indem man » ins Unendliche wachsen lisst: 


c , sts a+y+») ie C+ “5 ») 
(39a) B(x,y)=— a ae +E (+2 y+) 


i ivergenz dieses Productes erkennt man au und des in 
Die Convergenz d Product kenut auf Grund d l 
gesagten unmittelbar, wenn man dasselbe in die Form setzt: 


[[¢+ mee 


(39b) B(a, y) = ay - (v= 1--- ox) 


" [G+ "T+ De" 


wo dann jedes dieser Theilproducte einzeln unbedingt convergirt — 
und zwar nicht nur fiir positive Werthe von # und y, sondern auch 
fiir alle negativen und complexen, sofern nicht gerade x oder y oder 
(x-+-y) der Null oder einer ganzen negativen Zahl gleich wird. (NB. Das 
Product hat den Werth oo, wenn mindestens eine der Variablen «, y 
verschwindet oder negativ ganzzahlig wird; es hat deu Werth Null, 
wenn das analoge lediglich von der Summe (7+-y) gilt). Die Gleichung 
(39b) bez. (39a) kann hiernach wiederum — analog wie die Product- 
entwicklung fiir [(«) — als erweiterte Definition der Function B(z, y) 
angesehen werden. Zugleich ergiebt sich aus Gleichung (39b) durch 
Vergleichung mit (12) (13) die wichtige Beziehung 


ot y 





__ F(a)T(y) Fe(a+y) 
(40) Biz, y) = T(@+y) ~ Fe(a) Fe(y) 


Setzt man speciell y= 1— 2, so wird mit Beriicksichtigung von 
Gleichung (15): 


(41 a)’ B(z,1—2) = (fiir beliebige complexe «) 


sin 7 oT 


und falls ~ und (1 —2) beide positiv, d. h. 2 ein positiver echter Bruch: 
1 


1 
a? 1 a” a 
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Bezeichnet ferner » eine positive ganze Zahl, so folgt aus Gleichung 
(40) mit Beriicksichtigung von Gleichung (6) 


T(z) = Tet) Bie, n) = (14+ Oe) - n*B (x, n) 





oder auch: 

(42) * T(x) = lim n* B(a, n) 

eine Relation, die sich fiir « > 0 auch an den betreffenden Integral- 
definitionen verificiren liisst und alsdann zur Ableitung der Product- 
entwicklung von [(«) aus derjenigen von B(x, m) dienen kann.*) — 


Berlin, October 1887. 





*) Cf, G. F. Meyer, a. a. O. § 35—37, S. 97 ff. 








Ueber binire Formen mit vorgeschriebener Discriminante. 


Von 


Davip Hivsert in Kinigsberg. 


Das Problem. 


Betrachten wir zwei biniire Formen von der v'*" Ordnung: 
ry sd v—1, v 
P = HH," + Ky) yay, os + + Oy e,”, 


y= By x,” + (1) B,x,""'x, + hares + By x2", 


so giebt es bekanntlich innerhalb der einfach unendlichen linearen 
Formenmannigfaltigkeit: 


(1) xp + uy 


genau 2v — 2 Formen mit doppeltem Linearfactor. Das Product dieser 
2v — 2 Linearfactoren ist durch die Functionaldeterminante (9, ¥), 
der beiden Formen gegeben, wihrend man die jenen Formen ent- 
sprechenden 2v — 2 Parameterverhiltnisse x: durch Nullsetzen der 
Discriminante d(x, mu) des Gebildes (1) findet. Die Frage nach den 
Involutionen v'*t Ordnung mit vorgeschriebener Functionaldeterminante 
hat der Verfasser*) vor Kurzem zur Lésung gebracht. In der vor- 
liegenden Arbeit handelt es sich darum, alle diejenigen Formengebilde 
(1) 2u bestimmen, fiir welche jene 2v — 2 ausgezeichneten Parameter- 
verhiiltnisse x: u vorgeschriebene Werthe annehmen, oder, was auf das 
niimliche hinausliuft, fiir welche die Discriminante 8(x, w) eine gegebene 
bindre Form von der 2v — 2" Ordnung in den Variablen x, u wird. 


*) Vergl.: Ueber die Biischel von biniiren Formen mit der niimlichen 
Functionaldeterminante. Berichte der kénigl. siichs, Gesellschaft, Sitzung am 
24. October 1887. Die Arbeit gelangt demniichst in diesen Annalen zum Abdruck. 
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Die Discriminante als Grundform. 
Die Discriminante des biniiren Gebildes (1) nimmt die Gestalt an: 
2v—2 
(2) B(x, ) — yx—* + (7°77) ante fs Daya wert, 
Der erste Coefficient 0, ist die Discriminante der Form g, der letzte 
Coefficient 0:,_2 ist die Discriminante der Form y. Aus jedem dieser 


beiden Coefficienten lassen sich unter Vermittelung der abkiirzenden 
Symbole: 


7) ) 7] 7) 
Vay Boga, +A Ge, Fs BG) 


0 7] 7] a 
Poe “oop, TM og te op, 


die iibrigen Coefficienten 0,, 0,,..., 02,—-3 ableiten; es ist nimlich 
allgemein : 


(2y— +—2)! i» i! @ 27-i-2 
8: = “@5—a) [ 4 00= ea! [e av | dzy—2. 


Die in Rede stehenden Coefficienten sind Simultaninvarianten des Formen- 
paares y, y. Unterwerfen wir daher die Variablen z,, x, einer linearen 
Transformation, bei welcher die Substitutionsdeterminante gleich der 
Einheit ist, so besitzen offenbar siimmtliche so entspringenden dreifach 
unendlichvielen Formenpaare die nimliche Discriminantenform 0. Diese 
Thatsache ist fiir das oben aufgestellte Problem von Bedeutung. Wenn 
wir nimlich die Coefficienten 0,, 0,, ..., 42,2 als gegeben ansehen, 
so haben wir zur Bestimmung des zugehdrigen Formenpaares 2» — 1 
Gleichungen und diese Zahl ist gerade um 3 geringer als die Zahl 
2v-+-2 der zu bestimmenden Coefficienten a, ,,...,a, und By, B; ,..., Br. 
Es wird daher die Widerspruchsfreiheit und Bestimmtheit des Problems 
ausser Zweifel stehen, sobald es gelingt, den strengen Nachweis dafiir 
zu fiihren, dass die Discriminantenform @ eine allgemeine Form ihrer 
Ordnung darstellt, oder, genauer gesagt, dass jede beliebige biniire 
Form von der 2v — 2'" Ordnung in den Variablen x, w als Discrimi- 
nantenform @ eines geeignet gewiihlten Formenpaares gp, y betrachtet 
werden darf. Dieser Nachweis wird im Folgenden auf indirectem 
Wege erbracht. 

Gehen wir nimlich von der Annahme aus, dass zwischen den 
Coefficienten 0), 0;, ..-, O2,-2 eine identische Relation bestehe, so 
wiirde aus der Constantenabziihlung folgen, dass es fiir eine Discrimi- 
nantenform @ stets vierfach unendlich viele zugehérige Formenpaare 
y,¥ giebt. Betrachten wir nun die Doppelverhiiltnisse, welche sich 
aus den 2v Wurzeln der beiden Gleichungen g(a, 1)—=0 und (a, 1)—=0 
bilden lassen, so sind zwei Fille zu unterscheiden. Lyrstens kénnte 
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der Fall eintreten, dass die Werthe der Doppelverhiiltuisse simmtlich 
ungeindert bleiben, sobald das Formenpaar gy, ~ mit irgend einem 
anderen Formenpaare der in Rede stehenden vierfach unendlichen 
Mannigfaltigkeit vertauscht wird. In Folge dieser Annahme miisste es 
mdglich sein, die vierfach unendlich vielen Formenpaare simmtlich 
mittelst linearer Substitution der Variablen 2, , x, aus einem bestimmten 
Formenpaare 9, w herzuleiten. Da ferner die Determinante jener Sub- 
stitution nothwendigerweise einer Einheitswurzel gleich werden muss, 
so lige thatsiichlich nur eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit von 
Formenpaaren vor und mit diesem beschrinkenden Umstande tritt die 
urspriingliche Annahme in Widerspruch. Zweitens werde vorausgesetzt, 
dass wenigstens eines jener Doppelverhiltnisse sich indert, wenn man 
das Formenpaar g, y durch ein anderes der vierfach unendlichvielen 
Formenpaare ersetzt. Wird dann einer der variablen Parameter in der 
Weise bestimmt, dass das betrachtete Doppelverhiiltniss den Werth 
Null annimmt, so sind drei Méglichkeiten zu beriicksichtigen, jenach- 
dem in Folge dieses Verfahrens die betreffende Form @ oder die Form 
w einen Doppelfactor erhilt oder endlich beiden Formen , yw ein 
gemeinsamer Linienfactor zu Theil wird. Tritt einer der beiden ersten 
Fille ein, so miisste die Discriminante 0, oder 0):,2 verschwinden; 
eine derartige Specialisirung der Discriminantenform 0 ist aber offen- 
bar nicht nothwendig erforderlich. Die letzte Méglichkeit wiirde fiir 
die Discriminantenform 0 die Existenz eines Doppelfactors und somit 
das identische Verschwinden ihrer Discriminante bedingen. Der niichste 
Abschnitt zeigt, dass auch diese Folgerung der Wahrheit zuwiderliuft, 
Die eben bewiesene Thatsache fiihrt unmittelbar zu dem folgenden 
Ergebnis: 

Ist eine binire Form 0(x, w) von der 2v — 2" Ordnung in den 
Variablen x, w vorgelegt, so giebt es stets eine endliche Anzahl von 
Formengebilden (1), deren Discriminante mit der Form 0(x, w) tiberein- 
stimmt. Dabei sind jedoch alle diejenigen Formengebilde (1) als nicht 
untereinander verschieden zu betrachten, welche durch lineare Trans- 
formation aus einem bestimmten Formengebilde jener Art hervorgehen. 


Die Discriminante der Discriminantenform. 


Nach den Ausfiihrungen zu Anfang dieser Mittheilung entspricht 
einem jeden Linearfactor 2,2, — a,x, der Functionaldeterminante 
(p, v), ein bestimmter Linearfactor w’x — x’u der Discriminantenform 
(2), und umgekehrt. In der That ergiebt sich: 


’ ’ 


x rw = — O(a’, 2): —(%y; Ly), 


232, = g(x’, w) : h(x’, w’). 
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In letzterer Formel bedeuten g und h diejenigen ganzen Functionen 
der Coefficienten a, @,,..-, @3 By, By, -.-, B, und der beigefiigten 
Argumente x’, uw’, deren man sich in bekannter Weise bedient, um den 
doppelten Linearfactor der biniren Form x’ g-+ uw’ y rational darzustellen. 
Nehmen wir nun an, die Discriminantenform (2) enthielte den Linear- 
factor u’x — x’u doppelt, so nimmt zufolge der obigen Beziehung die 
Functionaldeterminante (gp, ), den Linearfactor x,'2, — 2,'x, doppelt 
an, es sei denn, dass die Ausdriicke g(x’, w’) und h(x’, w’) gleichzeitig 
verschwinden. Das letztere Vorkommniss erfordert aber, dass die 
binire Form x’g + uw’ entweder zwei Doppelfactoren oder einen drei- 
fachen Linearfactor enthilt. Wenn andererseits die unctionaldetermi- 
nante (m, w), einen Doppelfactor besitzt, so folgt nothwendig, dass 
eutweder die Resultante A des Formenbiischels (1) verschwindet, oder 
in jenem Biischel eine Form mit dreifachem Linearfactor enthalten 
ist, Wir bezeichnen mit B und diejenigen Combinanten des Formen- 
biischels (1), deren Verschwinden die Bedingung dafiir liefert, dass 
unter den Formen des Biischels eine Form mit zwei Doppelfactoren 
beziehungsweise mit einem dreifachen Linearfactor vorkommt. Die 
eben angestellten Ueberlegungen zeigen dann, dass die Discriminante 
der Discriminantenform (2) nothwendig die Gestalt annimmt: 

(3) A = A" BT, 

wobei die Exponenten m, n, ¢ ganze positive Zahlen bedeuten. Die 
Discriminante A ist mithin, wie iiberhaupt jede Invariante der Diseri- 
minantenform, Combinante des Formenbiischels (1). 

Was den Grad der beiden Combinanten B und [F in den Coeffi- 
cienten einer jeden der beiden Formen , ~ anbetrifft, so ist derselbe 
derjenigen Zahl gleich, welche angiebt, wie viele Formen mit zwei 
Doppelfactoren beziehungsweise mit einem dreifachen Linearfactor in 
einem Formenbiindel von der v'*" Ordnung enthalten sind. Diese Zahl 
ist 2(v— 2) (v—3) beziehungsweise 3(v—2).*) 

Zur Bestimmung der Exponenten m, , ¢ dienen die folgenden 
Ueberlegungen. Wir nehmen an, dass die Formen g, y einen gemein- 
samen Linearfactor enthielten und setzen demgemiiss: 


(4) + silat (x9' ay — 2," %,) 9; 

Y = (@,'%,— 2, 22) Y. 
Die Combinante B kann dann ihrer Bedeutung zufolge nur in zwei 
Fillen verschwinden, niimlich erstens, wenn die entsprechende Com- 
binante B’ fiir das Formenpaar gq’, y verschwindet, und zweitens, 
wenn der Ausdruck: 





*) Vergl. die Note des Verfassers: ,,Ueber die Singularitiiten der Discrimi- 
nantenfliiche.“* Mathematische Annalen Bd. XXX, pag. 440. 
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(5) W' (2y', &e’) M(H, &_) — @ (xs, X') W (a, , Le) 
Uy XZ, — XL Xe 
als Form der Variablen x,, x, betrachtet, einen Doppelfactor enthilt. 
Bezeichnen wir die Discriminante des Formengebildes xg’ + uy mit 
6’(x, m) und die Functionaldeterminante der beiden Formen g(x,’ x,’) 
und y'(z,', 2’) mit f, so ist die Discriminante jenes Ausdruckes (5): 
ee 2 is 4), — (0) 
f? 


Nach Bestimmung der Gradzahlen fiir die Gebilde B’ und d ergiebt 
sich die Formel: 
(6) B= Bd’. 
Die niimliche Methode zeigt, dass die Combinante [ unter jener An- 
nahme (4) in die Gestalt: 
(7) C= f* 
iibergeht, wo [’ die entsprechende Combinante des Formenpaares q’, y’ 
bedeutet. Was schliesslich die Discriminantenform (2) betrifft, so 
gewinnt man bei der Annahme (4) fiir dieselbe den Ausdruck: 
(8) J (x, w) = 9" (m, w) [eH (xy’, 2) + UY (xy, x,')]”. 
Heben wir nunmehr die beschriinkende Annahme (4) auf und setzen: 

Pp = (a %,—2,' %) gy’, 

Y = (a,"2,—2,"2,)¥, 
so sind jene Ausdriicke fiir B, [, 0 nichts anderes als die ersten Glieder 
in der Entwickelung dieser Gréssen nach fortschreitenden Potenzen 
von 2, 2,"— x,'x,". Bezeichnet A’ die Resultante der beiden Formen 
gy’, v, so ist: 
(9) A = (a, a," — a,‘ ay") A gp’ (a,", &_") Y (%y', 2%’). 
Aus der Formel (3) folgt mit Riicksicht auf (6), (7), (9), dass die 
Entwickelung der Discriminante A mit dem Gliede: 

(ay a," —2,' x2") ™ BT’! pm yma £3! 
beginnt. Andererseits geht aus dem Ausdrucke (8) soviel hervor, dass 
das erste Glied in der Entwickelung der Discriminante A den Factor: 
(x4 a," — 2,’ X_") {Oy (ay, ly), — Q(X’, 2,’)]}* = (x, a," — a, x,")a*f* 
enthalten muss. Die Exponenten m, m, ¢ miissen daher jedenfalls 
beziiglich die Zahlenwerthe 1, 2, 3 erreichen. Die letzteren kinnen 
ferner nicht iiberschritten werden, da die Zahl: 
l-v+2-2(v—2)(v—3) + 3 - 3(v—2) = 2(v—1) (2yv—3) 
bereits den Grad der Discriminante A in den Coefficienten jeder der 
Formen 9, ~ darstellt; d. h.: 
Die Discriminante der Discriminantenform (2) besitet den Werth: 


A = AB’T. 
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Die Lésung des Problems in den Fallen v = 2, 3, 4. 


Der nachfolgende Abschnitt bringt das zu Anfang aufgestellte 
Problem in den Fallen v = 2, 3, 4 zur Liésung. 


vy = 2, 
Man erkennt leicht, dass zu einer vorgelegten Discriminantenform 
zweiter Ordnung nur ein einziges quadratisches Formengebilde xg + wy 
zugehért. Im iibrigen bietet dieser Fall noch kein besonderes Interesse. 


v= 3. 
Vorgelegt ist die hiquadratische Form: 
0 (x, w) = dyx* + 40, x°u + 60, x? pm? + 40, xu* + O, U8; 
es werden diejenigen cubischen Formengebilde xm + uw gesucht, 


welche 0 zur Discriminante besitzen. Wir legen die beiden Formen 
jenes Gebildes in der bekannten typischen Darstellung :*) 


oF 
9 = 3E? 
ar 
w = te 


zu Grunde, worin: 
F=Ak'+ 4Bh'm + 6Ch?m + 4Dkm + Em! 
eine biquadratische Form bedeutet, deren Coefficienten Simultanin- 
varianten und deren Variable k, m lineare Simultancovarianten des 
Formenpaares g, wy sind. Bilden wir dann die Discriminante des 
cubischen Gebildes: 
F oF 

np + uw x +p or 
und setzen in dem erhaltenen Ausdruck nachtriiglich an Stelle der 
Variablen x, u die Variablen k, m, so geht derselbe in eine Covariante 
der Form F iiber, welche die Ordnung und den Grad 4 besitzt und 
in Folge dessen die Gestalt c,j + ¢,iH annehmen muss. Dabei 
gelten fiir die invarianten Formen der biquadratischen Grundform 7 
die iiblichen Bezeichnungen: 


H=(F, F),; i= (F, F),; j= (F, A). 
Die Zahlen c,, c, ergeben sich ohne Schwierigkeit gleich 2 beziehungs- 
weise — 3. 


*) Vergl. P. Gordan, Vorlesungen iiber Invariantentheorie, Bd. 2, pag, 348. 
Mathematische Annalen. XXXI, 83 
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Die angestellten Ueberlegungen fiihren das in Rede stehende Problem 
auf die Bestimmung aller derjenigen biquadratischen Formen F zuriick, 
fiir welche die Covarianie: 


2j)F —3iH 
den vorgeschriebenen Werth 3(k, m) erhdlt. Die letztere Aufgabe wird, 


wie folgt, gelést. 
Setzen wir der obigen Bezeichuungsweise entsprechend: 


n= (9, 9).35 += (8, 9),35 y= (9, 0), 
und bedeutet ferner ¢ eine willkiirliche Grésse, so gelten fiir die in- 
varianten Bildungen der biquadratischen Form ¢0 + » die bekannten 
Formeln :*) 


Hoa = | (ve+7)9 + (2&—Fe) 2, 


° 1 
ted+y = ve? + 2yé + 6 , 


; 1 1 1 1 
== ye + — 222? + - — —+ —y? 
Jedeq —™ 7S '* piles ie 


Der Ansatz: 
(10) Fmid+y 
fiihrt nothwendig zu der Gleichung: 
Qjes4n(@O+n) — 34345 Mean = CO, 


wo C eine Proportionalitiitsconstante bedeutet. Diese Gleichung ist 
offenbar identisch erfiillt, sobald der Factor von y auf ihrer linken 
Seite verschwindet d. h. sobald die Grésse ¢ der biquadratischen 
Gleichung: 


(11) Beet dye? — Pe? —Qipe— a — Sy 


©. 


= (0) 


geniigt. Die gefundene Gleichung fiir ¢ ist eine Tetraedergleichung 
und besitzt iiberdies die Eigenschaft, dass ihre Discriminante der 
vierten Potenz der Discriminante der vorgelegten Form 6 gleich wird. 
Betrachten wir niimlich die linke Seite der fraglichen Gleichung (11) 
als Grundform, so nehmen die beiden Invarianten derselben die 
Werthe an: 

I=0, J= (Le—2yyV, 


Es giebt mithin vier cubische Formengebilde xp + uy mit der 
vorgeschriebenen Discriminante 0. Die Formen o, wp fiir ein jedes 


*) Vergl. 1. c. Bd. 2, § 16, 
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dieser Gebilde sind die ersten Differentialquotienten einer biquadratischen 
Form F, welche sich nach Auflisung der Tetraedergleichung (11) mit 
Hiilfe der Formel (10) bestimmen list. 

Ein Ausnahmefall tritt nur dann ein, wenn fiir einen Wurzelwerth 
é der Tetraedergleichung (11) gleichzeitig der Ausdruck: 


‘ 9 2 4 9 1 
C = 2yst — 2tye? — (; a rye — ay 


zu Null wird. Man erkennt leicht, dass dies Vorkommniss durch das 
Verschwinden der Discriminante s® — 6y? der vorgelegten Discrimi- 
nantenform @ bedingt wird. 

Um dem behandelten Problem die bekannte Frage nach den 
cubischen Formenbiischeln mit vorgeschriebener Functionaldeterminante 
gegeniiberzustellen, so sei daran erinnert, dass die letztere rage auf 
die Bestimmung der biquadratischen Grundformen mit vorgeschriebener 
Hesse’schen Covariante hinausliiuft und diesem Umstande entsprechend 
nur zwei Lésungen gestattet. 


y= 4, 


Um die biquadratischen Gebilde xp-+-uy mit der vorgeschriebenen 
Discriminante: 


O( x, me) = 0, x°+-60; 2° w+-15 0, x4 w?+-2005 x3 u3+-15 0 ,x2u!+-60,xu°+-d,u" 


zu bestimmen, betrachten wir die beiden Invarianten jener biquadra- 
tischen Gebilde: 


i(x, w) = tx? + 2ixm + i,u', 
Jj (%, @) = joe + 35, xe + Bj, xu? + ju. 


Die Coefficienten der beiden so erhaltenen Ausdriicke sind offenbar 
Simultaninvarianten des Formenpaares gy, ¥. In Folge der bekannten 
Darstellungsweise der Discriminante einer biquadratischen Form haben wir: 


O(x, w) = [é(x, w))* — 6[j(*, w))’. 
Es ist nun von Cayley*) und Clebsch**) die Aufgabe behandelt worden, 
eine vorgeschriebene biniire Form von der 6" Ordnung in zwei Sum- 
manden zu zerlegen, von denen der erstere der vollstiindige Cubus 
einer quadratischen Form, der zweite das vollstindige Quadrat einer 
cubischen Form wird. Die Aufgabe lisst 40 verschiedene Lisungen 
zu. Sind diese bekannt, so ist unser urspriingliches Problem auf die 
Frage nach denjenigen biquadratischen Formengebilden xp + wy euriick- 


*) Quaterly Journal of mathematics. vol. 9, pag. 210. 
**) Mathematische Annalen. Bd, 2, pag. 193. 
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gefiihrt, deren Invarianten i(x,w) und j(x, w) vorgeschriebene Formen 
der zweiten bezichungsweise dritten Ordnung sind. Auch dieses Problem 
ist vollkommen bestimmt und einer eleganten Lésung fihig. 
Betrachten wir nimlich an Stelle der beiden biquadratischen 
Formen: 
y = a 2,1 + 4a, 2,>x, + 6a,2,?2,? + 4a,2,2,3 + a, 2,4, 
» = Byx,* + 4B, 2,52, + 6B,%,?x,? + 48,2, 2,° + B, x9! 


die folgenden drei ternaéren quadratischen Formen: 
P= "Ys — Yr", 
J = My Yy" + 40, YY. + 2e.Y, 43 + 4er,yQ? + 405 YoY; + HYs”, 
r = Boy, + 4B, 42 + 28.4 Ys + 48242” + 4B; Y243 + Byys*, 


so entsteht aus diesen durch lineare Combination die quadratische 
Form Ap + xq + ur mit der Discriminante: 


xy + wy, ney+uB,, ZA-+xo,+u8,| 
D(a,x,u)=24| wey up,, —ZA+xa,+up,, x Oe, + UB, | 
sxe, +p, , xa -+ UB, , mes + By | 


=543 — BAi(x, w) + 4j(x, w)*). 


Der angestellien Ueberlegung zufolge handelt es sich nunmehr um die 
Bestimmung aller derjenigen terndren quadratischen Formengebilde 
Ap+xq+ur, welche die vorgeschriebene Discriminante D(A, x, u) 
besitzen. 

Um diese Aufgabe zu lésen, denken wir uns die drei terniiren 
quadratischen Formen p, g, r mittelst linearer Transformation der 
Variablen y,, Y¥2, Y¥; in die typische Gestalt:**) 


p= 2" 
ol? 
ar 

ati Se 

Y= ok’ 

— 

R= am 


iibergefiihrt, worin J’ eine terniire cubische Form bedeutet, deren 


*) Diese Beziehung zwischen der Discriminante eines terniiren quadratischen 
Gebildes und der cubischen Resolvente der biniiren biquadratischen Form ist 
bereits von Selivanof bemerkt werden, vergl. Bulletin des sciences mathématiques 
es & % % 

**) Vergl. S. Gundelfinger, Crelle’s Journal, Bd. 80, pag. 73. 
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Coefficienten Simultaninvarianten und deren Variable 1, k, m lineare 
Simultancovarianten der drei Formen p, qg, r sind. Bilden wir dann 
die Discriminante des terniiren quadratischen Gebildes: 


oF oF oF 
Ap xq + urd + ea + 


om 
und setzen in dem erhaltenen Ausdrucke nachtriglich an Stelle der 
Variablen 4, x, w die Variablen 1, k, m, so geht derselbe in die 
Hesse’sche Covariante der cubischen Form F' tiber. Das in Rede 
stehende Problem liéuft daher schliesslich auf die Bestimmung derjenigen 
terndren cubischen Formen F hinaus, deren Hesse’sche Covariante den 
vorgeschriebenen Werth D(l, k, m) besitzt, 

Bezeichnen wir mit S und 7 die Invarianten vom 4'" beziehungs- 
weise vom 6'*" Grade in den Coefficienten der cubischen Form D(J,k,m), 
mit H die Hesse’sche Covariante derselben und bedeutet ferner ¢ eine 
willkiirliche Grésse, so gilt fiir die Hesse’sche Covariante der cubischen 
Form ¢D-+ H die bekannte Formel:*) 


Hoya = (F824 72+ 58") D +(e —t8e—1 7) H. 
Setzen wir daher an: 
(12) F=cD+ H, 
so ergiebt sich zur Bestimmung von ¢ die cubische Gleichung: 


(13) e—.Ss—iT=—0. 


Es giebt mithin drei Tripel von terndren quadratischen Formen 
mit vorgeschriebener Discriminante D. Die Formen P,Q, R eines 
jeden Tripels sind die ersten Differentialquotienten einer cubischen 
Form F’, welche sich nach Auflisung der cubischen Gleichung (13) mit 
Hiilfe der Formel (12) bestimmen lésst. 

Ist ein Formentripel P, Q, R bekannt, so eriibrigt es noch, die 
Form P wittelst geeigneter linearer Transformation der terniiren 
Variablen 1, k, m in die Gestalt y,y, — y,* tiberzufiihren. Gehen dann 
gleichzeitig die beiden anderen Formen Q und FR in die Gestalt ¢ 
beziehungsweise r iiber, so ergeben sich schliesslich die beiden ge- 
suchten biniiren biquadratischen Formen g und ~, wenn man in den 
terniiren quadratischen Formen q und ¢ an Stelle der Variablen y,, y,, y; 
beziehungsweise #,?, 2, x, 2,” substituirt. 

Ein Ausnahmefall tritti nur dann ein, wenn fiir einen Wurzel- 
werth ¢ der cubischen Gleichung (13) gleichzeitig der Ausdruck: 


*) Vergl. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, Bd. 1, p. 559. 
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1 ‘ 1 ‘ 
5 f+ ie+ = 3 


zu Null wird. Man erkennt ohne Schwierigkeit, dass das letztere Vor- 
kommniss das Verschwinden der Discriminante S* — 6 J? der terniiren 
cubischen Form D und in Folge dessen das Verschwinden der Dis- 
criminante der vorgelegten Discriminantenform 0@ nach sich zieht. 
Zugleich ist auch unser urspriingliches Problem erledigt: 

Man erhilt durch das dargelegte Verfahren 3 - 40 = 120 bindire 
biquadratische Formengebilde xp + wy, welche eine vorgelegte binire 
Form 8(x, w) von der 6" Ordnung zur Discriminante besitzen. 


Kénigsberg i. Pr., den 6, Dezember 1887. 


























Die Steiner’sche Covariante der biniren Form 6. Ordnung. 
Von 


GiovANNI MAISANO in Messina. 


Unter der Steiner’schen Covariante einer biniiren Form f verstehen 
wir diejenige ihrer Covarianten, welche, gleich Null gesetzt, die 
Punkte des biniiren Gebietes darstellt, deren erste Polaren eine Doppel- 
wurzel haben. Diese Covariante verschwindet natiirlich identisch, wenn 
die Grundform eine dreifache Wurzel besitzt, und man erkennt un- 
schwer, dass das Verschwinden der Steiner’schen Covariante nicht 
allein eine nothwendige, sondern auch eine ausreichende Bedingung 
dafiir darstellt, dass die Grundform einen dreifachen Punkt hat. Den 
analytischen Ausdruck der Steiner’schen Covariante erhilt man im 
Falle einer biniren I’orm sechster Ordnung: 


f=aS—bs=—--., 
indem man die ¢ aus den beiden biquadratischen Gleichungen 
(1) dya;'a,=0, a,a,ta,=—0 


eliminirt. Wir nehmen uns vor, die Resultante dieser Gleichungen, 
die wir mit S bezeichnen wollen, durch die fundamentalen Invarianten 
und Covarianten der Form f auszudriicken. Bei dieser Gelegenheit 
wollen wir auch zeigen, dass jedes der Gleichungssysteme 


S=0 


3: 5m — 2?-A-1=0, 
eine Folge des anderen ist, und dass mithin auch dieses letztere eine 
ausreichende und nothwendige Bedingung dafiir darstellt, dass die Form 
f=a,‘ einen dreifach ziihlenden Nullpunkt hat.*) 
Ehe wir zur Berechnung der Resultante der zwei Formen (1) tiber- 
gehen, scheint es uns zweckmiissig, einige Formeln zusammenzustellen, 
die wir im Folgenden anzuwenden haben werden. 


und 


*) Vgl. meine Sestica binaria pag. 29 in den Atti della R, Accademia dei 
Lincei, Febbraio 1884, vol XIX. 
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$ 1, 
Relationen im Formensystem von f= a,°. 


Im Cap. II der unten citirten Abhandlung befinden sich die folgen- 
den Formeln: 


(2) Au=204+— AB, Am= (B+ AC), 


Aas — . BAin + ; CAn, 


(3) (alj?a,t = 24 4+ — Ai, 

(4) (ad)ath2— 1 — BF, 

(5) (Ap? H,§ = 42—FF 4 5 G1, 

(6) (Ab?A,? =n— Bl, 

(7) j=—pt+ eA, 

(8) (@H)'a2 He = 7 j+q4-f=— Fetal 
(9) (GH) iH, = = fl— a”, 
(10) ((H)izH. = + (al) az*le, 
(11) (iH) H.!= O44 Ai, 


’ ” ’ = us 2 1 
(12) (HH) HAH = 2 fi4 3 i? — 4. a, 


(13) (HAY HH =f Ai+ 7a, 
‘ 5 p sac 
(14) (HH r = 7 B 4. = A’, 


(15) (ab)?a,%b,*ayby = H,* Hy? — + (wy) - i, 
(16) — (ab)*a,b,%ayb, = Hz Hy H, — > (wy) (x2) - i, 


(17) (ab)*a,%b,? ayb,? = H,' Hy’ — > (wy)? + i.diy. 


Aus der vorletzten erhilt man: 


(ab)? (al) (bU')az%be%lele’ = (H1)(HU') H.*lele’ — 57 il?. 
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Das erste Glied rechts ist gleich: 

’ H,' {(Hl le? + (AV) 1? — (WY) A} = (Al? A, — > Ay: H 
=i Apl —+ Bfl+ fil! — > Au-H, 

wie sich mit Benutzung der Formel (5) ergiebt. Mithin ist: 

(18) (ab)*(al)(bU')an%ba tele’ = + Apl— + B/L4+ 42a — 5 Au-H. 


Nach (17) ist: 
(ab)? (ac) (be)? (cl) a,°b,* ¢,7l, = 
= (Ha) (al)aztleHz® — + (ia) (al) is? ae'le. 
Die linke Seite ist gleich: 
+ (ab)? (be)* (ac) dz2ba? Cz" le {(cl) dz — (al)eg} = 
— — 1 (ab)* (be)? (ae)? ay? be? cg? «= 
vjrl=tpl—ZA-fl, 


wobei wir die Beziehung (7) benutzt haben. Das zweite Glied rechts 
ist gleich: 


az te! is? {(ai)*le? + (al)? iz? — (il)? az?} = 
=; pl+ = i- (al}?a,* — a fm = 
=jplt+ id + AP — afm. 
Man hat folglich: 
(19) (aH )*(al) al, HH,’ = 
=—Jpl+ — Afl+ 2 id+ 4 AP — fm. 


Aus der von Herrn Gordan gegebenen Reihenentwickelung*) 
(") (") 
(20) DI ackamsckay Nee OM 
. v 
riihren die folgenden her: 
(21) (ab)'azbeayby = iz*iy? — 5 A(ay)*, 
(22) (ii PIP? = AZ A? + > B(wy?, 


*) Ueber das Formensystem bin&rer algebraischer Formen. 
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(23) (ii’)iete’ iyi,’ = A.A,’ — > B(ay)?, 

(24) iat + iy = [i] + (wy) Ae? Ay? + Z B(xy)', 
(25) sig ?4,2 iy? = i,'- i! — 2(ay)?- APA? — + B(ay)', 
(26) ig ig iyiy? = ig'+ it — > (ay)? APA, — 5 B (ay)', 


(27) (all)ag3 a,2ly = [(al)az*le]y + (wy) As? Ay? + — A+ (ay) ie?i’, 
(28) az'a,?l,? = 
=[a,°-let]y + (2y)-(al) a.ay2ly — (wy)? As2A,?— >, A+ (ay). 


Wir fiigen endlich eine Reductionsformel und drei von H. Stephanos 
angegebene Syzygies hinzu.*) 


ae 2 2 t os 3. 

(29) (AHA? HH,’ = —Zpl+ 474? + 7714, 

(30) Ain i + Au: d + > BR — 2ln— ni? =0, 

(31) fm—2pl+ BH-—A*?-idA =0, 

(32) fn+CH—2it—2AiA—24? =0. 
§ 2. 


Berechnung der Steiner’schen Covariante S. 


Die von Gordan angegebenen**) Formeln fir die Berechnung der 
Resultante zweier biquadratischen Formen f und q, sind: 


e=4(fy), >= > (fF 9)*, 9=(00)' + 5 eo? — He, 
I= (90) + qu 9)", S= | — (9). 


In unserem Fall ist: 


f= aya,‘a,, yp = byb,*b,, 
also: 


83) 9 = 0,59)? = 4(ab)a,%0,2aybya,b, = 2(ad)2a,3bia,b, — 
= 2H, Hy — + (ye)* is, 


*) Comptes Rendus — Séances de l’Academie des Sciences. T. XCVI. 
**) Math. Annalen Band III, S. 383. 
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(34) 6= 6, = — (ab) az bz dyby a,b, = J (ab)'azbz dy by = 
=; ty? ty? — = (wy)? - A, 

wobei wir die Beziehungen (15) und (21) benutzt haben. 


Berechnung der Form (go). 


Wenn man auf beiden Seiten der Formel (33) die 2. Polare 
nimmt, ergiebt sich: 


Qs! 0y? 2? = 2H, H,? Hz? — > [(y2)?. i]e- 
Nach (20) ist indessen: 


(wy)? + i,t = [(ey)?- isJo — 5 (x) [(ey) idiyle + > (en), 


(ay)iriy = [(ey)iiyle — $ (2x)i2i,?; 
und folglich: 


(wy)?-i! = [(2y)*-ist]e — 5 (22) (wy)idiy — = (2a)? ii, 


(35) @:' Oy’ Qe? = 
== 24H? H, — > (ay)*i,' — + (#2) (ay)isiy— Se (wa)Piziy, 
(36) (96) = (96)? @.49,? = 


* > ((H)? i Ay? H.* — 7 A. HH — 3 iy* +i, 4 
aia i scediaaaini 8 tei 
aa os 4,5, tyty > — “oe ty? ty 4.2%? + ae A-(yz)*i,? i.?. 
Auf Grund derselben Formel (20) hat man ferner: 
GH) i, HZ HS = (iH) i, He + 5 (ye) (GH)'H,'e- 
Der erste Theil rechts, ist nach (10) und (27) gleich: 
(37) » ((a2a,°4Jo— 
= + (al)asay'ly + 4 (ys) Oy A2 + sy (ye) 4 iri? 
der zweite, nach (11), gleich: 
7 (Ys AyPA? + Fe (ye) A 47525 


und daher: 
(38) (H)i,H? HS = 


=< (alasa,l, + 9. (yz) A~A2 + 5 A: (ye)iri?. 
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Aebnlich ergiebt sich: 
(GH) i,’ A, A! = 
= [H)*i?H, x + (ye) (GH) iy Hy’ }o + > (ye) (GH), 
Nach (9), (24), (28) ist: 
(39) (GH)? A, Jo = | Uf Oe — Pe = 
= asa l?+ = (y2)-(al)a%ay2l, + (ys)? Aza? 
ay ist tb ay (ye? AciPie + a Beye) 
Bei Anwendung der Formeln (11), (37), (39) erhialt man weiter: 
(40) (Hi HZ HA= 
= ; a,'a,*l,? + 5 (yz) - (alja, a,y*ly + ; (yz)? AA? 


_— 8 9 ess 1 p 
Sit ete Ba oatitie +h Bye) 


Fihrt man endlich in (36) die Beziehungen (25), (26), (40) ein, so 
ergiebt sich am Ende: 


(41) (96)? = 
8 97¢ 32 16 ‘ P ° 
= a7 tstay?ly? + Fy (y2) + (aaS ay ly + se (ye)? APA? 
ae 248 ee S 
— Fe it i! +e A - (ys)? iyi? — = B(ys)'— A+ Hy HS. 


Berechnung der Form (g@)‘. 
Nach (35) ist: 
(42) (ee) = 
= 4(HH')' HH? He Hs? + 2. Bye)! ++ (ye)? (aa)! 
+ G5r (BB) — 7F (ye)? GH) Hy? He +77 (ye) - GH) iy Hy He 
— = GH) i Hye Hs — = (ii’) iyi + (ye)? 
48 


+ 3 (ye)? - (6i’) ii? — (ys) - (@ 8B), 


wobei @,' und £,‘ die nachstehende Bedeutung haben: 


ag! = (x2)igiy, Bet = (wa) igriy?. 
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berechnet werden. Es ist: 
Gp!==(x2)-ii,, a,%a, = a (22) tp? 4, 4y, 
(aa)! = a,(ia)%i, = —5 (ii’)*i, 5, iyiy 
also nach (23): 
(43) (wa)! = —F APA? ++ (ye)? B. 
Be! = (we)*intiy?, Bo®B? —+ (we)Pii,2, 


(BB)* = B. (ip)? i,2 = < 1,26, 242%, 2, 
mithin nach (25): 


B.° B, = + (v2) izt,t,?, 
(aA)! = — B,(Bi) iy = — + (64')ini, 2,7 = 
= — $i )iyiy isis (iyi —b. iy) = 
= —F (ys) Gi Piyiy ii, 
also wieder nach (23): 


(45) (ap)' = — 4 (ya) [422 — + Biye)']- 


die Formel (20) an, und erhalten: 
(HA)! H,? H?H2 H,? = 





Nach (24) und (28) ist aber: 
(46) (HH) Hy Ay |e = 
2 25 _-. 1 
_ a (f: Uae -+ 994 [77]. an A. H,‘H,' = 





Die Formen (a«)*, (88)*, (#B)* kénnen in folgender Weise leicht 


(44) BAY = iy i §— 4 (ye)? AYAZ — + Biye)t. 


Zur Berechnung der Form (HH')'H,?H,'?H2ZH,? wenden wir 


=[(H H)' HH, ‘Jo — = (ye) (HHH, Jot. (ye)* (HE'S. 


| = a a.4a,2l,? + + (yz) - (al)a,tay2l, — * (yz)? A,2A2 
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ferner nach (13): 


, , _— 10 
(47) (HH Hy? H,"\o = A: ii? +O AP AL. 








1 9° 9:9 25 .4 3, 5 1 
+ 147 A. (y2)*%y?0,? += iy! 4 — Dor B(yz)' a A- H,'H,', 
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Wegen (14), (46), (47) erhiilt man nunmehr: 
(48) ara dacs 2A? Hy? 

= 3 a,‘ ay? ly? + — =- (yz): (al) aFa,7l, — - 9 (Ye)? Ay’ S? 

+r i,!- god B (ys)! + oe ind 7 A: Hy Hy. 
Vertauscht man hier i mit i’ und uimmt die halbe Summe, so wird: 
(49) ia’) iyi’ = > (ia) (iyi — iyi.) = Bye). 


Wegen der Relationen (11), (22), (38), (40), (43), (44), (45), (48), 
(49) ergiebt sich schliesslich : 


hp 4 979 4 
(50) (9@)' = 545 @'a,7l? — 5, 4-H,‘ HH. 
16 32 . r 4 
nya (yz): (al)a,Pa,?7ly tz iy! + a4 a 175 
8 9 4 
~ (yz)? 7 4,74? ~~ O85 B(yz)' + _ A? (yz). 


Auf Grund der vorhergehenden Resultate (34), (41), (50) gelangt 
man nun zum Ausdruck der Form g: 








(51) g = + ata) —4 A. Hy HS 
P 3 ° (ys) - (alja;* on +- a di (yz)?%,?%," 


189 
+ + ao5 A*(ye)'. 





+5 (yer APA? — 


Berechnung der Form (gg). 
Aus der letzten Forme! folgt: 


(62) (9g)! = 2° (ab)'ay20,? +2 fy? + 2° AP. (HH) Hy! Hy * 


= a = 


(4a) + ay (ew) + S (wy)! 


= A-(a decid — A553 (al) (ad) ay? by ly « 


rN 2.18 (a i? ay 45,2. 1,2 + = (ad)*a,tA,? " l,? — 


32 
a Bfl 


243 
128 4 


+ = ; Af + 81 
an pila tad s A(AH)A?jH,'+ 2 ABH 


A-(al)(aH)%a,?ly Hy? 


5, BH Be A-ha) +S (av) SF (wy), 





3°.7 
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wobei wir gesetzt haben: 


As =(yz)-(alaSa;ly,, ust = (yz)? i,t”, v4 = (yz)?-A,2A-. 


Die Berechnung der Formen (A 4)‘, (ww)*, (vv)', (Ap)', (Av), (uv)! 


geschieht durch Polarenbildung folgendermassen : 


(AA)*. 


as = (ye) -(aladal, AFdy => (ye). (al)azay'ly, 


(4a) = dy(Aa)®(al) aytly = — + (ab)? (al) (b1')ay"by lly, 


und nach (18): 
(53) (4a)' = 4 Bfl— tL Apl—Zil+ <= Au A. 


(uu). 
ta! = (ye)? iPi2, Us? fy? = (ye)? iy, 
(54) (wy)! = (wi)? py? =F iy - iy 
(vv)*. 
v,' = (yz)?-A/ZA,’, V2 Vy? = a (yz)? A,', 
(55) (vv)! = (vA)*nZA,?—= Ay t-Ay!. 
(Au). 
U3 py = 5 (y2)*iy he, 
(Ap)! = — p, (al) (au)sa,/l, = — ; (ait) (alja,*i,Pl, = 
= — Lay'i,? {(ai)*h,?-+(al)*iy? — (i)? ay"} , 


und nach (3) 


re 1. 1 “9 1 
(56) (au)'= —tpl—Tid—) AP+ ffm. 


(Ar)'. 


vit = 5 (ye) yd, 


(Av)! = — »,(al)(av)a,*ly = — 7 (aA)(al)ay*A,*l, = 


= — bath {ad} he+ (al?d,'—(Alia,?} , 
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und wegen der Relationen (3), (4), (6) 


(57) (Av)t'= —iir—Z Bfl— > At’— = AiA +4fn. 
(uv)'. 
(58) (uv)! = v,?(tv)?i,? = — = ty! « A,'. 


Wenn man im 7. Theil rechts in (52) a mit b vertauscht, und die 
halbe Summe nimmt, so wird: 


(59) —Z, (ab)ay?by*ly- ly’ ® {(al)by — (bl) ay} = — 


a aR, 


Es ergiebt sich hiermit zufolge (4), (8), (9), (12), (19), (29), (53), (54), 
(55), (56), (57), (58), (59) als Endresultat: 
(60) (ggt=— Sie S ae4 2 Bfl—S Apl+ 3 Au-H 


96 


2 a |; 25.11 26, , 
+> A*fl = os 3 A‘H —_ > —~ A? — 3 1 AiA 
2° 25 . na! 
? 3° ABH + go Afm+ ar fn. 


Berechnung der Form I. 
Nach (33) ist: 
(99)° = 4(H HH, H,? + 2. (99) — (i H)'H,', 
wo gesetzt ist: 
9,5 = (xy)? - ie’ 
Durch Polarenbildung findet man: 
9,18,2 = ; (xy)?iz?i,2, 
und daher: 
(99)* = (91)'9,? = J (iP ii? = = A, 


(61) (ee = 2 (a — 1 Ai). 

Nach (34) ist: 

» a g2 - g? 1 : 
(62) (60)? = (ii ifiy? — gaz Asis! = Ge (O— 5 4¥)- 


Zufolge der vorhergehenden Resultate erhilt man nun: 


(63) I= (a — + Ai). 
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Berechnung det Steiner’schen Covariante S. 
Aus (2), (60) und (63) ergiebt sich: 


S= = — (99) = 2 at 2s? are t 


95 
— 


a Qs ” — ere” wn 
—5, Bfl+ = Apl+ | ayfl—% aH 


i 


FT. 4) 4 
a 2 
y AtA+ 4 0 


95 96 97 26 
—_— 3 Afm — = fn — 3 ABH — 3° CH, 
und, mit Anwendung der Syzygies (31), (32): 
(64) S= x (— 3?- 58 A?—3?-5 A??? —2.3?-5? Ai A — 2!.3? Bf 
— 25.3 A? fl+- 23 A’ H+-2'.3? Afm + 25.3? fn). 


§ 3. 
Zusammenhang der beiden Gleichungssysteme 
S=0 wud m— «4-10. 


Aus dem Gleichungssystem 


(65) m — < A-l=0 
folgt durch zweite Ueberschiebung iiber die Covariante 7: 
(66) n—= A?-1=0, 


und ebenso ergeben sich durch die zweiten Ueberschiebungen von (65) 
und (66) resp. iiber / und m die Invariantenrelationen : 


4 16 ° 
Am, — 15 A-Ay,=0, y —_ 225 A?.A,, = 0, 


die nach (2) in die folgenden iibergehen: 
A(3?-58- C — 21 A®) + (3-5? B—2 A?) (3-5? B— 23 A*) = 0, 
(3?-53C—2' A) + 2-3A(3-5? B—23 A?) = 0, 
und demnach die Relationen nach sich ziehen: 
(67) 3-5?- B— 234? =—0, 3?. 53. C — 2443 = 0), 
da wir die Voraussetzung A,, = 0 und folglich*) 
A,m=B=aC=D=0, l=0, 
ausschliessen. 
Mit Hiilfe der Formeln (65), (66), (67) wird die Gleichung: 
Aim:i + Au-O +> BP — 2in— m? = 0 


*) Vergl. die oben citirte Abhandlung 8. 27, 
Mathematische Annalen, XXXI, 34 
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in 
(68) 2°. Ai+2-3-54A—3-53?P=0 
und die Gleichung: 
fn + CH — = it— > AiA— 24? =0 
in 
ae . » 7“ 
rou A? (5fl+AH) peaks (54+ Ai)’ 
-f- a (23 A??+4+2.3.5A1A—3.5°i0?) = 0 
verwandelt; also ist nach (68) 
(69) ew 4X5 fl-4+ 4H) — 36A4+ Ai? = 0. 


Aus den Formeln (65), (66), (67), (69) folgt schliesslich das Bestehen 
des Gleichungssystems 


& 5 = 2%. 3%f(n—, Atl) + 2'-3°Af(m ——*_ al) 


3.5 
—2'.3°71(B—-" 4’) 
+ 2342(5fl14+ AH) — 5 -3°(5A+4 Ai)? =0. 
Umkehrung. JBesitzt f ein Tripelelement, so ist 
22A-1—3-5m=—0. 


Der Beweis ergiebt sich aus der Betrachtung einer Form 6. Ord- 
nung, die in zwei cubische Factoren zerlegt ist: 


f=a,'- B. = a,*-Be> = a,'. 
Durch Anwendung der Formel (20) erhilt man: 
(70) az'a2 = @.2By? a.B, + + (ae) - pe’, 
wobei : : 
gesetzt ist, und ae 
(71) az?ay2a.? = + (a2? By2a.B.+ ay? Be?e, B,) — = (ay)® + p2 
+ a (y2)? «pe? + pa (v2)? py’. 
Aus (70) und (71) ergiebt sich nun: 
i= (ab)'a,?b,? = (aa) (ap) ap Bea,? + ‘ (ap)*a," 
(act)? (aB)?aeBed,? = + {(aa')? aye, (BB)? eB. + (cB')*eeB;- Ba’)? Bec, 


9 


— =p + 35 (payee B+ 1 (DB) Be - 


und daher: 
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— “TOs . 
t= > A4-V+ al’ + = (pa) a, B+. (pB)? Br: «+ : (ap)*az", 
wo 


_, (ae Pet’ = A,*) (BB) BeBe = V 
gesetzt ist. 
Aus (70) folgt auch: 
(ap)?az'=(pa) (pB) o,2B.? + +P a 
— + asf. {(p0)* Bat + (DB ae? — (@B-p2} + Be 
—4 (pa)ras: 6 ++ (pp)Br.a — 2 p2, 
Ueberdies ist **) 
(pa)*ee = — 5 (AB)*Be, 
(pB)*Be = — , 


» 
— 


S 


— »} 


(Va)Pas, 
folglich : 


aa «t 1 > 1 . 3 
(72) i= 5 A-V — 55 (AB)*Be- B— 35 (Va)Pae-@ + J pe, 
Nach derselben Formel (20) ergiebt sich: 


as 1 4 ‘ 5 9, ‘ 
a,*a,> = TZ (a, B,’ + a, B.*) " 10 (xy)? ' PxPy, 


also 
A = (ab) = (aa)*(ap)>= 
=z (ea)? BBY + y (Be) («BY — 35 (P)(PB)(aB) = 
=— : (a’ B)> (a p’)* — i (pp)? = — a j2— . P, 
wobei wir 


(ep =JS, (ppl =—P 
gesetzt haben. 
Nach der Formel 
(a8)? 2B, = pepy + 4 S(ay) 





ist jedoch 
(ep)*(w B)*(wa’)(6B) = P24 4 J 
Die linke Seite hier ist gleich: 
y (aa’)(BB) {(@B)? («BY — (« B)(@B'} = 
=} (wa’)?(BB'? {(@B)(@’B’) + («’B) («B’)} = 
= (aa’)?(BB')?(«B)(« B’) = (AV)?; 


*) Wo nun der Buchstabe A eine von der vorhergehenden verschiedene 
Bedeutung hat. 


**) Vergl. Clebsch, Theorie der biniiren alg, Formen 8, 223 (5) 
34* 
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also: 
(AV = P?+ 79%, 
(73) A= 5, P?— (Avy. 
Wir nehmen jetzt an, dass £,° ein Cubus sei und daher 


1 
V=0, A=, P, 


(74) i= — 1 (AB)? Bet + ep. 
Aus der letzten Formel pg sich: 
| = (ai)'as? = — + (AB) (aB)*as? + 3 (ap)*(ap’)*a,” 


und aus den Formeln Peg (71) 
(aB)'a,? = (B)?(BB)? & Be + 5 (PB)* Bs = 


(ap) (ap’Pa.2=- {(pa)*(p' B)* az B2+ (pB)*(p' a)? a2 Bs} — =P “p 
——LP-p; 
also: 
(75) l= — 35 Pp=— GrA-p. 


Wenn man die 2 Polare von y auf beiden Seiten der Formel (74) 
nimmt, und y,, y. bez. fiir 1,, — 1, setzt, so erhailt man: 


- — 1 
inti? = — 1 (AB) B2Be +L petp/? — 1 (wy)? P, 
1 p 
(76) m= — (tl)*i, 2 —  Plip)*is? = — is pis P-p— zi -p|, 
m= —=" P? = ~= 7 A? *p. 


Aus (75) und (76) folgt nun unmittelbar: 
3-5m—224-1=0, 
was zu beweisen war. 


Mezzoiuso, den 20. August 1887. 

















Synthetische Untersuchungen tber die Schmiegungsebenen 
beliebiger Raumcurven und die Realititsverhaltnisse specieller 
Kegelschnittsysteme. 


Von 


Apvoutr Kneser in Breslau. 


Wenn eine beliebig gegebene Raumcurve von irgend einem Punkte 
aus auf eine Ebene projicirt wird, so gehen genau so viele ihrer 
Schmiegungsebenen durch das Projectionscentrum, wie die Anzahl der 
Wendepunkte der Bildcurve betriigt. Will man sich also iiber die 
scheinbaren Gestalten orientiren, welche die gegebene Curve von ver- 
schiedenen Punkten gesehen annimmt, so muss man wissen, wie 
viele Schmiegungsebenen der Curve durch einen beliebigen Punkt 
je nach seiner Lage hindurchgehen.. Diese Anzahl kann sich, wie 
man leicht sieht, nur aindern, wenn der betrachtete Punkt die von 
den Tangenten der Curve gebildete abwickelbare Fliche oder gewisse 
singuliire Ebenen iiberschreitet; demgemiiss zerfaillt der Raum in der- 
artige Gebiete, dass von irgend zwei demselben Gebiet angehdrigen 
Punkten gesehen die gegebene Curve dieselbe Anzahl scheinbarer 
Wendepunkte besitzt. Indessen scheint noch nirgends genauer unter- 
sucht zu sein, in welcher Weise sich jene Gebiete gegeneinander ab- 
grenzen, welches in den einfachsten [illen ihre Anzahl und welches 
die zugehérige Anzahl scheinbarer Wendepunkte ist, Diese Fragen 
bilden den Hauptgegenstand der vorliegenden Untersuchung. 

Die hierbei erhaltenen Resultate finden eine Anwendung unter 
Anderm in der Theorie gewisser Kegelschnittsysteme. Projicirt man 
z. B, eine Ebene nebst einer in ihr beliebig gegebenen Curve stereo- 
graphisch auf eine Kugelfliiche, so sind die Bilder der Kriimmungs- 
kreise der Curve nichts anderes als die Schnitte der Kugel mit den 
Schmiegungsebenen der sphirischen Bildcurve. Weiss man nun, wie 
viele dieser Ebenen durch einen gegebenen Punkt der Kugelfliiche 
gehen, so kennt man damit fiir den entsprechenden Punkt der Ebene 
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die Anzahl der durch ihn gehenden reellen Kriimmungskreise der ge- 
gebenen Curve. In iihnlicher Weise kann man die Theorie der auf 
einem geradlinigen Hyperboloid liegenden Curven verwerthen fiir die 
Untersuchung der Systeme von Kegelschnitten, welche durch zwei 
reelle feste Punkte gehen und eine beliebig gegebene Curve osculiren. 
Die Ergebnisse dieser specielleren Entwicklungen kénnen als gewisser- 
massen inductives Material fiir allgemeinere Betrachtungen iiber die 
Realitiitsverhiiltnisse beliebiger Kegelschnittsysteme betrachtet werden. 


§ 1. 
Hiilfssitze iiber ebene Curven. 


1. Der allgemeinen Untersuchung iiber die scheinbaren Wende- 
punkte der Raumcurven miissen analoge Betrachtungen iiber ebene 
Curven vorausgeschickt werden. 

Auf einer beliebig gegebenen ebenen Curve, welche aus einem 
oder mehreren geschlossenen oder ungeschlossenen Ziigen bestehen 
kann, sei der Punkt P nicht singuliir und von den Endpunkten ver- 
schieden; die Tangente der Curve in P heisse ¢ Dann kann man zu 
beiden Seiten dieses Punktes liings der Curve einen Bogen 8 von 
folgender Beschaffenheit abgrenzen. Erstens hat keine Gerade mit 8 
mehr als zwei Punkte gemein. Zweitens sei @ ein beliebiger von P 
verschiedener Punkt der Tangente ¢; dann zerfallen alle durch Q 
gehenden und von ¢ hinreichend wenig verschiedenen Geraden der 
Ebene in solche, welche zwei und solche, welche keinen Punkt mit $ 
gemein haben; die Geraden der einen Art werden durch ¢ von denen 
der andern Art getrennt. — Begegnet ferner eine beliebige Gerade g 
der gegebenen Curve nicht, so gilt dasselbe von allen Geraden, welche 
der Lage nach von g hinreichend wenig verschieden sind. 

Alle diese Behauptungen kann man entweder als selbstverstiindliche 
Axiome ansehen, da bei geometrisch anschaulichen Curven ihre 
Richtigkeit evident ist; oder man kann sie als Bestimmungen betrachten, 
durch welche der Begriff der stetigen Curve genauer begrenzt wird, 
sodass alle stetigen Punktreihen , bei welchen jene Siitze im Allgemeinen 
unrichtig sind, nicht als Curven in unserm Sinne anzusehen und bei 
den folgenden Untersuchungen stillschweigend auszuschliessen sind. 

2. Jetzt sei in der Ebene ein beliebiger von Singularitiiten freier 
Bogen © gegeben, der, falls er in’s Unendliche geht, auch hier im 
Sinne der projectiven Auffassung stetigen Zusammenhang behilt, und 
iiberhaupt mit keiner Geraden mehr als zwei Punkte gemein hat; dabei 
mdge, wie gewohnlich, eine Beriihrung als doppelter Schnitt gerechnet 
werden. Zwei beliebige, in P, und P, beriihrende Tangenten des 
Bogens ©, welche sich in S schneiden, theilen dann, wie tiberhaupt 
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irgend zwei Gerade, die Ebene in zwei Hilften, deren jede im pro- 
jectiven Sinne ein zusammenbiingendes Gebiet bildet. Schneiden sich 
nimlich die Geraden im Endlichen, so besteht jede Hilfte aus einem 
Paar zusammengehériger Scheitelwinkelriume; sind sie parallel, so 
ist die eine Hilfte der von ihnen umschlossene, die andere der iiussere 
Theil der Ebene. Die Curve © liegt nun ganz in der einen der beiden 
von SP, und SP, abgegrenzten Hiilften, da diese Geraden in den 
Beriihrungspunkten von © nicht iiberschritten werden, im Uebrigen 
aber der Curve nach Voraussetzung nicht mehr begegnen. Zieht man 
also in der die Curve nicht enthaltenden jener beiden Hilften durch 
S eine Gerade g, so trifft diese die Curve nicht; letztere verliuft also 
ganz im Endlichen, wenn man g durch collineare Transformation zur 
unendlichfernen Geraden macht. 

Nach dieser Transformation sind die Tangenten SP, und SP, 
parallel, und die Curve © besiisse drei parallele Tangenten, wenn 
durch S noch eine dritte Tangente gezogen werden kénnte. Dann 
aber miisste die mittlere der drei parallelen Tangenten von der Curve 
(© durchsetzt werden, da diese sich in den Beriihrungspunkten der 
beiden aiusseren Tangenten auf entgegengesetzten Seiten der mittleren 
befindet und ganz im Endlichen verliuft. Eine Durchsetzung findet 
aber im Beriihrungspunkte nicht statt und ausser diesem haben Curve 
und Tangente keinen Punkt gemein; die dritte Tangente durch S ist 
also unmoglich, d.h. ein von Singularitdten freier ebener Bogen, der 
keiner Geraden mehr als zweimal begegnet, schickt durch keinen Punkt 
mehr als zwei Tangenten. Hieraus folgt durch Uebergang zur reciproken 
Figur, dass ein Bogen, von dessen Tangenten durch keinen Punkt mehr 
als zwei gehen, mit keiner Geraden mehr als zwei Punkte gemein hat. 

3. Da der Bogen ©, wie bemerkt, in’s Endliche projicirt werden 
kann, so ist evident, dass, wenn v eine der Zahlen 0, 1, 2 ist, alle 
Geraden der Ebene, welche mit © genau v Punkte gemein haben, 
ein Continuum bilden; die so erhaltenen drei Continuen werden durch 
die Tangenten und die durch die Endpunkte des Bogens © gehenden 
Geraden von einander getrennt. Geht man zur reciproken Figur iiber, 
so kann die Voraussetzung, dass der betrachtete Bogen keiner Geraden 
mehr als zweimal begegnet, beibehalten werden, da sie nach Nr. 2 in 
sich reciprok ist; man kann also mit Beriicksichtigung der eben er- 
wihnten Continuen folgenden Satz formuliren: 

Begegnet ein von Singularitiiten freier ebener Bogen keiner Geraden 
mehr als zweimal, so zerfillt die Ebene in drei derartige Gebiete (0), 
(1), (2), dass durch jeden Punkt des Gebiets (v) genau v Tangenten 
des Bogens gehen. Dabei werden die Gebiete (0) und (2) durch den 
Bogen selbst, dagegen (0) und (1) sowie (1) und (2) durch die End- 
tangenten des Bogens von einander geschieden. 
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§ 2. 
Allgemeine Hiilfssitze iiber Raumcurven. 


1. Um analoge Entwicklungen fiir Raumecurven durchfiihren zu 
kénnen, werde zuniichst festgesetzt, dass beim Schnitt einer Ebene 
mit einer Raumcurve jede Beriihrung als doppelter, jede Osculation 
als dreifacher Schnitt zu rechnen ist; dass ferner unter den durch 
einen Punkt P gehenden Schmiegungsebenen diejenigen, deren Tangente 
durch P geht, doppelt, die in P osculirenden dreifach gezihlt werden. 

Wenn nun zunichst mit einem nirgends singuliren Rauwcurven- 
bogen eine Ebene «, die weder Tangenten noch Endpunkte des Bogens 
enthailt, v getrennte Punkte und keinen Endpunkt gemein hat, so ist 
evident, dass dasselbe von jeder Ebene gilt, welche von ¢ hinreichend 
wenig verschieden ist. Fiir die reciproke Figur folgt hieraus, dass, 
wenn von den Schmiegungsebenen eines nirgends singuliren Bogens 
genau v durch einen Punkt EK gehen, der keiner Tangente oder End- 
schmiegungsebene des Bogens angehért, auch durch jeden hinreichend 
nahe bei E liegenden Punkt » Schmiegungsebenen hinfurchgehen. 
Die Anzahl der durch einen Punkt gehenden Schmiegungsebenen eines 
nirgends singuldren Bogens dndert sich also nur, wenn der Punkt die 
abwickelbare Fliiche oder eine Endschmiegungsebene des Bogens iiber- 
schreitet. 

2. Wenn ferner der betrachtete Bogen in P von der Ebene « 
einfach beriihrt wird, so sei g eine nicht durch P gehende Gerade in 
é und O ein auf g, nicht aber auf der Schmiegungsebene von P 
liegender Punkt. Dann hat die Raumcurve von O aus gesehen in der 
Nihe von P keinen scheinbaren Wendepunkt; ein hinreichend kleines 
Stiick B der Curve, welches den Punkt P enthiilt, wird also von O 
aus auf eine beliebige Ebene y in einen nirgends singuliiren Bogen % 
projicirt, welcher von der Geraden ¢=|en| beriihrt wird in einem 
von G = (gt) verschiedenen Punkte. Die durch G gehenden und von 
¢ hinreichend wenig verschiedenen Geraden in » werden also nach 
§ 1 Nr. 1 durch ¢ in zwei Hilften zerlegt: die einen haben keinen, 
die andern zwei Punkte mit 8 gemein. Nennt man erstere ¢’, letztere, 
zu welchen auch ¢ gehért, ¢”, so haben die Ebenen [gt”] mit B ebenso 
viel Punkte, die Ebenen [gt’] zwei Punkte weniger gemein. als «. 
Nimmt man nun an, dass diese ausser P nur getrennte Punkte und 
keine Endpunkte mit der gegebenen Curve gemein hat, so folgt, mit 
Riicksicht auf Nr. 1, dass die Ebenen [gé#”] auch mit der ganzen 
Curve ebenso viel, die Ebenen [gt’] zwei Punkte weniger gemein 
haben als «. Hieraus ergiebt sich fiir die reciproke Figur folgendes 
Resultat. 

Liegt der Punkt E auf der Tangente t des von E verschiedenen 
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Punktes P eines nirgends singuléren Bogens, aber auf keiner weiteren 
Tangente und keiner Endschmiegungsebene, so wird jede durch E gehende 
Gerade welche der Schmiegungsebene des Punktes P nicht angehirt, in 
der Niihe des Punktes E durch diesen in zwei Theile zerlegt; durch 
jeden Punkt des einen Theils gehen ebenso viele Schmiegungsebenen des 
Bogens wie durch E, durch jeden Punkt des andern zwei Schmiegungs- 
ebenen weniger. 

3. In irgend zwei reciprok auf einander bezogenen Riiumen ent- 
spricht jedem Richtungssinn einer Geraden ein bestimmter Drehungs- 
sinn um die zugeordnete Gerade. Wenn z. B. A und B die Endpunkte 
eines beliebigen Raumcurvenbogens, A’ und B’ die Endpunkte des 
Bogens sind, dessen Schmiegungsebenen den Punkten des ersteren ent- 
sprechen, und man liisst den Punkt W von A nach B lings des Bogens 
AB laufen, so wird auf jeder Tangente desselben ein bestimmter 
Richtungssinn definirt, derjenige niimlich, in welchem das der Curve 
angehérige Element der Tangente von W durchlaufen wird. Der ent- 
sprechende Drehungssinn um die zugeordnete Tangente des Bogens 
A’ B’ ist dann derjenige, in welchem die dem Punkt W entsprechende 
Ebene um die Tangente eine unendlich kleine Drehung ausfiihrt, indem 
sie in der Richtung von A’ nach B’ alle Schmiegungsebenen des Bogens 
A’B’ durchliuft. Speciell hat man, entsprechend der Richtung in 
welcher die Curve AB von A ausgeht, um die Tangente des End- 
punktes A’ herum einen bestimmten Sinn, in welchem die Schmiegungs- 
ebene sich dreht, wenn man von A’ aus den Bogen A’ B’ durchiliiuft. 

Wenn nun eine variabele Ebene eine Lage passirt, in welcher 
sie durch A geht, so gewinnt oder verliert sie offenbar einen Schnitt- 
punkt mit dem Bogen AB, je nachdem die Richtung der Bewegung 
ihres Schnittpunktes mit der Tangente in A identisch oder nicht 
ideutisch ist mit der Richtung, in welcher die Curve AB von A aus- 
geht; daraus folgt durch Ushergeng zur reciproken Figur nach dem 
Obigen folgendes Resultat. 

Ueberschreitet der Punkt V die Sieseeiee des Endpunktes A 
eines nirgends singuliiren Bogens, so vermehrt oder vermindert sich die 
Anzahl der durch V gehenden Schmiegungsebenen des Bogens um Eins, 
je nachdem der Drehungssinn der Ebene, welche durch V und die 
Tangente in A geht, iibereinstimmt oder nicht mit dem Sinne, in welchem 
die Schmiegungsebene des Bogens um diese Tangente eine unendlich 
kleine Drehung macht, wenn man von A aus den Bogen entlang geht. 


§ 3. 
Raumcurven mit nicht mehr als drei scheinbaren Wendepunkten. 


1. Nach diesen allgemeinen Voruntersuchungen moge jetzt ein 
specieller Fall genauer betrachtet werden. 
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Der von Singularitiiten freie Bogen [, mége von keiner Ebene 
in mehr als drei Punkten geschnitten werden, wobei selbstverstindlich 
eine Beriihrung als doppelter, eine Osculation als dreifacher Schnitt 
za rechnen ist. Dann sei P ein beliebiger Punkt, A, und B, die 
Endpunkte des Bogens [,; durch A, und die Tangente ¢ des Punktes 
P gehe die Ebene «. Dreht man diese um ¢ hinreichend wenig 
in solchem Sinne herum, dass ihr Schnittpunkt mit der Tangente des 
Punktes A, lings dieser sich in entgegengesetzter Richtung bewegt, 
wie die Curve [, von A, ausgeht, so geht offenbar ein Schnittpunkt 
von ¢ mit [, verloren und bleiben nur noch die beiden in P zusammen- 
fallenden iibrig. In der so veriinderten Ebene « sei g eine beliebige 
nicht durch P gehende Gerade; dann kann man wie in § 2 Nr. 2 
durch g Ebenen « legen, welche von ¢ beliebig wenig verschieden 
sind und innerhalb einer gewissen Umgebung von P mit [, keinen 
Punkt gemein haben. Da nun bei unbegrenzter Anniiherung einer 
Ebene an die Lage ¢ die Schnittpunkte mit [,, wenn solche iiberhaupt 
vorhanden sind, dem Punkte P beliebig nahe riicken miissen, so folgt, 
dass die Ebenen « iiberhaupt keinen Punkt mit [, gemein haben, 
Macht man also eine derselben durch collineare Transformation des 
Raumes zur unendlich fernen Ebene, so liegt der Bogen [, ganz im 
Endlichen; in dieser Gestalt soll er fortan betrachtet werden. 

2. Die Punkte A, und B, theilen ihre gerade Verbindungslinie 
in einen endlichen und einen unendlichen Abschnitt. Demgemiiss zer- 
fallt die Gesammtheit aller Ebenen, welche weder durch A, noch 
durch B, gehen, in zwei Hiilften; die einen schneiden die Gerade 
A,B, auf der endlichen, die andern auf der unendlichen Strecke A, By. 
Jede der ersteren muss mit [, eine ungerade Zahl von Punkten gemein 
haben, da die Curve in A, und B, auf verschiedenen Seiten einer solchen 
Ebene liegt und ganz im Endlichen bleibt; eine Ebene, welche die 
unendliche Strecke A,B, trifft, hat eine gerade Zahl von Punkten mit 
der Curve gemein, da diese in A, und B, auf derselben Seite der 
Ebene liegt. — Geht man zur reciproken Figur iiber, so entspricht 
dem Bogen [, ein von Singularitiiten freier Bogen [, von dessen 
Schmiegungsebenen nie mehr als drei durch einen Punkt gehen; den 
beiden Hiilften, in welche alle Ebenen nach ihrer Lage zu A, und B, 
zerfallen, entsprechen die beiden Hialften, in welche der Punktraum 
durch die Endschmiegungsebenen « und # zerlegt wird, gerade so wie 
nach § 1 Nr. 2 die Ebene durch irgend zwei Gerade zerlegt wird. 
Diese beiden Raumbiilften, deren jede ein im projectiven Sinne zu- 
sammenhiingendes Gebiet bildet, mégen durch (af), und (a@f), be- 
zeichnet werden; die Punkte der ersteren mégen den die endliche 
Strecke A,B, treffenden Ebenen entsprechen. Aus dem iiber diese 
Ebenen bemerkten folgt dann, dass durch jeden Punkt von (af), eine 




















Schmiegungsebenen von Raumcurven, 513 


ungerade Anzahl, also eine oder drei Schmiegungsebenen des Bogens [ 
gehen; ebenso folgt aus dem Obigen, dass jeder Punkt von («#), auf 
keiner oder zweien dieser Schmiegungsebenen liegt. Speciell gehért 
die Curve F selbst der Hiilfte (#8), an, indem fiir jeden Curvenpunkt nach 
§ 2 Nr. 1 die in ihm osculirende Schmiegungsebene dreifach zu ziihlen ist. 

3. Wenn nun zwei Ebenen ¢, und «, mit [, keinen Punkt ge- 
mein haben, so bleibt die Curve [, ganz in dem einen der beiden 
durch ¢, und «, abgegrenzten Halbriiume; man kann also in dem 
andern, indem man eine Ebene sich um die Schnittlinie von ¢, und «, 
drehen liisst, zwischen diesen beiden Ebenen eine stetige Verbindung 
herstellen durch Ebenen, deren keine mit [, einen Punkt gemein hat. 
Da ferner irgend zwei Systeme von je drei auf [, liegenden Punkten, 
ohne die Curve zu verlassen, stetig ineinander iibergefiihrt werden 
kénnen, so folgt, dass sowohl die Ebenen, welche von [, nicht, als 
die, welche dreimal getroffen werden, ein Continuum bilden. — Wenn 
iiberhaupt eine Ebene mit [, genau v getrennte Punkte gemein hat, 
so gilt dasselbe von allen ihr hinreichend nahe benachbarten Ebenen; 
also kann man zwischen irgend zwei Curvenpunkten eine Reihe von 
Curvenpunkten, zwischen irgend zwei Secanten eine Reihe von Secanten, 
deren jede mit der folgenden einen Punkt der Curve gemein hat, in 
folgender Weise einschalten. In beiden Reihen kénnen durch jedes Ele- 
ment zwei Ebenen gelegt werden, welche im ersten Falle nur je einmal, 
im zweiten nur je zweimal von [, getroffen werden; die eine der durch 
ein Element gelegten Ebenen kann mit einer durch das vorhergehende, 
die andere mit einer durch das nachfolgende Element gelegten durch 
eine stetige Reihe von Ebenen verbunden werden, die simmtlich 
ebensuv viel Punkte wie die verbundenen Ebenen mit [, gemein haben. 
Da nun durch Projection der Curve von einem ihrer Punkte leicht 
erkannt wird, dass alle durch einen bestimmten Curvenpunkt oder eine 
bestimmte Secante gehenden Ebenen, welche von [, nur einmal bez. 
nur zweimal geschnitten werden, ein’ Continuum bilden, so folgt, dass 
sowohl die Ebenen, welche nur einen, als die, welche nur zwei Punkte 
mit [, gemein haben, ein Continuum bilden. Geht man jetzt zur 
reciproken Figur iiber, und beriicksichtigt die in Nr. 2  erhaltenen 
Resultate, so ergiebt sich: 

Hat ein stetiger nirgends singulirer Raumcurvenbogen von irgend 
einem Punkte geschen stets hichstens drei scheinbare Wendepunkte, so 
wird der Raum durch die von den Tangenten gebildete abwickelbare 
Fliche und die Schmiegungsebenen der Endpunkte des Bogens in vier 
derartige Continuen (0), (1), (2), (3) zerlegt, dass durch jeden Punkt 
des Gebiets (v) genau v Schmiegungsebenen des Bogens hindurchgehen. — 
Dabei besteht der eine der beiden durch die Endschmiegungsebenen ab- 
gegrenzten Halbriume aus den Gebieten (1) und (3), der andere aus 
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den Gebieten (0) und (2), und die abwickelbare Fliche bildet die Grenze 
sowohl zwischen (1) und (3) als auch zwischen (0) und (2). 

4. Dieser Satz vereinfacht sich noch, wenn man _ geschlossene 
Curven betrachtet. Es sei eine von Singularitiiten freie, geschlossene 
Curve gegeben, welche durch keinen Punkt mehr als drei ihrer 
Schmiegungsebenen schickt. Scheidet man dann von ihr ein beliebig 
kleines Stiick AB aus, so ist offenbar der Rest ein Bogen [, fiir 
welchen die in Nr. 3 zusammengefassten Resultate gelten. Lisst man 
nun den Punkt B lings der Curve an A unendlich nahe heranriicken, 
und bezeichnet die Schmiegungsebenen in A und B durch a@ und 8, 
so schrumpft der eine der beiden von @ und f abgegrenzten Halb- 
riume schliesslich in die Ebene @ zusammen, und zwar derjenige, 
welcher den unendlich abnehmenden Bogen AB enthilt, also der 
Halbraum (@f), fiir den iibrig bleibenden Bogen [, wenn man die 
selbstverstindliche Voraussetzung beriicksichtigt, dass die gegebene 
Curve nicht ganz der Ebene @ angehért. Es verschwinden also 
schliesslich, wenn der Bogen [ in die gegebene Curve iibergeht, die 
Gebiete (0) und (2) aus welchen die Hilfte (#8), besteht, und ergiebt 
sich somit, 
dass die abwickelbare Fliiche einer geschlossenen, von Singularititen 
freien Curve, von deren Schmiegungsebenen durch keinen Punkt mehr 
als drei gehen, den Rawm in zwei Theile zerlegt: durch jeden Punkt 
des einen Theils gehen drei, durch jeden des andern eine einzige 
Schmiegungsebene der gegebenen Curve. 


g 4. 
Die allgemeinsten abwickelbaren Flichen ohne Doppelcurven und 
Singularitaten. 


1. Die Voraussetzung der erhaltenen Siitze, dass die betrachtete 
Curve durch keinen Punkt mehr als drei Schmiegungsebenen schickt, 
ist nun in sich reciprok: der in § 3 betrachtete Bogen [ wird von 
keiner Ebene in mehr als drei Punkten geschnitten. 

Zum Beweis dieser Behauptung betrachte man zunichst eine be- 
liebige von Singularitiiten freie Curve und eine Gerade g, welche von 
keiner Tangente der Curve getroffen wird. Legt man dann durch g 
und einen beliebigen Punkt P der gegebenen Curve eine Ebene y, 
so gehért dieser die Tangente des Punktes P nicht an; die Curve 
geht also in P durch y hindurch, Liuft nun ein Punkt V lings der 
gegebenen Curve durch P hindurch, so folgt, dass die Ebene «, 
welche den Punkt V mit g verbindet, in dem Ebenenbiischel mit der 
Axe g auf der einen oder andern Seite von y liegt, je nachdem V auf 
der einen oder andern Seite von P liegt; die variabele Ebene ¢ andert 
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also beim Durchgang durch die Lage y ihren Drehungssinn nicht. 
Da nun P ein beliebiger Punkt der Curve ist, so aindert die Ebene «¢ 
ihren Drehungssinn iiberhaupt nicht; erreicht sie also irgend eine 
ihrer Lagen nur ein einziges Mal, wihrend der Punkt V die ganze 
gegebene Curve durchliuft, so kann keine einzige Lage von ¢ mehr 
als einmal durchlaufen werden. 

2. Eine weitere vorauszuschickende Bemerkung bezieht sich auf 
die in § 3 betrachtete Curve [. Jede Tangente derselben gehért 
nach § 3 Nr. 3 dem Raume (3) an, soweit sie in der Raum- 
hilfte (@), liegt. Der Schnittpunkt dieser Tangente mit einer die 
Schmiegungsebenen der Curve [ durchlaufenden Ebene ‘ndert sich 
stetig auch im Beriihrungspunkte der Tangente; da nun dieser 
Schnittpunkt keine Lage zweimal erreicht, so muss er sich lings der 
betrachteten Tangente bestindig in einer und derselben Richtung be- 
wegen. Hieraus ergiebt sich, indem man zur reciproken Figur iiber- 
geht, folgendes Resultat. Verbindet man irgend eine feste Tangente 
eines Bogens, welcher keiner Ebene mehr als dreimal begegnet, durch 
eine Ebene ¢ mit einem variabeln Punkt, welcher den Bogen in einer 
bestimmten Richtung durchiiiuft, so dreht sich die Ebene ¢ bestindig 
in einem und demselben Sinne. 

3. Jetzt sei ein beliebiger von Singularitiiten freier Bogen ge- 
geben, dessen abwickelbare Fliiche keine Doppelpunkte besitzt, sodass 
keine zwei Tangenten sich schneiden. Eine beliebige Tangente ¢ be- 
riihre den Bogen im Punkte P. Dann kann man in der Umgebung 
dieses Punktes ein so kleines Stiick X von der gegebenen Curve ab- 
grenzen, dass dasselbe von keiner Ebene mehr als dreimal geschnitten 
wird; denn andernfalls giibe es in jeder Nihe des Punktes P Systeme 
von vier Punkten der Curve, welche einer Ebene angehdren; in P 
wiire also die Schmiegungsebene stationir, wihrend doch Singularititen 
ausgeschlossen sind. Lisst man nun wieder einen Punkt V die ge- 
gebene Curve entlang laufen, so dreht sich die durch ¢ und V gelegte 
Ebene « nach Nr. 2 in einem bestimmten Sinne, wihrend der Punkt 
V das Stiick = durchliuft; nennt man die nach Ausscheidung von = 
iibrig bleibenden Stiicke der gegebenen Curven £’ und =”, so dreht 
sich die Ebene ¢ nach Nr. 1 auch in einem bestimmten Sinne, wihrend 
man den Punkt V die Linie &’ entlang laufen lisst, da keine zwei 
Tangenten der gesammten gegebenen Curven sich schneiden. Dieser 
letztere Drehungssinn um die Axe ¢ stimmt aber mit dem ersteren, 
welcher bei der Bewegung des Punktes V auf £ erhalten wird, tiber- 
ein; denn man kann das Stiick = stets durch ein kleineres, den Punkt 
P enthaltendes von denselben Eigenschaften ersetzen, sodass ein vorher 
zu X gehdriges Stiick der Curve jetzt zu X’ gehdrt; bei dieser neuen 
Abgrenzung gilt aber wie vorher, dass die Ebene «¢ je in einem 
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bestimmten Sinne sich dreht, wenn V das Stiick = und das Stiick © 
durchliuft. — Ganz dieselben Erwiigungen gelten fiir £ und £”, sodass 
sich schliesslich ergiebt, dass die Ebene ¢, wihrend der Punkt V die 
gegebene Curve durchliuft, sich bestiindig in einem und demselben 
Sinne dreht. 

Wenn nun die Schmiegungsebene 6 des Punktes P, welche offen- 
bar auch unter den Ebenen ¢ vorkommt, der Curve ausser in P nirgends 
begegnet, so kénnen alle von 6 hinreichend wenig verschiedenen Ebenen 
é der Curve nur in beliebiger Nahe von P, z. B. innerhalb des Stiickes 
2 begegnen. Dieses wird nun von keiner Ebene mehr als dreimal 
getroffen, also folgt, dass die von 6 hinreichend wenig verschiedenen 
Ebenen ¢ mit der Curve ausser dem doppeltziihlendnn Punkte P nur 
einen einzigen Punkt gemein haben, Die variabele Ebene ¢ durchliuft 
somit die der Lage o benachbarten nur ein einziges Mal; sie andert 
aber nach Nr. 2 ihren Drehungssinn iiberhaupt nicht, durchliiuft also 
jede ihrer Lagen nur ein einziges Mal. Nun verbindet die Ebene « 
die Tangente ¢ mit dem die Curve durchlaufenden Punkte V; also 
ergiebt das erhaltene Resultat die weitere Folgerung, dass keine durch 
t gehende Ebene der Curve, abgesehen vom Punkte P, mehr als ein- 
mal begegnet. Eine wesentliche beim Beweis dieses Satzes gebrauchte 
Voraussetzung war, dass die Schmiegungsebene des Punktes P mit der 
Curve ausser P keinen Punkt gemein haben sollte; macht man also all- 
gemein die Voraussetzung, dass die Curve von keiner ihrer Schmiegungs- 
ebenen ausserhalb des Osculationspunktes getroffen wird, so folgt, dass 
keine durch eine Tangente gelegte Ebene mit der Curve im ganzen 
mehr als drei Punkte gemein hat. 

Geht man jetzt wieder zur reciproken Figur iiber, so ergiebt sich 
folgender Satz: 

Besitet die abwickelbare Fliiche eines von Singularitéten freien 
Raumcurvenbogens 1, keine Doppelpunkte; geht ferner durch keinen 
Punkt des Bogens ausser der in ihm osculirenden noch eine andere 
Schmiegungsebene, so gehen durch keinen Punkt der abwickelbaren Fliche 
mehr als drei Schmiegungsebenen des Bogens [,. 

4. Die Endschmiegungsebenen dieses Bogens theilen nun wieder 
— vergl. §3 Nr. 2 — den Raum in zwei Hiilften, deren jede Theile 
der abwickelbaren Flaiche enthilt; es sei Q ein beliebiger Punkt dieser 
Fliche, welcher derselben jener Raumhilften angehért wie ein beliebig 
gegebener Punkt P, welcher auf keiner Endschmiegungsebene liegt. 
Dann kann von den beiden Theilen, in welche die Gerade PQ durch 
P und @Q zerlegt wird, nur der eine den Endschmiegungsebenen be- 
gegnen; der andere gehdrt also ganz jener Raumhiilfte an, in welcher 
die Punkte P und @ liegen. Man kann also stetig lings der Geraden 
PQ von P nach Q gehen, ohne eine Endschmiegungsebene zu iiber- 
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schreiten. Dabei sei Q, der erste Punkt der abwickelbaren Fiche, 
welchen man von P ausgehend erreicht; dann miissen nach § 2 Nr. 2 
durch Q, entweder ebenso viele Schmiegungsebenen der Curve [, gehen, 
wie durch P, oder durch P gehen zwei Schmiegungsebenen weniger 
als durch Q,. Nun weiss man aber nach Nr. 3, dass durch Q, nicht 
mehr als drei Schmiegungsebenen gehen; also folgt, dass dasselbe fiir 
den beliebigen Punkt P gilt; unsre Curve [, ist somit eine Curve [ 
im Sinne des § 3. Dies Resultat kann, wenn man die den Bogen 
[, charakterisirenden Voraussetzungen beriicksichtigt, in folgender Weise 
formulirt werden. 

Gehen von den Schmiegungsebenen eines von Singularititen freien 
Raumcurvenbogens durch irgend einen Punkt mehr als drei, so muss 
entweder die abwickelbare Fliiche des Bogens Doppelpunkte besitzen, 
oder es giebt Schmiegungsebenen, welche dem Bogen noch ausserhalb 
thres Osculationspunktes begegnen. 

Im ersten Falle schneiden sich zwei Tangenten der Curve; die 
durch beide gelegte Ebene hat also zwei Paare zusammenfallender 
Punkte mit der Curve gemein; im zweiten Falle begegnet eine Ebene 
der Curve in drei zusammenfallenden und ausserdem noch einem weiteren 
Punkte. Somit ergiebt sich, wenn man zugleich die reciproke Figur 
ins Auge fasst, folgendes Corollar. 

Hat ein von Singularititen freier Bogen mit einer Ebene mehr als 
drei Punkte gemein, so giebt es auf ihm Systeme von mehr als drei Punkten, 
deren Schmiegungsebenen durch einen Punkt gehen, und umgekehrt. 

5. Man kann diese Resultate an einem paaren Zug einer Raum- 
curve vierter Ordnung erster Species bestiitigen, am bequemsten mit 
Benutzung der bekannten Parameterdarstellung dieser Curve durch 
elliptische Functionen. Bezeichnet man niimlich die vier Punkte mit 
stationirer Schmiegungsebene in der Reihenfolge, wie sie bei stetiger 
Bewegung lings der Curve erreicht werden, durch A, B, C, D, so 
sieht man leicht, dass z. B. keine zwei Tangenten des Bogens AB 
sich schneiden, und jede Schmiegungsebene desselben der Curve zum 
zweiten Male auf dem Bogen A DCB begegnet. Andrerseits sieht man 
ebenso leicht, dass der Bogen AB iiberhaupt keiner Ebene mehr als 
dreimal begegnen kann; jedes Stiick eines paaren Zuges einer Rawmeurve 
vierter Ordnung erster Species, welches keine stationdre Schmiegungs- 
ebene besitzt, ist also eine Curve T im Sinne des § 3. 


§ 5. 
Secanten und die Curve enthaltende Flachen. 
1. Kine Anwendung finden die erhaltenen allgemeinen Resultate 
bei Untersuchung der Frage, in welchem der Gebiete (vy) — unter 
Beibehaltung der in § 3 eingefiihrten Bezeichnung — eine beliebige 
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Secante der Curve [ verliiuft. Nach § 4 Nr. 4 weiss man nimlich, 
dass die Curve [ keiner Ebene mehr als dreimal begegnet; wenn nun 
eine Secante ausserhalb ihrer Schnittpunkte mit der Curve der ab- 
wickelbaren Fliche nochmals begegnete, so lige sie mit der sie 
schneidenden Tangente in einer die Curve viermal schneidenden Ebene; 
also kann die Secante ausser den Punkten der Curve, welche sie ent- 
hilt, keine Punkte mit der abwickelbaren Fliiche gemein haben. Daraus 
folgt mit Riicksicht auf § 2 Nr.1, dass die Secante, soweit sie der 
Raumhiilfte (#8), angehért, entweder ganz im Gebiet (2) oder ganz 
im Gebiet (0) verlaufen muss. 

2. Man sieht aber leicht, dass von diesen beiden Fillen der erste 
auszuschliessen ist. Projicirt man niimlich von einem Punkte P der 
die Endpunkte verbindenden Secante AB, welcher dem Raume («{), 
angehért, die Curve [ auf eine Ebene, so kann diese so gewihlt 
werden , dass die Bildcurve ganz ins Endliche fallt; man braucht, um 
dies zu erreichen, nur durch P eine die Curve [ nicht schneidende 
Ebene 9, z. B. eine Ebene, welche durch die Schnittlinie der Ebenen 
« und 6 geht, zu legen, und die Bildebene mit parallel zu nehmen. 

Dabei fallen die Projectionen der Endpunkte A und B zusammen; 
die Bildeurve muss also geschlossen sein. Hiitte sie nun einen 
Wendepunkt, so miisste dessen Tangente ins Innere der Curve hinein- 
gehen, also, da die Curve im Endlichen bleibt, mit ihr noch einen 
weiteren Punkt gemein haben. Dann aber wiirde die durch P und 
die Wendetangente gelegte Ebene mit [ vier Punkte gemein haben, 
was nach § 4 ausgeschlossen ist. Der in die Raumhiilfte (a8), hinein- 
ragende Theil der Secante AB gehirt also ganz dem Gebiet (0) an. 

Eine beliebige Secante s kann nun stetig in die Lage AB iiber- 
gefiihrt werden, wobei nach Nr. 1 ihr in die Hiilfte (#), hineinragen- 
des Stiick niemals der abwickelbaren Fliiche begegnet. Man kann also 
von irgend einem Punkte @ der Secante s, welcher der Hiilfte (a8), 
angehort, stetig, ohne diese Hiilfte zu verlassen und die abwickelbare 
Flache zu iiberschreiten, zu einem derselben Hilfte angehérigen Punkte 
der Secante AB iibergehen. Da nun letzterer, wie bemerkt, dem 
Gebiet (0) angehért, und bei dem beschriebenen Uebergang keine 
Grenze der Gebiete (v) tiberschritten wird, so folgt, dass auch der 
Punkt Q@ dem Gebiet (0) angehért; oder dass das in den Raum (af), 
hineinragende Stiick einer beliebigen Secante der Curve T ganz dem Gebiet 
(0) angehért. 

3. Jetzt beriicksichtige man, dass nach § 2 Nr. 3, wenn ein Punkt 
eine Endschmiegungsebene ausserhalb der in ihr enthaltenen Tangente 
tiberschreitet, nur eine durch ihn gehende Schmiegungsebene gewonnen 
oder verloren werden kann; eine Secante s schneidet aber nach Nr. 1 
keine der Endtangenten des Bogens [; man kann also lings der Ge- 
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raden s aus dem Gebiet (0) bei Ueberschreitung der Ebenen a und B 
nicht in das Gebiet (3) sondern in das Gebiet (1) gelangen. Hieraus folgt, 
wenn man die Schnittpunkte der Secante s mit @ und 6 durch M und N, 
mit der Curve durch S und 7’ bezeichnet, dass die Strecken MS und V7, 
welche der Hiilfte (#8), angehéren, ganz im Gebiet (1) liegen, vorausgesetzt, 
dass die Punkte M, S, 7, N in dieser Reihenfolge lings der Secante 
s erreicht werden. — Legt man nun durch s eine Ebene ¢, welche 
die Tangente des Punktes S nicht enthiilt, so schneidet dieselbe die 
abwickelbare Fliiche in einer Curve ©, welche in S eine Spitze hat, 
und die Riickkehrtangente ist der Schnitt der in S osculirenden 
Schmiegungsebene mit «. Diese Linie ist von s verschieden, weil 
sonst die erwihnte Schmiegungsebene mit [ vier Punkte gemein hiitte, 
was nach § 7 unméglich ist. Eine Curve, welche in S eine Spitze 
hat, liegt aber in der Nachbarschaft dieses Punktes ganz auf einer 
Seite einer beliebigen von der Riickkehrtangente verschiedenen Ge- 
raden; man kann also in ¢, indem man in der Nachbarschaft des 
Punktes S bleibt, stetig und ohne die Curve © zu iiberschreiten, von 
der Strecke MS auf die Sirecke S7' iibergehen. Daraus folgt nach 
§ 2 Nr. 1, dass auch die Strecke SZ’ dem Gebiet (1) angehért; dass 
also das der Raumhiilfte («B), angehdrige Stiick einer beliebigen Secante 
der Curve T ganz in das Gebiet (1) fillt, abgesehen von ihren Schnitt- 
punkten mit der Curve. 

4. Die in « betrachtete Figur fihrt noch zu einer weiteren 
Folgerung. Zieht man nimlich durch S eine beliebige, der Ebene ¢ 
angehorige Gerade SL, welche von der in S beriihrenden Riickkehr- 
tangente verschieden ist, so liegt in der Niihe des Punktes S die Curve 
S auch auf einer Seite der Geraden SL, liegt hier also ganz inner- 
halb der einen der beiden Hilften, in welche die Ebene ¢ durch die 
Geraden s und SZ zerlegt wird. In der andern Hilfte kann man also 
stetig von s zu SL iibergehen, ohne die abwickelbare F'liiche zu iiber- 
schreiten oder die Raumhiilfte («f), zu verlassen; hieraus aber folgt 
nach § 2 Nr. 1, dass auch die Gerade SZ in der Umgebung des 
Punktes S dem Gebiet (1) angehért. Da nun unter « eine beliebige 
durch s gehende Ebene verstanden wird, welche die in S beriihrende 
Tangente ¢ nicht enthalt; da ferner bei einer beliebigen der Schmiegungs- 
ebene des Punktes S nicht angehdrigen Geraden SL die Secante s so 
gewihlt werden kann, dass die drei Geraden ¢, s, SL nicht in einer 
Ebene liegen, so folgt, dass eine beliebige Gerade, welche mit [ einen 
Punkt gemein hat, aber der Schmiegungsebene dieses Punktes nicht an- 
gehort, in der Umgebung desselben dem Gebiet (1) angehért. 

5. Jetzt sei eine beliebige die Curve [ enthaltende Flaiche gegeben, 
deren Tangentialebene im Punkte S von der Schmiegungsebene dieses 
Punktes verschieden ist. Dann liegen nach Nr. 4 alle von S aus- 
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gehenden und der Fliche angehérigen Linienelemente im Gebiet (1) 
mit Ausnahme jener beiden, welche mit den von.S ausgehenden Bogen- 
elementen der Curve zusammenfallen. Also liegt die Flache in der 
Umgebung des Punktes S im Gebiet (1), mit Ausnahme der der Curve 
selbst angehérigen Punkte. — Der Fall, dass die Tangentialebene der 
Fliche mit der Schmiegungsebene der Curve in S identisch ist, kann 
nur eintreten, wenn in der Nihe von S Punkte der Fliche auf beiden 
Seiten der Tangentialebene liegen, da die Schmiegungsebene im Punkte 
S von der der Fliche angehérigen Curve durchdrungen wird. Zusammen- 
fassend kann man also sagen: 

Eine die Curve T enthaltende Fliiche liegt in der Néhe eines be- 
liebigen Curvenpunktes S, abgesehen von den Punkten der Curve, ganz 
im Gebiet (1), wenn die Tangentialebene der Fiche und die Schmiegungs- 
bene der Curve im Punkte S nicht identisch sind. Beide Ebenen kinnen 
nur zusammenjallen, wenn die Fliche in der Umgebung des Punktes S 
von sattelfirmiger Gestalt ist. 


§ 6. 
Riickkehrpunkte und stationire Schmiegungsebenen. 


1. Eine beliebige Tangente ¢ des Bogens [ werde in C und D 
von den Endschmiegungsebenen « und # geschnitten; liisst man dann 
die Ebene ¢ alle Schmiegungsebenen der Curve in der Richtung von 
« und B hindurchlaufen, so weiss man nach § 4 Nr. 2, dass der Schnitt- 
punkt von ¢ und « auf der Tangente ¢ in einer bestimmten niemals 
geiinderten Richtung von C nach D lauft; und zwar ist diese Richtung 
diejenige, welche von C durch den Halbraum (@), nach D fiihrt; 
denn nur in diesem Halbraum liegt das Gebiet (3), dem jene Schnitt- 
punkte angehéren. Der hiermit auf ¢ definirte Richtungssinn ist, wie 
jetzt gezeigt werden soll, identisch mit demjenigen, in welchem ein 
lings der Curve von A nach B laufender Punkt W das der Curve 
angehérige Element der Tangente durchliuft. 

Um diese einleuchtende Behauptung zu beweisen, lege man zuniichst 
durch die Schnittlinie der Endschmiegungsebenen @ und B eine im 
Halbraum (@ 8), verlaufende, also der Curve [ nicht begegnende Ebene, 
und verlege dieselbe durch eine collineare Transformation des Raumes 
ins Unendliche; dann sind die Ebenen @ und # parallel, und die Curve 
liegt ganz in dem von ihnen umschlossenen Halbraum (@),. Stellt 
man sich nun diese Ebenen horizontal vor, und nimmt an, a@ sei die 
untere, 6 die obere, so kann der Punkt W, weicher sich lings der 
Curve von « nach f hin bewegt, nicht bestiindig in abwiirts gerichteter 
Bewegung sein; wiire aber diese Bewegung theils aufwiirts, theils 
abwiirts gerichtet, so miissten auch Uebergangsstellen von horizontaler 
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Richtung vorkommen. Die Tangente der Curve in diesen Stellen hiitte 
mit der Durchschnittslinie der horizontalen Ebenen @ und # einen 
Punkt gemein, durch welchen demnach im ganzen vier Schmiegungs- 
ebenen gingen; das widerspriiche aber der betrefis des Bogens [ ge- 
machten Voraussetzung. Somit kann die Bewegung des Punktes W 
nur bestiindig aufwirts gerichtet sein, und auf jeder Tangente ¢ ist der 
Richtungssinn, in welchem das der Curve angehérige Element der- 
selben vom Punkte W durchlaufen wird, der aufwirts gerichtete. . Das 
ist aber offenbar auch der Richtungssinn eines von C nach D, also von 
« nach B lings der Tangente durch den Halbraum (@), laufenden 
Punktes; womit die behauptete Identitit der beiden auf ¢ definirten 
Richtungssinne bewiesen ist. 

2. Geht man zur reciproken Figur iiber, so ist schon in § 2 Nr. 3 
bemerkt, dass dem Richtungssinn, in welechem der Punkt W das der 
Curve angehiérige Tangentenelement durchliuft, der Drehungssinn ent- 
spricht, in welchem die Schmiegungsebene sich um die entsprechende 
‘Tangente dreht, wenn man die Curve in entsprechender Richtung 
durchlaufen denkt. Ferner tritt in der reciproken Figur an Stelle des 
Schnittpunktes von Tangente und Schmiegungsebene die Verbindungs- 
ebene von Tangente und Curvenpunkt. Bedenkt man endlich noch, 
dass in der Umgebung jedes nicht singuliren Punktes einer beliebigen 
Curve ein Bogen abgegrenzt werden kann, welcher keiner Ebene mehr 
als dreimal begegnet, so ergiebt sich aus Nr. 1 folgender Satz. 

Der Drehungssinn der Schmiegungsebene lings einer in bestimmter 
Richtung durchlaufenen Curve wm die Tangente eines beliebigen nicht 
singuldren Punktes P stimmt tiberein mit dem Drehungssinn einer Ebene, 
welche die Tangente und einen die Curve in der festgeseteten Richtung 
durchlaufenden Punkt verbindet, solange man diesen auf eine hinreichend 
eng begrenzte Umgebung des Punktes P beschrénkt. 

Projicirt man also die Curve von einem Puunkte der Tangente aus, 
so dass die Bildcurve eine Spitze im bildpunkt des Punktes P besitzt, 
und verbindet man die Tangente mit einem lings der Bildcurve laufen- 
den Punkte durch eine Ebene, so ist der Drehungssinn dieser Ebene 
zugleich der in § 2 Nr. 3 definirte Drehungssinn der Schmiegungsebene 
um die Tangente herum. 

3. Hat nun eine beliebige Curve im Punkte S eine stationiire 
Schmiegungsebene, sodass in jeder Nahe desselben Systeme von vier 
Curvenpunkten liegen, welche einer Ebene angehéren, so muss das 
Bild der Curve, wenn man sie von einem Punkte der in § beriihren- 
den Tangente ¢ projicirt, eine Schnabelspitze S’ besitzen, welche das 
Bild des Punktes S ist. Lisst man also einen Punkt W’ liings der 
Bildcurve in einer bestimmten Richtung durch die Lage S’ hindurch- 
gehen, so findert bei diesem Durchgang die Gerade W’S’ den Sinn 
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ihrer Drehung um S’; verbindet man also den lings der Raumcurve 
laufenden Punkt W, dessen Bild W’ ist, mit der Tangente ¢ durch 
eine Ebene ¢, so iindert sich der Drehungssinn dieser Ebene in dem 
Augenblick, wo der Punkt W die Lage S passirt. — 

Liegen nun die Punkte P und @Q zu verschiedenen Seiten des 
Punktes S auf der Curve, so weiss man nach Nr. 2, dass der Drehungs- 
sinn der Schmiegungsebene am Ende S des Bogens PS mit dem 
Drehungssinn der Ebene «¢ itibereinstimmt; dagegen ist der Drehungs- 
sinn der Schmiegungsebene lings des Bogens SQ, wenn man von Q 
in den Punkt S hineingeht, dem Drehungssinn der Ebene ¢, in welcher 
der Punkt W von S nach Q liuft, entgegengesetzt; nihert man sich 
also von beiden Seiten dem Punkte S, so erhilt man zuletzt denselben 
Drehungssinn der Schmiegungsebene. Geht man zur reciproken Figur 
iiber, so bedeutet dieses Resultat, dass der stationiiren Schmiegungs- 
ebene ein Riickkehrpunkt reciprok entspricht, wie bekannt ist. 

Dreht sich jetzt in der reciproken Figur eine Ebene um eine 
den Riickkehrpunkt nicht enthaltende Gerade, und passirt den Riick- 
kehrpunkt, so gewinnt oder verliert sie zwei Schnittpunkte mit der 
Curve, je nachdem ihr Schnittpunkt mit der Riickkehrtangente in 
derselben Richtung, nach welcher man lings der beiden in dem Riick- 
kehrpunkte zusammenstossenden Curvenelemente in denselben hineingeht, 
oder in der entgegengesetzten Richtung den Rickkehrpunkt tiberschreitet. 
Hieraus ergiebt sich, wenn man wieder zur urspriinglichen Figur zuriick- 
geht, das folgende Resultat. 

Ueberschreitet der Punkt V eine stationire Schmiegungsebene einer 
Raumcurve, und heisst der Osculationspunkt der genannten Ebene S, 
die Tangente dieses Punktes t, so werden zwei durch V_ gehende 
Schmiegungsebenen der Curve verloren oder gewonnen, je nachdem die 
durch t und V gelegte Ebene um t herum sich in demselben oder ent- 
gegengesetatem Sinne dreht, wie die Schmiegungsebene, wenn man von 
einer beliebigen Seite her lings der Curve in den Punkt 8 hineingeht. 
Letzterer Drehungssinn ist auch derjenige einer durch t und den Curven- 
punkt W gehenden Ebene, wenn man W von einer beliebigen Seite her 
in die Lage S hineingehen lisst. 


§ 7. 
Sphirische Curven. 


1. Von diesem Excurs in die Theorie der Singularitiiten kehren 
wir jetzt zur Betrachtung der friiher untersuchten Curve [ zuriick. 
Fiir den Fall, dass dieselbe auf einer Kugelfliche liegt, ergiebt sich 
aus § 5 Nr. 5 sofort, dass die Schmiegungsebene keines Punktes mit 
der Kugel in Beriihrung sein kann. Wird also die Schmiegungsebene 
6 des Punktes S von der Kugel in dem Kreise 8, und von der abwickel- 
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baren Fliche abgesehen von der Tangente des Punktes S in der Curve 
2 geschnitten, so liegt das dem Punkte S benachbarte Stiick des Kreises 
ganz im Gebiet (1) — natiirlich mit Ausnahme des Punktes S selbst, 
welcher dem Gebiet (3) nach den in § 2 Nr. 1 gegebenen Definitionen 
angehért. Da ferner offenbar durch jeden Punkt der Ebene o, im 
Ganzen v + 1 Schmiegungsebenen der Curve [ gehen, wenn durch ihn 
v Tangenten der Curve 2 gezogen werden kénnen, so kann auf dem 
Kreise ® in der Nachbarschaft des Punktes S ein Stiick (S) abgegrenzt 
werden, welches ausser S selbst keinen Punkt mit irgend einer Tan- 
gente der Curve 2 gemein hat. 

Nun kann man, indem die Ebene 6 als Strahlenfeld betrachtet 
wird, in der Nachbarschaft der den Curven & und £ gemeinsamen 
Tangente ¢ ein so kleines Gebiet von Geraden (¢) abgrenzen, dass alle 
diese Geraden, wenn sie iiberhaupt dem Kreise & begegnen, ihn nur 
innerhalb einer beliebig abgemessenen Umgebung (U) des Punktes S 
treffen; hiemit ist nur die stetige Aenderung der Schnittpunkte einer 
Geraden mit §, welche bei stetiger Bewegung die Lage ¢ passirt, 
genau formulirt. Man kann z, B. fiir das Gebiet (U) das oben ein- 
gefiihrte Gebiet (S) nehmen. Dann kénnen diejenigen Geraden des 
zugehérigen Gebiets (¢), welche 'l'angenten der Curve % sind, mit Aus- 
nahme von ¢ dem Kreis § gar nicht begegnen, weil das Stiick (S) von 
keiner Tangente der Curve % ausser ¢ getroffen wird. Man kann also 
lings der Curve % zu beiden Seiten des Punktes S ein Gebiet (S), 
abgrenzen, von dessen ‘'angenten ausser ¢ keine mit ® einen Punkt 
gemein hat. 

Da nun jede Tangente der Curve & die Schnittlinie der Ebene o 
mit einer andern Schmiegungsebene der Curve [ ist, so kann man 
auf letzterer nach dem soeben erhaltenen Resultat zu beiden Seiten 
des Punktes S ein Gebiet abgrenzen, von dessen Schmiegungsebenen 
keine ausser 6 mit ® einen Punkt gemein hat. Bedenkt man noch, 
dass ein hinreichend kleiner Theil einer beliebigen Curve in der Um- 
gebung eines nichtsinguliren Punktes keiner Ebene mehr als dreimal 
begegnet, also nach § 4 Nr. 4 als Curve [ betrachtet werden kann, so 
ergiebt sich folgender Satz. 

In der Umgebung eines nichtsinguliéren Punktes S einer sphiirischen 
Curve kann auf dieser ein derartiger Bogen T abgegrenst werden, dass 
der Kreis R, welchen die Schmiegungsebene des Punktes S auf der die 
Curve enthaltenden Kugel ausschneidet, von keiner Schmiegungsebene 
eines von S verschiedenen Punktes des Bogens T geschnitten wird. 

2. Speciell begegnen also die Endschmiegungsebenen des Bogens [ 
dem Kreise & nicht; da nun dieser in der Umgebung des Punktes S dem 
Gebiet (1) angehért, so kann die Anzahl der durch einen seiner Punkte 
gehenden Schmiegungsebenen des Bogens [ nur von Eins verschieden 
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werden, wenn die abwickelbare Fliiche des Bogens mit & einen von 
S verschiedenen Punkt 7’ gemein hat. Diese Fliiche besteht aber ganz 
aus Tangenten der Kugel; wenn sie also einen Punkt 7’ mit der Kugel 
gemein hat, so muss derselbe ein Punkt der Curve [ sein. Dann aber 
hatte die Ebene des Kreises 8 mit [ vier Punkte, nimlich 7’ und den 
dreifach zihlenden Punkt S gemein, was bei einem hinreichend klein 
gewihlten Bogen [ unméglich ist. Somit hat der Kreis & mit Aus- 
nahme von § keinen Punkt mit der abwickelbaren Fliiche des Bogens 
[ gemein; da er auch, wie bemerkt, den Endschmiegungsebenen 
desselben nicht begegnet, so folgt nach § 2, dass der ganze Kreis & 
dem Gebiet (1) angehért. Daraus ergiebt sich weiter nach § 2, dass 
auch ein hinreichend kleines Stiick der Kugel, welches um einen von 
S verschiedenen Punkt des Kreises § abgegrenzt wird, ebenfalls ganz 
dem Gebiet (1) angehért. Dass endlich dasselbe von der Umgebung 
des Punktes S gilt mit Ausschluss der der Curve angehérigen Punkte, 
folgt unmittelbar aus § 5 Nr. 5. Durch irgend einen Punkt des 
Bogens [T geht aber ausser der in ihm osculirenden keine Schmiegungs- 
ebene eines andern Punktes; man kann also sagen, dass die ganze 
Umgebung des Kreises 8 auf der Kugel von den Schnittkreisen der 
letzteren mit den Schmiegungsebenen des Bogens [ genau einfach be- 
deckt wird. 

3. Um die Art dieser Bedeckung noch genauer zu erkennen, denke 
man sich die gegebene sphiirische Curve in einer bestimmten Richtung 
durchlaufen und bezeichne die vor S erreichten Punkte durch P, die 
nachher erreichten durch Q; die in P und Q osculirenden Schmiegungs- 
ebenen mégen auf der Kugel die Kreise $$ und Q ausschneiden. 

Beschriinkt man sich dann wieder auf die Betrachtung des Bogens 
[, so weiss man nach Nr. 1, dass keiner der Kreise $ und Q mit 
einen Punkt gemein hat. 

Ein beliebiger Kugelkreis theilt nun die Kugelfliche in zwei 
Hiilften, und ein zweiter, welcher mit dem ersten keinen Punkt gemein 
hat, muss ganz einer einzigen jener Hilften angehéren; oder, wie wir 
sagen wollen, der zweite Kreis muss ganz auf der einen Seite des 
ersten gelegen sein. Wenn also ein einziger Punkt des zweiten Kreises 
auf einer bestimmten Seite des ersten liegt, so liegt der ganze zweite 
Kreis auf derselben Seite. — Wendet man diese Bemerkung auf den 
Kreis & an, und bedenkt, dass die gegebene Curve im Punkte S, 
welcher nicht singulair ist, ihre Schmiegungsebene durchdringt, dass 
also die Punkte P auf der einen, die Punkte Q auf der andern Seite 
des Kreises § liegen, so folgt, dass die Kreise $$ ganz auf der einen, 
die Kreise Q ganz auf der andern Seite des Kreises § verlaufen. 

Beriicksichtigt man endlich, dass nach Nr. 2 die Kreise $8 und Q 
bei hinreichender Beschrinkung des Gebiets der Punkte P und @ die 
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Umgebung des Kreises § einfach bedecken, so ergiebt sich das folgende 
Resultat. 

Construirt man in einem nicht singuldren Punkte S einer sphirischen 
Curve den Schnittkreis & der Schmiegungsebene 6 mit der die Curve 
enthaltenden Kugel, so wird die Kugelfliiche von den der Ebene o be- 
nachbarten Schmiegungsebenen der Curve in Kreisen 3, 2 geschnitten, 
welche mit & keinen Punkt gemein haben und beide Seiten des Kreises 
R genau einfach bedecken; und zwar liegen zwei der Kreise $8, Q auf 
derselben oder verschiedenen Seiten des Kreises ®, je nachdem die 
Osculationspunkte ihrer Ebenen liings der Curve auf derselben oder ver- 
schiedenen Seiten des Punktes S liegen. 


§ 8. 
Die gegenseitige Lage benachbarter Kriimmungskreise einer beliebigen 
ebenen Curve. 


1. Die Sitze des vorigen Paragraphen bilden den Uebergang zu 
den in der Kinleitung angedeuteten Untersuchungen iiber die Bedeckung 
der Ebene durch die Kriimmungskreise einer ebenen Curve. Projicirt 
man nimlich die Ebene nebst einer in ihr beliebig gegebenen Curve & 
stereographisch auf eine Kugelfliiche, d. h. von einem Punkte der 
Kugel aus, dessen Tangentialebene der gegebenen Ebene parallel ist, 
so wird bekanntlich jeder Kreis der Ebene in einen Kugelkreis projicirt. 
Speciell werden die Kriimmungskreise der Curve 2 in Kugelkreise 
projicirt, welche mit dem sphiirischen Bilde A der Curve 2 drei auf- 
einanderfolgende Punkte gemein haben; die Ebenen dieser Kugelkreise 
sind also die Schmiegungsebenen der Curve A. Jeder nicht singuliire 
Punkt der Curve %, dessen Kriimmungskreis nicht ,,stationiir“ ist, 
d. h. vier aufeinanderfolgende Punkte mit der Curve gemein hat, 
wird demnach in einen nicht singuliiren Punkt der Raumcurve A 
projicirt. Beriicksichtigt man noch, dass die im Endlichen liegenden 
Punkte der Ebene auf die Kugelfliche mit Ausschluss des Projections- 
centrums eindeutig bezogen sind; dass ferner zwei Punkte der Kugel- 
fliche auf derselben oder verschiedenen Seiten eines Kugelkreises liegen, 
je nachdem die entsprechenden Punkte in der Ebene auf derselben 
oder verschiedenen Seiten des dem Kugelkreise entsprechenden ebenen 
Kreises liegen, so ergiebt sich aus § 7 Nr. 3 sofort das folgende 
Resultat. 

Hat eine ebene Curve in einem nicht singuléren Punkt P einen 
nicht stationdren Kriimmungskreis 8, so wird die Ebene auf der innern 
und dusseren Seite dieses Kreises von den thm benachbarten Kriimmungs- 
kreisen der gegebenen Curve genau einfach bedeckt. Dabei liegt der Kreis 
K ganz im Innern oder ganz ausserhalb eines benachbarten Kriimmungs- 
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kreises, je nachdem der Osculationspunkt des letzteren lings der gegebenen 
Curve auf der einen oder andern Seite des Punktes P liegt. 

2. Dieser Satz kann seiner Natur gemiiss auch rein planimetrisch 
begriindet werden. 

Auf einem beliebigen ebenen Bogen AB, dessen Kriimmung von 
A nach B hin stetig abnimmt, seien die Punkte P, P’ so angenommen, 
dass man von A ausgehend liings des Bogens zuerst nach P und dann 
nach P’ gelangt, dass also der Kriimmungsradius in P’ grésser als 
in P ist. Dann liegen die Mittelpunkte M und M’ der in P und P’ 
osculirenden Kriimmungskreise auf der Evolute des Bogens AB, und 
nach einem bekannten Satze ist die Differenz der Kriimmungsradien 
MP und M’ P’ dem Evolutenbogen MM’ gleich. 

Nun ist die gerade Strecke MM’ kiirzer als jeder Bogen MUM’, 
also auch kiirzer als die Differenz der Radien MP und M’ P’, von 
denen letzterer der gréssere ist. Wenn aber der Centralabstand zweier 
Kreise kleiner ist als die Differenz der Radien, so liegt stets der eine 
Kreis ganz im Innern des andern; in unserm Falle also liegt der in 
P osculirende Kriimmungskreis ganz im Innern des in P’ osculirenden. 
Somit ergiebt sich Folgendes: 

Wéichst lings eines stetig gekriimmten ebenen Bogens die Kriimmung 
von einem Ende zum andern bestiindig, so schneiden sich keine zwei 
Kriimmungskreise des Bogens, vielmehr liegt jeder in der Richtung der 
zunehmenden Kriimmung folgende Kriimmungskreis ganz im Innern 
jedes vorhergehenden. 

Doch wird von diesem Resultat fernerhin kein Gebrauch gemacht 
werden, um nicht die folgenden Entwickelungen von der soeben be- 
nutzten Theorie der Evolute abhiingig zu machen; vielmebr soll der 
in Nr. 1 erhaltene Satz den Ausgangspunkt bilden. 


§ 9. 
Fortsetzung; stationire Krimmungskreise. 


1. Es sei wiederum ein beliebiger endlicher, von Wendepunkten 
und Spitzen freier Bogen AB von stetig variirendem Kriimmungskreis 
gegeben, ein beliebiger Punkt desselben, der von den Endpunkten 
verschieden ist und einen nicht stationiren Kriimmungskreis & besitzt, 
sei S. Dann weiss man nach § 8 Nr. 1, dass alle Kriimmungskreise 
R®, deren Osculationspunkte hinreichend nahe bei S und auf der 
einen Seite dieses Punktes z, B. auf dem Bogen SB gelegen sind, 
ganz in das Innere des Kreises & fallen, und es kann leicht gezeigt 
werden, dass jeder in der Richtung SB nachfolgende Kreis § ganz 
im Innern jedes vorhergehenden verliuft. Zunichst nimlich schneiden 
sich keine zwei Kreise §, weil sie nach § 8 Nr. 1 den inneren Rand 
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des Kreises § genau einfach bedecken. Nun midge etwa auf dem 
Bogen AB der Punkt B, dem Punkte B, in der Richtung von S 
nach B hin folgen, und die Punkte B, und B, so nahe bei S liegen, 
dass ihre Kriimmungskreise §, und &, noch zu den Kreisen 
gehéren; laisst man dann einen Punkt V stetig lings der Curve von 
B, nach S laufen, so geht sein Kriimmungskreis stetig aus der Lage 
&, in die Lage & iiber. Lage nun der Kreis &, ausserhalb des 
Kreises &,, so miisste, da ersterer von § umfasst wird, der Kriim- 
mungskreis des Punktes V einmal von §, geschnitten werden, was 
nach der Definition der Kreise § nicht der Fall ist. Somit liegt 
jeder von S nach B hin folgende Kreis &® innerhalb jedes vorher- 
gehenden. 

2. Jetzt dehne man das System der Kreise R so weit als méglich 
aus, sodass auch das Gebiet ihrer Osculationspunkte von S nach B 
hin méglichst ausgedehnt wird, Diese Punkte kommen dann, in Folge 
der vorausgesetzten Stetigkeit der Curve einem bestimmten Grenzpunkte 
G beliebig nahe ohne ihn zu tiberschreiten; ob auch der Kriimmungs- 
kreis @ dieses Grenzpunktes noch zu den Kreisen § zu rechnen ist, 
bleibt dahingestellt. Jedenfalls aber giebt es Kreise , welche von 
 beliebig wenig verschieden sind; da nun erstere alle vom Kreise & 
umschlossen werden, so kann dieser den Kreis G nur entweder ebenfalls 
umfassen oder von ihm innerlich beriihrt werden. Triite letzterer Fall 
ein, so lige der Beriihrungspunkt 7’ ausserhalb derjenigen Kreise, 
welche ganz innerhalb des Kreises § verlaufen, also ausserhalb aller 
von § verschiedenen Kreise @; da nun von diesen jeder von S nach 
B hin folgende nach Nr. 1 innerhalb des vorhergehenden liegt, z. B. 
8, innerhalb des Kreises 8, und alle Kriimmungskreise des Bogens 
B,G mit Ausnahme von @ innerhalb des Kreises §, liegen, der 
Punkt 7’ aber ausserhalb des Kreises &,; so ist es unméglich mit 
den Kriimmungskreisen des Bogens B,G dem Punkte 7’ beliebig nahe 
zu kommen, was doch in der That geschieht. Somit liegt der Kreis 
@ ganz im Innern des Kreises , und da dieselbe Schlussweise, wie 
bei &, auf jeden der Kreise § angewandt werden kann, so folgt, 
dass der Kreis & ganz im Innern jedes Kreises § verliuft. 

Dabei wird die ganze Ringfliche zwischen @ und & von den 
Kreisen ® einfach bedeckt; denn ist P ein beliebiger Punkt dieser 
Fliche, so giebt es sowohl Kreise ®, welche von &, als auch solche, 
welche von @ beliebig wenig verschieden sind; erstere umfassen den 
Punkt P, letztere schliessen ihn aus. Da man nun von den Kreisen der 
einen Art zu denen der andern durch stetig variirte Kreise @ iiber- 
gehen kann, so folgt, dass zwischen den Kreisen beider Arten 
mindestens ein durch P gehender Uebergangskreis vorhanden sein 
muss. Da nun keine zwei Kreise ® sich schneiden, so folgt, dass 
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von ihnen die ganze Fliiche zwischen @ und & genau einfach iiber- 
deckt wird. 

3. Wenn nun weder & ein stationirer Kriimmungskreis, noch G 
mit B identisch ist, so kann der in § 8 Nr. 1 erhaltene Satz auf G 
angewandt werden, und Kriimmungskreise, deren Osculationspunkte 
hinreichend nahe bei G auf dem Bogen GB liegen, bedecken den 
Innenrand des Kreises G genau einfach, bilden also mit G zusammen 
ein System von genau derselben Beschaffenheit wie die Kreise 8 und 
R®, sodass aus demselben Grunde wie bei diesen jeder von G nach B 
hin nachfolgende jener Kreise im Innern jedes vorhergehenden liegt. 
Man kénnte also alle diese Kreise dem System &® beifiigen, und 
dieses damit itiber den Kreis G hinaus erweitern, was der betreffs des 
Grenzpunktes G gemachten Voraussetzung widerspricht. Wenn also 
nicht & ein stationirer Kriimmungskreis ist, so muss der Punkt G mit 
B zusammenfallen, sodass man folgenden Satz erhiilt. 

Liings jedes endlichen stetigen Bogens, dessen Kriimmungskreise 
tiberall endlich sind, stetig variiren und nie mehr als drei zusammen- 
fallende Punkte des Bogens enthalten, liegt in einer bestimmten Richtung 
jeder folgende Kriimmungskreis ganz im Innern jedes vorhergehenden, 
sodass keine zwei Kriimmungskreise sich schneiden, und von ithnen die 
ganze Ringfliche zwischen den Kriimmungskreisen der Endpunkte genau 
einfach iiberdeckt wird. 

Beiliufig bemerkt folgt hieraus sofort, dass jeder stetige Bogen 
der einen Doppelpunkt besitzt — und das Auftreten eines solchen ist 
durch die Voraussetzungen des obigen Satzes zuniichst nicht aus- 
geschlossen — nothwendig mindestens einen stationaéren Kriimmungs- 
kreis besitzen muss. 

4. Nimmt man jetzt an, der Kriimmungskreis & sei stationiir, so sei 
GS’ ein beliebiger Theil des Bogens GB, auf welchem keine stationaren 
Kriimmungskreise vorkommen; construirt man dann von S’ nach G 
hin in derselben Weise den Grenzpunkt G’, wie der Punkt G von S 
aus erhalten wurde, so miissen die Punkte G und G’ identisch sein, 
da sonst der Kriimmungskreis in G’ nicht stationiir wire, wogegen in 
Nr. 3 gezeigt ist, dass der Grenzpunkt entweder Endpunkt oder Be- 
rihrungspunkt eines stationiiren Kriimmungskreises sein muss. Somit 
ergiebt sich aus Nr. 2, dass die ganze Ringfliiche zwischen © und 
dem in S’ osculirenden Kriimmungskreise von den Kriimmungskreisen 
des Bogens S’G genau einfach iiberdeckt wird. Nur ist noch zu ent- 
scheiden, ob diese Kreise auf derselben oder der entgegengesetzten 
Seite des Kreises @ liegen wie die Kreise ®. Letztere liegen auf 
der Aussenseite; speciell gilt dies auch von den Osculationspunkten, 
den Punkten des Bogens SG. Ein stationirer Kriimmungskreis kann 
aber in seinem Osculationspunkte von der Curve nicht durchsetzt 
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werden; denn er bildet die Grenzlage eines Kreises, welcher mit der 
Curve vier und nicht mehr in G zusammenriickende Punkte gemein 
hat, welcher also von der Curve, abgesehen von zwei unendlich kleinen 
in G zusammenschrumpfenden Bégen in der Umgebung dieses Punktes 
nicht durchsetzt wird. In unserm Falle also liegt der Bogen S’G 
ebensowohl ausserhalb des Kreises G wie der Bogen SG; der fussere 
Rand des Kreises © wird also von den Kriimmungskreisen des Bogens 
SS’ doppelt bedeckt. 

Genau dieselben Entwicklungen hatte man durchfiihren kénnen 
unter der Voraussetzung, dass in der Richtung von S nach B hin 
jeder folgende Kriimmungskreis den vorhergehenden umfasst; man hiitte 
nur beziiglich der betrachteten Kreise die Worte innerhalb und ausser- 
. halb zu vertauschen, sodass z. B. jetzt der innere Rand eines stationiiren 
Kreises & doppelt von den benachbarten Kriimmungskreisen bedeckt 
wiirde. — Alles zusammengefasst ergiebt sich demnach folgender Satz: 

Hat ein endlicher Bogen A, A,, dessen Kriimmungsradius tiberall 
endlich ist und stetig variirt, nur mit dem Kriimmungskreis © eines 
einsigen Punktes G vier aufeinanderfolgende Punkte gemein, so liegen 
die Kriimmungskreise des Bogens entweder sdimmtlich innerhalb oder 
sdéimmtlich ausserhalb des Kreises G. Dabei wird die Ringfliche 
ewischen & und dem Kriimmungskreis des Endpunktes A, von den 
Kriimmungskreisen des Bogens A,G genau einfach bedeckt, sodass ent- 
weder der diussere oder der innere Rand des Kreises & von den ihm 
benachbarten Kriimmungskreisen des Bogens doppelt tiberdeckt wird. 


§ 10. 
Asymptoten und Wendetangenten; allgemeine Folgerungen. 


1. In tihnlicher Weise erkennt man leicht, wie die Umgebung 
einer Wendetangente und einer Asymptote von den ihr benachbarten 
Kriimmungskreisen bedeckt wird; dabei mége die Voraussetzung stetiger 
Aenderung des Kriimmungsradius auch fiir unendlich ferne und Wende- 
punkte in dem Sinne festgehalten werden, dass die Asymptote bezw. 
Wendetangente die Grenzgestalt der Kriimmungskreise bildet, deren 
Osculationspunkte dem unendlich fernen oder Wendepunkt unbegrenzt 
nahe riicken. 

Es sei zunichst etwa W ein im Endlichen liegender Wendepunkt, 
w die zugehérige Wendetangente und PW ein endlicher Bogen der 
gegebenen Curve, welcher weder Wendepunkte noch stationire Kriim- 
mungskreise besitzt, sodass, wenn P’ ein beliebiger von W_ ver- 
schiedener Punkt des Bogens PW ist, auf dem Bogen PP’ der in 
§ 9 Nr. 3. gegebene Satz anwendbar ist. Hieraus folgt zuniachst, dass 
keine zwei Kriimmungskreise des Bogens P W sich schneiden; denn 
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irgend zwei bestimmte von W verschiedene Punkte desselben gehéren 
immer beide bei passender Wahl des Punktes P’ dem Bogen PP’ an. 
Ferner liegt in der Richtung PW jeder folgende Kriimmungskreis 
ausserhalb jedes vorhergehenden, da die Kriimmungsradien bei An- 
naiherung an W unbegrenzt wachsen. Endlich kann kein Kriimmungs- 
kreis des Bogens PW mit w einen Punkt gemein haben. Denn wenn 
etwa der Krimmungskreis des Punktes R die Gerade w schnitte oder 
beriihrte, so miisste jeder diesen Kreis umfassende Kreis, z. B. jeder 
Kriimmungskreis des Bogens R W von w in zwei getrennten Punkten 
geschnitten werden; unter diesen Kriimmungskreisen giebt es aber 
solche, die von ihrer Grenzgestalt w beliebig wenig verschieden sind; 
also miisste es auch Paare sich schneidender Kriimmungskreise des 
Bogens RW geben, was nach dem Obigen nicht der Fall ist. 

Die Wendetangente w begegnet also keinem Krimmungskreise 
des Bogens P W und diese liegen somit simmtlich auf einer und der- 
selben Seite der Geraden w. Nimmt man nun auf der andern Seite 
derselben einen beliebigen ihr nicht begegnenden Kreis zum Funda- 
mentalkreis einer Transformation durch reciproke Radien, so gehen 
simmtliche Kriimmungskreise des Bogens PW sowie die Gerade w 
selbst in endliche Kreise iiber, und das Innere des der Geraden w 
entsprechenden Kreises ¥8 enthilt die Bilder der simmtlichen Kriim- 
mungskreise des Bogens PW. Von diesen Bildern muss die Ring- 
fliche zwischen Y8 und dem Bildkreis § des in P osculirenden Kreises 
genau einfach iiberdeckt werden; denn lisst man einen Punkt stetig von 
P lings der gegebenen Curve nach W laufen, so geht das Bild seines 
Kriimmungskreises stetig aus der Lage $$ in die Lage YW iiber, muss 
also jeden Punkt der Ringflache mindestens einmal iiberstreichen. Dabei 
- wird aber kein Punkt mehr als einmal erreicht, weil keine zwei Kriim- 
mungskreise des Bogens P W sich schneiden, Geht man also zur urspriing- 
lichen Figur zuriick, so folgt, dass die Ebene auf der den Punkt P 
enthaltenden Seite der Geraden w ausserhalb des in P osculirenden 
Kreises von den Kriimmungskreisen des Bogens P W genau einfach 
iiberdeckt wird. 

Ebenso wird natiirlich, wenn der Punkt Q auf der gegebenen 
Curve und der entgegengesetzten Seite des Punktes W liegt wie P, 
und der Bogen QW dieselben Eigenschaften wie PW besitzt, die 
ganze den Punkt Q enthaltende Seite der Geraden w ausserhalb des 
in Q osculirenden Kreises von den Kriimmungskreisen des Bogens QW 
genau einfach iiberdeckt. 

In dieser ganzen Schlussreihe ist nun von den Kigenschaften des 
Wendepunktes W und der Wendetangente w nur benutzt, dass letztere 
in W von der Curve durchsetzt wird, und die Grenzlage der Kriim- 
mungskreise bildet, deren Osculationspunkte unendlich nahe an W 
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heranriicken. Beides trifft nun auch zu, wenn unter W ein einfacher 
unendlichferner Punkt der Curve und unter w die zugehérige Asymptote 
verstanden wird; dann gelten also auch simmtliche fiir den Wende- 
punkt abgeleiteten Resultate und es ergiebt sich somit, 

dass die Kriimmungskreise, deren Osculationspunkte in der Nachbar- 
schaft eines im Endlichen liegenden Wendepunktes oder eines einfachen 
nicht singuldren unendlich fernen Punktes der Curve liegen, die ganze 
Ebene ausserhalb eweier Kreise, welche der zugehirigen Wendetangente 
bez. Asymptote nicht begegnen, genau einfach tiberdecken. 

2. Wenn, wie bisher vorausgesetzt wurde, die stetige Aenderung 
des Kriimmungsradius lings der gegebenen Curve nur beim Uebergang 
in die Wendepunkte und ins Unendlichferne in gewisser Weise unter- 
brochen wird, so bleibt lings jedes endlichen, von Wendepunkten 
freien Bogens der gegebenen Curve der Kriimmungsradius unterhalb 
einer endlichen Grenze. Schneidet man also zu beiden Seiten jedes 
unendlich fernen und jedes Wendepunkts einen Bogen PQ von be- 
liebiger Grésse ab, so bleiben die Kriimmungskreise des ganzen Restes 
innerhalb eines hinlinglich grossen Kreises. Das Aeussere dieses oder 
eines ihn umfassenden Kreises wird aber nach Nr. 1 von den Kriim- 
mungskreisen der Bégen PQ genau so vielfach bedeckt, wie die Ge- 
sammtzahl der Wendepunkte und Asymptoten zusammen genommen 
betriigt. Somit ergiebt sich, dass die Kriimmungskreise unserer Curve, 
wenn dieselbe 1» im Endlichen liegende Wendepunkte und a einfache 
nicht singulére Punkte im Unendlichen besitet, die Ebene ausserhalb 
eines hinreichend grossen Kreises genau (a-+ w) fach tiberdecken. 

3. Geht nun durch irgend einen Punkt @ eine beliebige Anzahl 
von Kriimmungskreisen der gegebenen Curve, unter denen zuniichst 
keine stationiiren oder Kriimmungskreise von Endpunkten vorkommen, 
und werden Asymptoten nicht singulirer unendlichferner Punkte 
sowie Tangenten im Endlichen liegender Wendepunkte, welche durch 
Q gehen, als Krimmungskreise mitgerechnet, so folgt aus Nr. 1 
und § 9 Nr. 3 unmittelbar, dass, wenn einer der durch Q gehenden 
Kriimmungskreise in P osculirt und durch $ bezeichnet wird, die 
diesem benachbarten Kriimmungskreise der Curve beide Seiten des 
Kreises §§ genau einfach bedecken; durch jeden Punkt einer hin- 
reichend eng begrenzten Umgebung des Punktes @ geht also ein 
bestimmter von $$ beliebig wenig verschiedener Kriimmungskreis. 
Da nun § ein beliebiger der durch Q@ gehenden Kriimmungskreise ist, so 
folgt, dass durch jeden hinreichend wenig von @ verschiedenen Punkt 
dieselbe Anzahl von Kriimmungskreisen der gegebenen Curve geht, 
wie durch Q. 

Man kann dies Resultat auch leicht bestitigen, indem man die 
Curve stereographisch auf eine Kugelflaiche projicirt, auf die Bildcurve 
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den in §2 Nr.3 gegebenen Satz anwendet, und den in §8 Nr. 1 
bemerkten Zusammenhang zwischen den Kriimmungskreisen der ur- 
spriinglichen und den Schmiegungsebenen der Bildcurve beriicksichtigt. 

4. Jetzt mdgen die erhaltenen Resultate auf eine beliebige ge- 
schlossene Curve angewandt werden, welche mit der unendlichfernen 
Geraden nur a getrennte, nicht singulire Punkte gemein hat, und 
deren Kriimmungskreise nur in unendlich fernen und den w Wende- 
punkten unendlich gross werden, sonst aber iiberall endlich sind, stetig 
variiren und nur in einer endlichen Anzahl von Punkten stationir sind. 
Durch diese Voraussetzungen wird offenbar das Auftreten vielfacher 
Punkte mit getrennten Zweigen nicht ausgeschlossen. Dann kann 
nach dem in Nr. 3 erhaltenen Resultat die Anzahl der Kriimmungs- 
kreise der gegebenen Curve, welche durch einen variabeln Punkt gehen, 
sich nur dann aindern, wenn der Punkt einen der stationiiren Kriim- 
mungskreise iiberschreitet. Nun wird nach § 9 Nr. 4 die Umgebung 
eines solechen entweder auf seiner fiussern oder auf der innern Seite 
von den benachbarten Kriimmungskreisen doppelt bedeckt, und im 
ersteren Fall ist offenbar der Radius des stationiiren Kreises ein Minimum, 
im zweiten Falle ein Maximum des Kriimmungsradius. Bei Ueber- 
schreitung eines Kreises der ersten Art, eines ,,Minimalkreises“ von 
innen nach aussen gewinnt der bewegte Punkt offenbar zwei durch 
ihn gehende Kriimmungskreise der gegebenen Curve, welche dem iiber- 
schritteuen Minimalkreise benachbart sind ; dagegen bei Ueberschreitung 
eines ,,Maximalkreises“, dessen innerer Raum von den benachbarten 
Kriimmungskreisen doppelt bedeckt wird, fiihrt ein Uebergang von 
innen nach aussen zum Verlust zweier durch den bewegten Punkt 
gehender Kriimmungskreise. 

Nach Voraussetzung ist nun die Zahl der stationiiren Kreise end- 
lich, es giebt also ein Gebiet von Punkten P,, welche ausserhalb aller 
dieser Kreise liegen. Mit einem solehen Punkte P, werde ein beliebiger 
Punkt P verbunden, der im Innern von m Maximalkreisen und n 
Minimalkreisen liegt; werden dann beim Uebergang von P zu P, genau 
m, Maximalkreise und n, Minimalkreise von innen nach aussen, ferner 
m, Maximalkreise und n, Minimalkreise von aussen nach innen iiber- 
schritten, so ist offenbar m—=m,—m,, da ausser den m Maximal- 
kreisen, in deren Innern der Punkt P liegt, nur diejenigen lings des 
Weges PP, von innen nach aussen tberschritten werden kénnen, 
welche auch von aussen nach innen iberschritten sind; aus ihnlichem 
Grunde ist n= n,—n,. Nun gehen nach dem Obigen bei jedem 
der m, Austritte aus Maximalkreisen und der n, Eintritte in Minimal- 
kreise zwei Kriimmungskreise verloren; bei jedem der m, Eintritte in 
Maximalkreise und der n, Austritte aus Minimalkreisen werden zwei 
Kriimmungskreise gewonnen; gehen also von diesen genau y durch P, 
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so gehen x + 2(m,-+n, —n.—m,) = x + 2(n—m) durch P,. Nimmt 
man aber letzteren Punkt ausserhalb eines alle stationiiren Kreise um- 
fassenden Kreises von hinreichend grossem Radius an, so gehen nach 
Nr. 2 durch P, genau a+ w Kriimmungskreise der gegebenen Curve, 
sodass sich die Gleichung 


at w= r+ 2(n—m) 


r=a+ w+ 2(m—n) 
fiir die Anzahl der durch P gehenden Kriimmungskreise ergiebt. Dieses 
Resultat kann in folgendem Lehrsatz formulirt werden. 

Besitzt eine stetige geschlossene Curve a getrennte, nicht singulire 
Punkte im Unendlichen und w Wendepunkte; wird ferner der Kriim- 
mungsradius nur bei Anndherung an die unendlichen und Wendepunkte 
unendlich gross, wahrend er sonst tiberall endlich ist und stetig variirt ; 
hat schliesslich der Kriimmungskreis nur in einer endlichen Anzahl von 
Punkten vier aufeinanderfolgende Punkte mit der Curve gemein, sodass 
er entweder ein Mazximal- oder Minimalkreis ist, d.h. dass sein Radius 
ein Maximum oder Minimum des Kriimmungsradius reprisentirt; so 
gehen durch jeden Punkt, der dem Innern von genau m Macximalkreisen 
und genau un Minimalkreisen angehdrt, genau a+ w+ 2m — 2n 
Kriimmungskreise der gegebenen Curve. 

5. Man kénnte die Voraussetzungen dieses Satzes noch erweitern 
und das Auftreten von Spitzen, Beriihrungen mit der unendlichfernen 
Geraden und andern Singularitiiten in den Kreis der betrachteten 
Méglichkeiten ziehen; indessen erhilt man schon aus dem hier abge- 
leiteten Resultat als unmittelbare Corollare eine grosse Menge bekannter 
und unbekannter Siitze tiber die Kriimmungskreise der einfachsten 
algebraischen Curven; so z. B. die Steiner’schen Siitze iiber die 
Kriimmungskreise der Kegelschnitte, analoge Siitze iiber die circularen 
Curven dritter und die bicircularen Curven vierter Ordnung u. s. w.; 
dabei ergeben sich selbstverstiindlich stets Bestimmungen tiber die Anzahl 
der reellen Kriimmungskreise, welche durch gewisse Punkte gehen. 

Die wichtigsten Anwendungen des obigen allgemeinen Satzes ergiebt 
die Bemerkung, dass die aus einer gegebenen Curve vermittelst der 
Transformation durch reciproke Radien abgeleitete genau so viele reelle 
Wendepunkte besitzt, wie die Anzahl der durch das Inversionscentrum 
gehenden reellen Kriimmungskreise der gegebenen Curve betriigt. 


§ 11. 
Allgemeine Sitze iiber Curven auf dem einschaligen Hyperboloid. 
1. Wie die ganze hier durchgefiihrte Theorie der Kriimmungs- 
kreise auf den in § 10 gegebenen Siitzen tiber sphiirische Curven beruht, 
so kann eine iihnliche Theorie abgeleitet werden, indem man von 


oder 
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den Curven ausgeht, welche auf der Fliche eines einschaligen Hyper- 
boloids verlaufen. 

Man bezeichne diese Fliche durch %® und betrachte zunichst 
einen ihr angehérigen, von Singularitiiten freien Bogen, welcher im 
Punkte 7 von einer ganz auf %* verlaufenden Geraden ¢ beriihrt wird. 
Dann riicke ein variabeler Punkt V liings der Curve dem Punkte T 
unendlich nahe, sodass die durch ¢ und V gelegte Ebene « sich der 
in J osculirenden Schmiegungsebene tr unbegrenzt nahert. Die Ebene 
é hat mit ¥* ausser der Geraden ¢ noch eine zweite g gemein; die 
Schmiegungsebene t, welche gleichfalls durch ¢ geht, schneide die 
Flaiche noch in der zweiten Geraden g,. Da nun der Punkt V sich 
unendlich nahe an 7’ heranbewegt, so folgt, dass die Gerade g, welche 
stets derselben Regelschaar Rt, angehért wie g,, sich der letzteren un- 
begrenzt nihern muss. Wenn man also in der Regelschaar ft, ein 
beliebig kleines Gebiet von Geraden in der Umgebung der Geraden g, 
abgrenzt, so gehdrt die Gerade g diesem Gebiet an und verbleibt in 
demselben, sobald der Abstand der Punkte 7’ und V hinreichend klein 
geworden ist. Falls nun die Gerade g, nicht durch 7 ginge, kéunte 
man jenes Gebiet von Geraden so eng begrenzen, dass ihm der Punkt 
T nicht angehérte, und dasselbe wiirde dann von einer hinreichend 
kleinen Umgebung des Punktes 7’ gelten; z. B. wiirde der Punkt V, 
sobald er hinreichend nahe bei 7 liegt, nicht mehr jenem Gebiet in 
der Umgebung der Geraden g, angehdren kénnen. Diesem Gebiet 
gehért aber, wie oben bemerkt, die Gerade g an, sobald der Abstand 
TV klein genug ist, und der Punkt V, welcher in ¢ und §® nicht 
aber auf ¢ liegt, muss der Geraden g angehdren, muss also schliess- 
lich in jener Umgebung der Geraden g, liegen. Somit ergiebt sich 
ein Widerspruch aus der Annahme, dass die Gerade g, nicht durch 
durch 7 geht; die Ebene t, welche durch ¢ und g, geht, muss also 
mit der Tangentialebene der Fliche ® im Punkte 7’ identisch sein. 

Geht man umgekehrt von der Annahme aus, dass die Schmiegungs- 
ebene mit der Tangentialebene t der Fliche ¥°) im Punkte 7' identisch 
ist, ohne vorauszusetzen, dass die Tangente ¢ der Fliche § ganz 
angehért, so lasse man wiederum lings der Curve den Punkt V un- 
endlichnahe an ¢ heranriicken. Fiallt man dann von V aus das Lot 
VV’ auf die Ebene t und das Lot VV” auf die Tangente ¢, und 
nimmt an, dass letztere nur zwei zusammenfallende Punkte mit der 
Fliche gemein hat, so haben die Quotienten 7V*: VV’ und TV": VV" 
endliche und von Null verschiedene Grenzwerthe, wenn man den Punkt 
V in die Lage 7 hineinriicken liisst. Dasselbe gilt also auch von dem 





Quotienten VV’: VV” und das bei V’ rechtwinklige Dreieck VV'V" 
nahert sich demnach einer Grenzgestalt, in welcher jeder Winkel von 
Null verschieden ist. Die durch ¢ und V gehende Ebene, welche die 
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Gerade VV” enthialt, nihert sich also einer von t verschiedenen Grenz- 
lage. Diese Grenzlage ist aber die Schmiegungsebene der Curve im 
Punkte 7’; es ergiebt sich somit ein Widerspruch gegen die voraus- 
gesetzte Identitét der Schmiegungsebene und Tangentialebene in 7’. 
Dieser Widerspruch kann, wenn 7' ein nicht singulirer Punkt der 
Curve ist, nur dadurch gehoben werden, dass man annimmt, die 
Tangente ¢ habe mit der Fliche drei zusammenfallende Punkte gemein, 
d. h. sie sei eine Inflexionstangente. Im Falle der Fliiche ¥* muss 
also die Tangente ¢ ganz auf der Fliche verlaufen. — Die erhaltenen 
Resultate kann man in folgender Weise zusammenfassen. 

In irgend einem nicht singuléren Punkte einer Raumcurve, welche 
auf der Oberfliiche eines geradlinigen Hyperboloids verliuft, ist die 
Schmiegungsebene der Curve mit der Tangentialebene der Fliche dann 
und nur dann identisch, wenn die Tangente des betreffenden Punktes 
ganz der Hyperboloidfliche angehort. 

2. Jetzt projicire man die Fliche §® auf eine Ebene y von einem 
Punkte O aus, welcher auf der Fliche, nicht aber auf den Geraden 
t und g), also nicht auf der Schmiegungsebene des Punktes 7 liegt. 
Schneiden dann die beiden durch O gehenden Geraden der Fliche die 
Ebene y in O, und O,, und gehéren etwa die Geraden ¢ und OO, 
zu derselben Regelschaar {t,, so projiciren sich alle Geraden dieser 
Schaar mit Ausnahme von OO, in Gerade, welche durch O, gehen; 
bezeichnet man ferner das Bild des Punktes 7’ durch Z”, so projicirt 
sich die gegebene Raumcurve, da die Schmiegungsebene des Punktes 
T nicht durch O geht, in eine Bildcurve, welche in 7” nicht singuliir 
ist. Dieser Punkt ist von O, verschieden, denn die Geraden OO, und 
Yo, deren letztere durch 7’ geht, gehdren derselben Regelschaar R, an, 
sind aber nach Voraussetzung nicht mit einander identisch. Endlich 
liegt der Punkt O, auf der Tangente ¢’ der Bildcurve im Punkte 7”, 
da diese Tangente das Bild der Geraden ¢ ist. Man kann somit auf 
O, und ¢’ eine von $1 Nr. 1 an oft benutzte Bemerkung anwenden, 
und schliessen , dass die Geraden in 7, welche durch O, gehen und von ?’ 
hinreichend wenig verschieden sind, durch ¢’ in zwei Hiilften zerlegt 
werden; die einen begegnen der Bildcurve in der Umgebung des Punktes 
T’ zweimal, die andern gar nicht. Bedenkt man nun, dass die Ge- 
raden der Ebene 7, welche durch O, gehen, die Bilder der Geraden 
der Regelschaar St, sind, so folgt, dass die Tangente ¢ die ihr benach- 
barten Geraden dieser Regelschaar in zwei Hilften zerlegt; die einen 
haben in der Umgebung des Punktes 7’ mit der gegebenen Raumcurve 
zwei, die andern keinen Punkt gemein. 

3. Fasst man speciell von der gegebenen Raumcurve ein Stiick 
ins Auge, welches den Punkt 7 enthilt und so klein ist, dass es 
keiner Ebene mehr als dreimal begegnet, so kann dasselbe nach § 4 Nr. 4 
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als ein Bogen [ im Sinne des § 3 betrachtet werden; behilt man die 
dort gebrauchten Bezeichnungen bei, so kann man nach § 5 Nr. 2 und 
3 sagen, dass die Secanten des Bogens [ ganz in den zugehérigen 
Gebieten (0) und (1) verlaufen. Ueberschreitet man aber von diesen 
Gebieten aus die abwickelbare Fliche, so gelangt man nach § 3 Nr. 3 
beziehentlich in die Gebiete (2) und (3); tiberschreitet also der auf der 
Fliche ¥* bewegliche Punkt W die Tangente ¢, indem er in der 
Regelschaar §t, aus dem Bereich der Geraden, welche nach Nr, 2 
Secanten des Stiickes [ sind, iibertritt in den Bereich derjenigen, 
welche in der Umgebung des Punktes 7’ der gegebenen Curve nicht 
begegnen, also bei hinreichender Begrenzung des Bogens [ mit diesem 
keinen Punkt gemein haben, so werden zwei durch W gehende 
Schmiegungsebenen des Bogens [ gewonnen. Damit ist folgender 
Satz bewiesen. 

Liegt eine Raumcurve sammt ihrer in dem nicht singuliren Punkte 
T beriihrenden Tangente t ganz auf einem geradlinigen Hyperboloid, so 
zerlegt die Tangente t die thr benachbarten und derselben Regelschaar 
angehérigen Geraden in zwei Hiilften; die einen sind Secanten der Curve, 
die andern begegnen in einer hinreichend eng begrenzten Umgebung des 
Punktes T der Curve nicht. 

Geht ein auf dem Hyperboloid beweglicher Punkt W von der ersten, 
aus Secanten bestehenden dieser Hiilften in die andere iiber, indem er 
die Tangente t tiberschreitet, so vermehrt sich die Anzahl der durch W 
gehenden Schmiegungsebenen der gegebenen Curve um zwei. 


§ 12. 
Unpaare, geschlossene Curvenziige auf dem geradlinigen Hyperboloid. 


1. Speciell sei die auf dem Hyperboloid gegebene Curve ein 
geschlossener, unpaarer Zug, welcher von keiner Ebene in mehr als 
drei Punkten geschnitten wird, und das Projectionscentrum O sei ein 
Punkt der Curve. Dann wird die Bildcurve von allen durch O, und 0, 
gehenden Kegelschnitten der Ebene 4, welche die Bilder der ebenen 
Schnitte des Hyperboloids sind, in einer ungeraden Anzahl solcher 
Punkte geschnitten, welche Punkten des Hyperboloids eindeutig ent- 
sprechen, d. h. von QO, und QO, verschieden sind; das ist aber nur 
mdglich, wenn einer der Punkte O, und O,, etwa O, der Bildcurve 
angehért, da jeder Kegelschnitt mit einem geschlossenen Zuge eine 
gerade Anzahl von Punkten gemein hat. — Die Bildcurve kann ferner 
von keiner Geraden der Ebene 7 mehr als zweimal getroffen werden, 
da keine durch O gehende Ebene mit der gegebenen Raumcurve ausser 
O mehr als zwei Punkte gemein hat. Daraus folgt mit Riicksicht auf 
§ 1 Nr. 3, dass die Ebene 9 durch die Bildcurve in zwei Theile zerlegt 
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wird: durch die Punkte des einen gehen je zwei, durch die Punkte des 
andern keine Tangenten der Bildeurve. Jede Gerade, welche durch 
einen Punkt der letzteren Art geht, begegnet der Curve in zwei ge- 
trennten Punkten; dagegen werden die Geraden, welche durch einen 
Punkt der ersteren Art gehen, durch die beiden unter ihnen vor- 
kommenden Tangenten in zwei Theile zerlegt; die einen begegnen der 
Curve zweimal, die andern gar nicht. Je nachdem also der Punkt O, 
zu den Punkten der einen oder andern Art gehért, d. h. ausserhalb 
oder yinnerhalb der Bildcurve liegt, haben die Geraden der Regel- 
schaar i, mit der gegebenen Curve entweder je zwei Punkte, oder 
theils zwei, theils keinen Punkt gemein, und in letzterem Falle werden 
die Geraden der einen und andern Art durch zwei der Regelschaar 
angehérige Tangenten von einander getrennt. Beriicksichtigt man 
noch, dass jede durch O, gehende Gerade mit der Bildcurve ausser O, 
nur noch einen Punkt gemein hat, so ergiebt sich: 

Jeder von Singularititen freie, unpaare, geschlossene Curvenzug, 
welcher auf einem geradlinigen Hyperboloid liegt und keiner Ebene in 
mehr als drei Punkten begegnet, wird von allen Geraden der einen 
Regelschaar des Hyperboloids in einem einzigen Punkte geschnitten; die 
Geraden der andern Regelschaar begegnen entweder sétmmilich der 
Curve in zwei getrennten Punkten; oder es giebt unter ihnen zwei 
Tangenten der Curve, welche die Regelschaar in zwei Hiilften zerlegen: 
die Geraden der einen Hiilfte haben keinen, diejenigen der andern je 
zwei getrennte Punkte mit der Curve gemein. 

2. Auf Grund dieses Resultats kann leicht entschieden werden, 
wieviele Schmiegungsebenen der gegebenen Curve durch einen be- 
liebigen Punkt des Hyperboloids gehen. 

Nach § 5 Nr. 5 liegt eine Fliiche, welche eine Curve [ im Sinne 
des § 3 enthilt, in der Umgebung jedes Punktes P der Curve ganz 
in dem zugehérigen Gebiet (1), d. h. durch jeden Punkt der betrach- 
teten Umgebung geht eine einzige Schmiegungsebene der Curve [, so- 
lange die Schmiegungsebene des Punktes P von der Tangentialebene 
der Fliche in diesem Punkte verschieden ist. Nun kénnen beide Ebenen 
im Falle des Hyperboloids nach § 14 Nr. 1 nur identisch sein, wenn 
die Tangente des Punktes P eine Gerade der Fliiche ist; und jedes 
Stiick der gegebenen Curve, welches nach Ausschneidung eines beliebig 
kleinen Bogens iibrig bleibt, ist eine Curve [ nach § 4 Nr. 4; also 
folgt, dass durch jeden Punkt des Hyperboloids, der einer gewissen Um- 
gebung eines Curvenpunktes P angehdrt, eine einzige Schmiegungsebene 
der Curve geht, wenn P nicht Beriihrungspunkt einer der beiden 
Tangenten der Curve ist, welche nach Nr. 1 auf der Fliche liegen 
kénnen: Eine Aenderung der Anzahl der Schmiegungsebenen, welche 
durch einen Punkt W der Fliche gehen, kann aber nur eintreten, 
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wenn dieser die abwickelbare Fiche der Curve in einem Punkte, welcher 
der Curve nicht angehért, tberschreitet. Liegt also keine Tangente der 
in Nr. 1 betrachteten Curve auf der Fliche, so geht durch jeden Punkt 
der letateren eine einzige Schmiegungsebene der Curve. 

Wenn dagegen die Flache §) zwei Tangenten ¢, und ¢, der Curve 
enthilt, so gehen durch jeden Punkt der Flaiche, welchen der Punkt 
W von den Curvenpunkten ausgehend ohne Ueberschreitung der Linien 
t, auf stetigem Wege erreichen kann, hier wie im vorigen Falle eine 
einzige Schmiegungsebene der Curve. Ueberschreitet jetzt der Punkt 
W eine der Tangenten ¢,, so andert sich nach § 4 die Anzahl der 
durch W gehenden Schmiegungsebenen um zwei, muss also den Werth 
drei erhalten — wie denn auch nach § 3 Nr. 4 fiir eine geschlossene 
Cure [ nur die zwei Gebiete (1) und (3) vorhanden sind. 

Liegen also zwei Tangenten der in Nr. 1 betrachteten Curve auf 
dem Hyperboloid , so wird die Oberfliche des leteteren durch die Tangenten 
in zwei Gebiete zerlegt; durch jeden Punkt des einen gehen drei, durch 
jeden des andern eine einzige Schmiegungsebene der Curve. 

Das letztere Gebiet enthilt die Punkte der Curve selbst, mithin auch 
siimmtliche auf dem Hyperboloid liegenden Secanten, da diese nach Nr. 1 
zu derselben Regelschaar gehéren, wie die Tangenten ¢, und ¢,, also ganz 
in dem einen der von diesen abgegrenzten Gebiete verbleiben miissen. 

3. Fiir den Specialfall der algebraischen Raumcurven dritter Ordnung 
sind die Resultate der beiden vorhergehenden Nummern im wesentlichen 
bekannt. Mit grésserem Vortheil kann man dieselben verwerthen fiir 
die Theorie der aus zwei unpaaren Ziigen bestehenden Raumcurven 
vierter Ordnung, d. h. der Grundcurven solcher Biischel von Flichen 
zweiter Ordnung, in welchen keine reellen Kegel und nur geradlinige 
Flichen vorkommen. Es soll jedoch von dieser Curve nichts weiter 
als bekannt vorausgesetzt werden, als dass sie aus zwei unpaaren 
Ziigen besteht, welche zusammen mit keiner Ebene mehr als vier Punkte 
gemein haben und auf dem geradlinigen Hyperboloid §®) liegen. 
Dann begegnet eine beliebige Ebene jedem Zuge in mindestens einem 
Punkte, kann also mit keinem von ihnen mehr als drei Punkte ge- 
mein haben, sodass auf jeden Zug die Sitze der Nrn. 1 und 2 an- 
wendbar sind. 

Zuniichst sieht man leicht, dass jeder Zug zwei ganz der Fliche an- 
gehérige Tangenten besitzen muss. Denn wire das bei einem Zuge nicht 
der Fall, so wiirde er von jeder Geraden der einen Regelschaar nach Nr. 1 
in zwei Punkten geschnitten, z. B. also auch von Geraden /, welche durch 
einen Punkt P des andern Zuges gehen. Legt man aber durch einen 
von P verschiedenen Punkt des letzteren Zuges und die Gerade / eine 
Ebene, so muss dieser Zug der Ebene noch in einem dritten Punkte 
begegnen; die Ebene hat also mehr als vier Punkte mit der Curve 
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gemein, was der Voraussetzung widerspricht. Die vier Tangenten der 
Curve, welche demnach auf der Flaiche ¥® verlaufen, miissen nun 
alle derselben Regelschaar angehéren; denn schnitten sich irgend zwei 
Tangenten der Curve, so miisste die diese Tangenten enthaltende Ebene 
noch ausserhalb der Beriihrungspunkte der Curve begegnen, hiitte also 
wiederum mehr als vier Punkte mit derselben gemein. 

Die Tangenten ¢, und ¢, des einen Zuges, welche ganz auf ¥®) 
liegen, theilen nun die Regelschaar, welcher sie angehéren, nach Nr. 2 
in zwei Hilften, von denen die eine aus Secanten besteht, und gleiches 
gilt von den der Fliche angehérigen Tangenten s, und s, des andern 
Zuges; da nun eine beiden Ziigen gemeinsame Secante offenbar wieder 
auf Ebenen fiihren wiirde, welche der Curve mehr als viermal be- 
gegnen, so folgt, dass in der Regelschaar, welcher die Geraden s,, s,, 
t,, t, angehdren, das aus Secanten des einen Zuges bestehende, von ¢, 
und ¢, begrenzte Gebiet keine Gerade mit dem analogen auf den andern 
Zug beziiglichen Gebiet gemein hat. Diese Gebiete sind nach Nr. 2 
die Gebiete (1) beider Ziige; also liegt das auf der Fliche §®) ab- 
gegrenzte Gebiet (1) des einen Zuges ganz innerhalb des Gebiets (3) 
des andern Zuges. Anders ausgedriickt, die vier Tangenten s,, s,, 
t,, ¢, theilen die Regelschaar, welcher sie angehéren, in vier Theile: 
durch jeden Punkt zweier von diesen Theilen gehen sechs, durch jeden 
der beiden andern vier Schmiegungsebenen der Curve. Langs jeder 
der vier Tangenten grenzt ein Theil der einen Art an einen Theil der 
andern Art, sodass man, wenn man die Fliiche z. B. liings eines ebenen 
Schnittes stetig umlaufen denkt, abwechselnd in Theile der einen und 
andern Art gelangt. Von den durch einen Punkt gehenden Schmiegungs- 
ebenen osculiren immer drei auf einem Zuge, die eine oder die drei tibrigen 
auf dem andern Zuge. Durch einen Punkt geht endlich dann und nur 
dann eine Secante eines Zuges, wenn von diesem nur eine Schmiegungs- 
ebene, im Ganzen also vier Schmiegungsebenen der Curve durch den 
betrachteten Punkt gehen. 

4. Entnimmt man aus der Theorie des Biischels von Flichen 
zweiter Ordnung den Satz, dass durch jeden Punkt des Raumes eine 
Flache des Biischels geht und dass das Biischel der oben betrachteten 
Grundcurve nur geradlinige Hyperboloide enthilt, so ergiebt sich leicht, 
dass der ganze Raum in Gebiete (4) und (6) zerfallt, wobei wieder 
durch jeden Punkt des Gebiets (v) genau v Schmiegungsebenen der 
gegebenen Curve gehen. Hieraus endlich gewinnt man einen systema- 
tischen Ueberblick iiber die méglichen Realitiitsverhiltnisse der aus 
zwei unpaaren Ziigen bestehenden ebenen Curven vierter Ordnung vom 
Geschlecht Eins; indessen sollen diese Specialitiiten bier nicht weiter 
verfolgt und die obigen Entwicklungen nur noch fiir die Theorie ge- 
wisser ebener Kegelschnittsysteme verwerthet werden, 
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§ 13. 
Theorie einer speciellen Gattung von Kegelschnittsystemen. 


1. Aus den abgeleiteten Siitzen iiber Curven, welche auf dem gerad- 
linigen Hyperboloid ¥@ verlaufen, erhilt man Siitze iiber ebene Kegel- 
schnittsysteme durch die schon in den beiden vorigen Paragraphen 
angewandte Projection des Hyperboloids von einem seiner Punkte aus 
auf eine Ebene. Ist niimlich auf der Fliche ¥® eine beliebige Curve 
A gegeben, und bezeichnet man wiederum das Projectionscentrum 
durch O, die Schnittpunkte der Bildebene mit den durch O gehenden 
Geraden der Fliche §® durch O, und O,, so werden die Schnitte der 
Fliche mit den Schmiegungsebenen der Curve A projicirt in Kegel- 
schnitte, welche durch O, und O, gehen, und mit dem ebenen Bilde 
Q der Curve A in Osculation sind; dabei kann offenbar auch die Curve 
2 und ihre Lage zu den Punkten O, und O, als beliebig gegeben be- 
trachtet werden. Die Anzahl derjenigen Kegelschnitte dieses Systems, 
welche durch irgend einen Punkt W der Ebene gehen, iindert sich 
nur, wenn der Punkt gewisse Grenzlinien iiberschreitet. Die haupt- 
sichlichsten dieser Grenzlinien und die Art, wie an ihnen die Anzahl 
der durch W gehenden Kegelschnitte des Systems von der Richtung 
abhingt, in welcher die Grenzlinie vom Punkte W iiberschritten wird, 
sollen im Folgenden kurz untersucht werden. 

Es sei wiederum 7' der Beriihrungspunkt einer auf der Fliche ¥® 
verlaufenden Tangente ¢ der Curve A und gehére etwa ¢ mit der 
Geraden OO, zu derselben Regelschaar; wird das Bild des Punktes 7 
durch J” bezeichnet, so ist 0,7” die Tangente der Curve 2, und O, 7” 
das Bild der ausser ¢ noch durch JT gehenden Geraden g, der Fliche §®. 
Nihert sich dann der Punkt V liings der Curve A dem Punkte 7, so 
schneidet die in V osculirende Schmiegungsebene auf §) einen Kegel- 
schnitt G aus, welcher schliesslich in das Linienpaar ¢, g, iibergeht. 
Das Bild des Kegelschnitts © ist nun ein Kegelschnitt des Systems 
und das Bild des Linienpaars ¢, g, das Linienpaar O, 7”, 0,7"; letzteres 
ist also als degenerirter Kegelschnitt des Systems zu betrachten. Die 
beiden Hilften dieses Linienpaars verhalten sich aber wesentlich un- 
gleich; denn bei Ueberschreitung der Geraden g, durch einen beliebigen 
auf ¥) variirenden Punkt W wird die Anzahl der durch W gehenden 
Schmiegungsebenen der Curve A im Allgemeinen nicht geindert, 
wihrend lings der Geraden ¢, welche die ihr benachbarten und der- 
selben Regelschaar angehérigen Geraden nach § 14 Nr. 3 in zwei 
Hialften zerlegt, deren eine aus Secanten besteht, zwei durch W gehende 
Schmiegungsebenen der Curve A gewonnen oder verloren werden, je- 
nachdem der Punkt W, indem er die Tangente ¢ iiberschreitet, von 
der aus Secanten bestehenden Hiilfte in die andere iibergeht oder um- 
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gekehrt. Nun sind die Bilder der der Tangente ¢ benachbarten und 
derselben Regelschaar angehérigen Geraden die Geraden durch O,, 
welche von 0,7” hinreichend wenig abweichen, und diejenigen dieser 
Geraden, welche der Curve ¢ in der Umgebung des Punktes 7” zwei- 
mal begegnen, sind die Bilder der auf §®) liegenden Secanten der 
Curve A. Bezeichnet man also das Bild des Punktes W durch W’, 
so werden zwei durch W’ gehende Kegelschnitte des Systems gewonnen 
oder verloren, je nachdem bei Ueberschreitung der Tangente O, 7” 
durch W’ die Gerade O, W’ sich in dem einen oder andern Sinne 
dreht; hat sie unmittelbar vor der Ueberschreitung in der Umgebung 
des Punktes 7” mit & zwei Punkte gemein, so werden zwei Kegel- 
schnitte gewonnen. — Dagegen tritt im Allgemeinen keine Aenderung 
in der Anzahl der durch W’ gehenden Kegelschnitte des Systems ein, 
wenn der Punkt W’ die Gerade 0,7", welche das Bild der Geraden 
gy ist, tiberschreitet. Man kann also folgenden Satz aufstellen: 

In dem System der Kegelschnitte, welche eine beliebige ebene Curve 
L osculiren und durch die festen Punkte O, und O, gehen, trité als 
degenerirter Kegelschnitt jedes Linienpaar auf, welches aus einer durch 
O, gehenden Tangente der Curve % und der Verbindungslinie ihres 
Beriihrungspunktes T’ mit O, besteht. Wird letatere von einem Punkte 
W’ iiberschritten, so dndert sich im Allgemeinen die Anzahl der durch 
W’ gehenden Kegelschnitte des Systems nicht; dagegen dndert sich diese 
Anzahl um ewei, wenn der Punkt W’ die Tangente O,T" dberschreitet, 
und gwar tritt Zu- oder Abnahme ein, je nachdem sich die Gerade 
O, W’ um O, in dem einen oder andern Sinne dreht. Hat dieselbe, ehe 
sie in die Lage O,T"’ féllt, in der Umgebung des Punktes T” swei 
Punkte mit & gemein, so tritt Zunahme ein. — Analoges gilt fiir die 
durch O, gehenden Tangenten der Curve &. 

2. Ausser den Tangenten ¢ bilden noch die Schnitte der Fliche 
*° mit den stationiren Schmiegungsebenen der Curve A Grenzlinien, 
lings deren sich die Anzahl der durch W gehenden Schmiegungs- 
ebenen der Curve A iindert, wenn wieder unter W ein auf der Fliche 
°° beweglicher Punkt verstanden wird. Es sei etwa S der Osculations- 
punkt einer stationiiren Schmiegungsebene 6, s die Tangente im Punkte 
S und © der von der Ebene o auf der Fliiche ¥®) ausgeschnittene Kegel- 
schnitt. Ueberschreitet dann der Punkt W die Curve ©, so vermehrt 
oder vermindert sich nach § 6 Nr. 3 die Anzahl der durch W gehenden 
Schmiegungsebenen der Curve A um zwei, je nachdem sich die durch 
W und s gelegte Ebene ¢ um s herum in dem einen oder andern 
Sinne dreht; und zwar tritt die Verminderung ein, wenn die Ebene «¢, 
bevor sie die Lage o erreicht, mit A zwei Punkte gemein hat. Dem- 
gemiiss zerfallen die Kegelschnitte ©,, welche von den durch s gehenden 
Ebenen auf ¥ ausgeschnitten werden und von © hinreichend wenig 
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verschieden sind, in zwei durch © getrennte Hilften; die einen haben 
ausser S in der Umgebung dieses Punktes zwei, die andern keinen 
Punkt mit A gemein, und der Uebergang des Punktes W von der 
ersten Hiilfte in die zweite fiihrt zum Verlust zweier durch W gehender 
Schmiegungsebenen der Curve A. Die Kegelschnitte der ersten Hilfte 
mégen durch Gp,, diejenigen der zweiten durch ©,, bezeichnet werden. 

Bezeichnet man nun die Bilder der Punkte S und W durch S’ 
und W’, der Kegelschnitte S, S,,, Sy. durch S’, Sor, Sos, so gehen 
letztere simmtlich durch O, und O, und berthren einander im Punkte 
S’; jeder Kegelschnitt ©,’ wird also durch O, und O, in zwei Bégen 
zerlegt, von denen der eine innerhalb, der andere ausserhalb des Kegel- 
schnitts © verliuft. Dabei liegt der Bogen O, S’O, entweder auf allen 
Kegelschnitten ©; im Innern von GS’, und bei allen Kegelschnitten 
Sop im Aeussern, oder umgekehrt; denn die ersteren werden ja von 
letzteren durch ©’ getrennt. 

Die Curve & hat offenbar mit dem Kegelschniti ©’ in S’ vier 
aufeinanderfolgende Punkte gemein, d. h. ©’ ist die Grenzgestalt 
eines Kegelschnitts, welcher vier in S’ zusammenriickende Punkte mit 
der Curve 2 gemein hat; also muss letztere — vgl. die analoge Be- 
merkung in § 9 Nr. 4 — in der Umgebung des Punktes S’, von 
diesem selbst abgesehen, entweder ganz innerhalb oder ganz ausser- 
halb des Kegelschnitts ©’ liegen. Fasst man speciell den letzteren 
Fall in’s Auge, so miissen die Bégen O,S’O, der Curven Gq, ausser- 
halb des Kegelschnitts SG’ liegen, da jede Curve So, in der Umgebung 
des Punktes S’ noch zwei von diesem verschiedene Punkte mit 2 ge- 
mein, ebenso wie jeder Kegelschnitt ©), der Curve A noch in der 
Umgebung des Punktes S in zwei von diesem verschiedenen Punkten 
begegnet. In diesem Falle wird also der fiussere Rand des Kegel- 
schnitts ©’ lings des Bogens O,8’'O, von den Kegelschnitten Gq; be- 
deckt; deshalb wird nach dem oben bemerkten der innere Rand dieses 
Bogens von den Curven Gog, dagegen der innere und dussere Rand 
des den Punkt S’ nicht enthaltenden Bogens O,0, beziehentlich von 
den Kegelschnitten Go, und Sg bedeckt. — Tritt nun der Pankt W’ 
vom Gebiet der Curven G,; in dasjenige der Curven Ggz iiber, d. h. 
iiberschreitet er in unserm Falle den Kegelschnitt SG’ lings des Bogens 
0,S’O, von aussen nach innen, oder lings des andern Bogens 0, 0, 
von innen nach aussen, so tritt der Punkt W vom Gebiet der Curven 
Sy, auf das der Curven ©, tiber, verliert also zwei durch ihn gehende 
Schmiegungsebenen der Curve A; der Punkt W’ verliert also bei der 
beschriebenen Ueberschreitung des Kegelschnitts ©’ zwei durch W’ 
gehende Kegelschnitte des Systems, wiihrend beim entgegengesetzten 
Uebergang natiirlich zwei solche Kegelschnitte gewonnen werden. 

Fiihrt man diese Betrachtungen fiir den Fall durch, dass die Curve 
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2 in der Umgebung des Punktes S’ innerhalb der Curve ©’ verliuft, 
so vertauschen offenbar nur die Innen- und Aussenseite der letzteren 
ihre Rollen, sodass man, alles zusammengefasst, folgenden Lehrsatz 
erhilt. 

Wenn ein Kegelschnitt S° des in Nr. 1 definirten Systems in S’ vier 
aufeinanderfolgende Punkte mit der Curve 2 gemein hat, so liegt letatere 
in der Umgebung des Punktes S', von diesem selbst abgesehen, entweder 
ganz ausserhalb oder ganz innerhalb des Kegelschnitts S'. Im ersten 
Falle vermindert, im zweiten vermehrt sich die Anzahl der durch einen 
Punkt W’ gehenden Kegelschnitte des Systems um zwei, wenn der Punkt 
W’ den Kegelschnitt S' lings des Bogens 0,S'O, von aussen nach 
innen, oder lings des andern Bogens 0,0, von innen nach aussen 
tiberschreitet. 


§ 14. 
Beispiele. 


1, Aus den Sitzen der beiden vorigen Paragraphen kann mit 
Leichtigkeit bei einer grossen Anzahl specieller Kegelschnittsysteme 
vollstiindig iibersehen werden, in welcher Weise dieselben die ganze 
Ebene iiberdecken. Die folgenden Beispiele solcher Systeme migen 
nicht sowohl wegen der dabei abzuleitenden speciellen Resultate als 
zur Erliuterung der obigen allgemeinen Siitze etwas niher betrachtet 
werden, 

Zunichst mége unter & ein Kegelschnitt verstanden werden, und 
sei O, einer seiner Punkte, O, ein Punkt seines Innern. Zieht man 
dann durch einen beliebigen, ausserhalb der Ebene des Kegelschnitts 
liegenden Punkt O die Geraden OO, und OO, und legt durch diese 
ein geradliniges Hyperboloid ¥®, so wird auf die Fliche desselben 
vom Punkte O aus der Kegelschnitt 2 in eine Raumcurve dritter 
Ordnung A projicirt, welche von jeder Geraden der einen Regelschaar 
des Hyperboloids in zwei getrennten Punkten geschnitten wird. Dann 
geht nach § 12 Nr. 2 durch jeden Punkt der Fliche ¥®@ eine einzige 
Schmiegungsebene der Curve A, also durch jeden Punkt der Ebene 
ein einziger Kegelschnitt, welcher die Punkte 0, und OQ, enthilt und 
die Curve 2 osculirt. 

Nimmt man dagegen den Punkt QO, ausserhalb des Kegelschnitts 
2 an, so entsprechen den durch QO, gehenden Tangenten ¢, und ?¢, 
desselben zwei der Fliche §® angehérige Tangenten der Bildcurve A, 
welche die ganze Flaiche in zwei Theile zerlegen; durch jeden Punkt 
des einen Theils gehen nach § 12 Nr. 2 drei, durch jeden Punkt des 
andern eine einzige Schmiegungsebene der Curve A. — Die Ebene des 
Kegelschnitts 2 wird also durch die Tangenten ¢, und ¢, in zwei 
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Hialften zerlegt (vgl. § 1 Nr. 2), von denen die eine den Kegelschnitt 
2 enthilt und einfach, die andere dreifach von den Kegelschnitten des 
Systems bedeckt wird. Geht ein Punkt W’ aus der ersteren Hiilfte 
in die zweite iiber, so ist die Gerade O,W vor dem Uebergang, wie 
tiberhaupt, solange der Punkt W in der ersten Hiilfte liegt, Secante 
des Kegelschnitts, was dem in § 13 Nr. 1 erhaltenen allgemeinen 
Resultate entspricht. 

2. Es werde zweitens unter 2 eine zweitheilige Curve dritter 
Ordnung verstanden und das System der Kegelschnitte betrachtet, 
welche die Curve 2 osculiren und gleichzeitig durch zwei feste Punkte 
O, und O, gehen; von diesen liege O, auf dem paaren, O, auf dem 
unpaaren Zuge der Curve. Projicirt man dann wieder die Ebene von 
einem beliebigen, ihr nicht angehérenden Punkte O aus auf die Ober- 
fliche eines geradlinigen Hyperboloids ¥, welches die Geraden OO, 
und OO, ganz enthilt, so ist das Bild jedes Zuges der Curve £ ein 
unpaarer Zug; denn die ebenen Schnitte der Fliiche §® sind die Bilder 
der durch O, und O, gehenden Kegelschnitte, und diese schneiden 
jeden Zug der Curve % in einer ungeraden Anzahl solcher Punkte, 
welche von OQ, und OQ, verschieden sind, also Punkten der Flaiche § 
eindeutig entsprechen. Auf die Bildcurve A sind demnach die in § 12 
Nr. 3 gegebenen Entwicklungen anwendbar. Da nun die auf der 
Fliche §® liegenden Tangenten s,, s,, ¢,, ¢, der Curve A offenbar die 
Bilder der durch O, gehenden vier Tangenten s,’, s,', ¢,', t,, der Curve 
2 sind, so folgt unmittelbar aus der angefiihrten Stelle, dass die 
Tangenten s’, ¢’ die Ebene in vier Paare zusammengehdriger Scheitel- 
winkelriume zerlegen, von denen zwei vierfach und zwei sechsfach 
von den Kegelschnitten des Systems bedeckt werden. Da ferner auf 
der Fliche §® diejenigen der vier von den Geraden s,, s,, ¢,, ¢, ab- 
gegrenzten Gebiete, in welchen die beiden Curvenziige liegen, vierfach 
von den Schnitten der Fliche mit den Schmiegungsebenen der Curve 
bedeckt werden, so folgt, dass in der Ebene von den oben definirten 
Paaren von Scheitelwinkelriumen diejenigen beiden, in welchen die 
Curvenziige liegen, von den Kegelschnitten des Systems nur vierfach 
bedeckt werden. Zieht man in einem dieser Flichenriiume eine Gerade 
durch O,, so ist sie Secante der Curve, wihrend die andern Flachen- 
riume keine durch 0, gehenden Secanten enthalten. Da nun letztere 
Flichen sechsfach von den Kegelschnitten des Systems bedeckt werden, 
so sieht man auch hier, dass der Uebergang eines Punktes W’ iiber 
die halben degenerirten Systemkegelschnitte s’, ¢’ zum Gewinn zweier 
durch W’ gehender Kegelschnitte fihrt, wenn in der Umgebung des 
Beriihrungspunktes der iiberschrittenen Tangente vor dem Uebergang 
die Gerade O,W’ zwei Punkte, nachher keinen mit 2 gemein hat, 
wie es nach § 13 Nr. 1 allgemein der Fall ist. 
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3. Um ebenso den in § 13 Nr. 2 erhaltenen Satz an einem Bei- 
spiel zu bestiitigen, mége endlich noch das System der Kegelschnitte 
untersucht werden, welche einen festen Kegelschnitt 2 osculiren und 
durch zwei im Innern desselben gelegene feste Punkte O, und O, gehen. 
Die Projection des Kegelschnitts 2 auf ein die Geraden OO, und OO, 
enthaltendes Hyperboloid ¥®) ist dann eine Curve vierter Ordnung A 
mit einem Doppelpunkt in O; wenn die Schnittpunkte der Curve 2 mit 
der Geraden 0,0, durch A und B bezeichnet werden, so sind die 
Tangenten des Doppelpunkts OA und OB, also von den durch O 
gehenden Geraden der Fliche ¥® verschieden. Ebenso kann auch die 
Tangente keines andern Punktes der Curve A ganz der Fliche ¥® 
angehéren, da sie in diesem Falle das Bild einer durch O, oder O, 
gehenden Tangente des Kegelschnitts 2 sein miisste, diese Punkte 
aber im Innern des Kegelschnitts liegen. Nach § 11 Nr. 1 ist daher 
in keinem nicht singuliren Punkte der Curve A die Schmiegungsebene 
mit der Tangentialebene der Fliche ¥® identisch, und hieraus folgt 
nach § 5 Nr. 5, dass von den Schmiegungsebenen eines hinreichend 
kleinen nirgends singuliiren Bogens der Curve A durch jeden diesem 
Bogen hinreichend nahe benachbarten Punkt der Fliche §® eine 
einzige hindurchgeht, abgesehen natiirlich von den Punkten des Bogens 
selbst, durch welche nach der stets gebrauchten Zihlungsweise drei 
zusammenfallende Schmiegungsebenen gehen. Ueberschreitet also der 
Punkt W die Curve A, indem er auf der Oberfliiche ¥® verbleibt, in 
einem nicht singuliren Punkte, so tritt keine Aenderung in der Anzahl 
der durch W gehenden Schmiegungsebenen der Curve A ein. Eine 
Aenderung dieser Anzahl ist demnach nur méglich an den Schnittlinien 
der Flaiche mit den stationiiren Schmiegungsebenen der Curve. Es 
sind deren nur zwei vorhanden, wie aus der Theorie des Biischels 
von Flichen zweiter Ordnung bekannt oder doch leicht zu beweisen 
ist; ihren Schnitten mit der Fliche entsprechen in der Ebene der Curve 
& Kegelschnitte des Systems, welche mit & vier aufeinanderfolgende 
Punkte gemein haben. Diese beiden Kegelschnitte, welche durch &, 
und §, bezeichnet werden und in den Punkten C und D mit & in 
Beriihrung sein mégen, kénnen nun ausser O, und O, keinen Punkt 
mit einander gemein haben. Denn construirt man die offenbar reellen 
Doppelpunkte der durch die Punktepaare 0,0, und AB bestimmten 
Involution und bezeichnet den im Innern des Kegelschnitts 2 ge- 
legenen durch M, so kann man durch eine reelle collineare Transfor- 
mation der Ebene den Kegelschnitt 2 in eine Ellipse tiberfiihren, in 
welcher M der Mittelpunkt, AB eine Axe und die Punkte O, und O, 
von der andern Axe in gleichem senkrechten Abstande sind. Dann 
liegt die ganze Figur, mithin auch das ganze Kegelschnittsystem in 
Bezug auf jede der beiden Axen symmetrisch; speciell muss zu jedem 
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vierpunktig beriihrenden Kegelschnitt des Systems in Bezug auf jede 
Axe ein ihm symmetrischer Kegelschnitt von derselben Beschaffenheit 
gefunden werden kénnen. Da nun iiberhaupt die einzigen solchen 
Kegelschnitte @, und &, sind, so folgt, dass jeder von diesen sich 
selbst in Bezug auf die eine Axe, mit dem andern in Bezug auf die 
zweite Axe symmetrisch sein muss; diese zweite Axe kann aber nur AB 
sein, da die beiden Kegelschnitte durch O, und O, gehen. Aus dieser 
Symmetrie in Bezug auf AB folgt sofort, dass die Curven ®, und &, 
ausser O, und O, keinen Punkt gemein haben. Endlich folgt aus der 
Symmetrie in Bezug auf die von AB verschiedene Axe, dass die 
Punkte C und D, in welchen der Kegelschnitt 2 von @, und &, vier- 
punktig beriihrt wird, in die Scheitel dieser Axe fallen miissen. 

4. Bezeichnet man nun die Bilder der Kegelschnitte &, und &, 
auf der Flache §®), also die Schnitte der Fliche mit den beiden 
stationiiren Schmiegungsebenen der Curve A, durch 8,’ und &,', so 
kénnen diese keinen Punkt gemein haben, da sonst die Kegelschnitte 
K, und &, ausser O, und O, noch Punkte gemein haben miissten, was 
nicht der Fall ist, Die Oberfliche §® wird also durch &,' und &,’ 
in zwei Theile zerlegt, deren jeder im Sinne der projectiven Auf- 
fassung ein zusammenhiingendes Gebiet bildet. Einem dieser Theile 
muss die Curve A ganz angehéren, da sie die Curven §,’ und &,', mit 
welchen sie je vier zusammenfallende Punkte gemein hat, offenbar 
nicht iiberschreitet; dieser Theil der Fliche werde durch (I), der Rest 
durch (II) bezeichnet, Um dann die Anzahl der durch jeden Punkt 
des Gebiets (I) gehenden Schmiegungsebenen der Curve A zu kennen, 
geniigt es, fiir Punkte in der Nahe der Curve A diese Anzahl zu be- 
stimmen, da, wie oben bemerkt, eine Aenderung derselben nur bei 
Ueberschreitung der Curven §,' und §,’ eintreten kann. 

Von einem ihrer Punkte aus projicirt erscheint die Curve A als 
Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt, also mit einem Wendepunkt; 
durch jeden ihrer Punkte P geht also die Schmiegungsebene eines 
einzigen andern Punktes Q. Da nun nach § 5 Nr. 5 durch jeden in 
der Nahe des Punktes P, nicht aber auf der Curve liegenden Punkt 
eine einzige in der Nahe von P osculirende Schmiegungsebene, und 
ausserdem nach den allgemeinen Siitzen des § 2 eine in der Nihe des 
Punktes Q osculirende geht, so folgt, dass durch jeden Punkt des Gebietes 
(I), abgesehen von den Punkten der Curve A selbst, zwei Schmiegungs- 
ebenen derselben hindurchgehen. 

Um endlich auch die Anzahl der durch jeden Punkt des Gebiets 
(II) gehenden Schmiegungsebenen der Curve A zu bestimmen, werde 
angenommen, dass die Ebene des Kegelschnitts §,' die Curve A in S 
osculirt und sei die Tangente dieses Punktes s. Dann liegt jede Ebene 
e, welche durch s und einen Punkt W, der Curve A gelegt wird 
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vom Punkte S abgesehen ganz im Gebiet (I), sobald der Punkt W, 
hinreichend nahe bei S liegt. Lisst man nun den Punkt W, 
lings der Curve unbegrenzt nahe an S heranriicken und nimmt den 
Punkt W auf dem Schnitt der Ebene ¢ mit der Fliche §) beliebig, 
aber von S verschieden an, so nihert sich der Punkt W dem Kegel- 
schnitt §,'; tiberschreitet er diesen, so begegnet seine Verbindungs- 
ebene mit s der Curve A nicht mehr. Bei diesem Uebergang hat 
sich aber die Ebene ¢ in dem Sinne um s herumgedreht, dass nach 
§ 6 Nr.3 eine Verminderung der durch W gehenden Schmiegungs- 
ebenen um zwei eintritt. Durch die Punkte des Gebiets (II) gehen 
also keine Schmiegungsebenen der Curve A. 

5. Die Gebiete (1) und (II) sind nun die Projectionen gewisser 
durch &, und ®, abgegrenzter ebener Gebiete. Diese Kegelschnitte 
verlaufen ganz im Innern der Curve 2%, da sie dieser ausserhalb der 
Beriihrungspunkte nirgends begegnen und durch die Punkte O, und 
O, gehen, welche nach Voraussetzung im Innern der Curve & liegen. 
Daraus folgt, dass dem ganzen Gebiet der Ebene ausserhalb der beiden 
Kegelschnitte ®, und ®,, welchem die Curve 2 angehdrt, ein Theil 
des Gebiets (I) bei der Projection der Ebene auf der Fliche § ent- 
sprechen muss. — Zieht man nun durch OQ, eine Gerade 1, welche 
ausser QO, noch von O, und O, verschiedene Punkte mit &, und &, 
gemein hat, so hat die entsprechende, auf ¥®) liegende Gerade 1’ mit 
den Kegelschnitten §,' und §,' Punkte gemein, welche keiner der 
Geraden OO, und OO, angehdren. Den Punkten, welche auf / in 
der Umgebung des Punktes O, liegen,.entsprechen dann die Punkte, 
welche auf 1’ in der Nihe des Durchschnitts der Geraden OO, und 1’, 
also auf keinem der Kegelschnitte §,'’ und §,' liegen. Dem Durch- 
gang durch OQ, lings der Geraden 1, welcher vom Aeussern beider 
Kegelschnitte &, und §&, in’s Innere beider hineinfiihrt, entspricht 
also auf §®) eine Bewegung lings der Geraden 1’, bei welcher keine 
Grenzlinie der Gebiete (I) und (II) tiberschritten wird. Es entspricht 
also auch dem Gebiet der Punkte, welche innerhalb beider Kegel- 
schnitte ®, und §&, liegen, ein Theil des Gebiets (I). — Der Ueber- 
schreitung einer dieser Curven in einem von QO, und O, verschiedenen 
Punkte entspricht aber auf §®) ein Uebergang aus einem der Gebiete 
(I) und (II) in das andere; also ist das Gebiet (II) die Projection des 
Gebiets der Punkte, welche innerhalb des einen und ausserhalb des 
andern der Kegelschnitte ®, und &, liegen. — Beriicksichtigt man 
nun den Zusammenhang der Kegelschnitte des Systems mit den 
Schmiegungsebenen der Curve A, so ergiebt sich aus den in Nr. 4 
erhaltenen Resultaten folgender Satz. 

Im System der Kegelschnitte, welche den beliebig gegebenen Kegel- 
schnitt 2 osculiren und durch swei feste, im Innern desselben liegende 
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Punkte gehen, kommen zwei reelle Kegelschnitte 8, und &, vor, welche 
mit 2 je vier aufeinanderfolgende Punkte gemein haben. Durch jeden 
Punkt der Ebene, welcher ausserhalb beider Kegelschnitte 8, und &, 
oder innerhalb beider liegt, gehen zwei, durch jeden andern Punkt 
keine reellen Kegelschnitte des Systems. 

6. Dabei liegt, wie schon bemerkt ist, die Curve 2 z. B. in der 
Umgebung des Punktes C, in welchem sie mit ®, vier aufeinander- 
folgende Punkte gemein hat, ausserhalb der Curve §&,; nach § 13 
Nr. 2 miisste also lings des Bogens 0,CO, beim Uebergang eines 
Punktes V von aussen nach innen die Anzahl der durch V gehenden 
Kegelschnitte des Systems sich um zwei vermindern. Dies ist aber 
nach den obigen speciellen Entwicklungen in der That der Fall; denn 
der Punkt C liegt, wie die ganze Curve % ausser dem Punkte D, ausser- 
halb des Kegelschnitts &,; dasselbe gilt also von dem ganzen Bogen 
0,CO,, da die Curven &, und , ausser O, und O, keine Punkte ge- 
mein haben. Daraus aber folgt auf Grund des in Nr. 5 erhaltenen 
Resultats, dass der iiussere Rand des Bogens 0,CO, zweifach, der 
innere gar nicht von den Kegelschnitten des Systems bedeckt ist. — 
Ebenso leicht bestitigt sich der in § 13 Nr. 2 aufgestellte Satz an 
den iibrigen von O, und OQ, begrenzten Bogen der Curven §, und &,. 


Breslau, November 1887. 











Ueber einige mit der dyadischen Schreibweise der ganzen 
Zahlen zusammenhingende arithmetische Satze. 


Von 


Oskar Srmony in Wien. 


Schreibt man die Reihe der natiirlichen Zahlen dyadisch mit den 
beiden Zeichen: 1, 0 und ersetzt jede Gruppe gleicher Zeichen durch 
ein einziges gleichartiges Zeichen mit einem deren Anzah] ausdriicken- 
den Exponenten, so sind alle ungeraden Zahlen als Specialisirungen 
des symbolischen Productes: 


(1) 1° 071%. . . O%e-2 1%-1 = D 
und simmtliche geraden Zahlen als solche des analogen Ausdruckes: 
(2) 1°0* . .. 1%9-10% = D 


darstellbar. Beide Zahlensymbole mégen in der Folge durchgingig als 
dyadische Producte bezeichnet werden. . 

Auf Grundlage dieser Schreibweise zerfallen sowohl die ungeraden 
als auch die geraden Zahlen in Zahlen erster, zweiter, ... r' . 
Ordnung: pa aw cs 

Dy Bagg . . «Bes 05% Ey Benes Meese 
deren Definitionen nach Einfiihrung der generelien Abkiirzung: 
Ce + Capa + Cape es + Cori = & 

durch die Gleichungssysteme: 
(Dy == 1% == Qo-! 4 Qo-P ewe Pt dae Pr — 1, 
D, == 1% Oe 1% == Datat, — Deo-bes f SS . 


©) D, = 1°07 1%. . . O°%r—2 1°2r—1 


SE et et eS 





. fos hn Dz = 1% 0% 1% 0% = 24D, + +> 
( ) D, — 1° 0% oe 18r—1(%r 2°r D, pone 
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gegeben werden. Eine Vertauschung von r mit r+ 1 in D, und D, 
vermiftelt dann, da der Ausdruck: 
Qt bert ptt eerty + Qete bert, 
+ Q2r—1tertert _ grt ery + O@rti __ 1 
offenbar mit dem folgenden: 
Q%er Fertig" __ ye fe eee fe Dar-1 — 1) 4 Ort — 1 
identisch ist, die einfachen Recursionsformeln: 


(5) Dra = Qerterti 2) 4 gerd — 1, 
(6) Dy 41 = 22742 {22+ (D, 4-1) — 1}, 
welche insoferne theoretisch wichtig sind, als sie vollstandige Inductionen 
von Zahlen re" auf solche (r-+-1)'** Ordnung erméglichen. 

Dies vorausgeschickt wollen wir zunichst den eigenthiimlichen 
Zusammenhang pricisiren, welcher zwischen den Zahlen: 

~~  — 

hinsichtlich ihrer Darstellbarkeit in einer der Formen: 31, 61 —1, 
67-1 und den Nennern jener gemeinen Briiche besteht, welche die 
aus den Exponenten von D,, D,,...D,... gebildeten Kettenbriiche: 


can ee 1 
6 ot ae: 





1 
Cy Pe 
liefern. Hiebei betrachten wir die letzteren am zweckmiissigsten als 
Specialisirungen eines und desselben schematischen Kettenbruches: 


1 

e a 

- in inf, 
und coordiniren den Nennern seiner successiven Niherungsbriiche : 

N,=¢,, N,=e+1, Ny = ¢,¢,¢, + ¢, + ¢5--- 

fiir alle denkbaren Werthe von c,, ¢,,¢;,... die beiden fictiven Glei- 
chungen: 
(8) Ni=0, N=+1, 
um die bekannte Relation zwischen je drei aufeinanderfolgenden 
Nennern: 


Np = Gp Np—1 + Np-s 
auch fiir p = 1 aufrecht erhalten zu kénnen, Es sind dann 

N,; N,, . = aw oe 
zugleich die Nenner jener gemeinen Briiche, welche mit den charakte- 
ristischen Kettenbriichen von D,, D,,...D,... gleichwerthig sind, 
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wihrend die Nenner der ihnen zuniichst kommenden Niherungsbriiche 
mit: N,, N,,... Ne»... zusammenfallen. 

Nach Einfiithrung des schematischen Kettenbruches J lisst sich 
vorerst die specielle Aufgabe, die in Betracht gezogenen Formen von 
D,, D, mit den Nennern: N,, N,, N, durch bestimmte Regeln zu 
verkniipfen, mit Hiilfe der elementaren Gleichungen: 


+ 2141) 142 {1+ 224 24...4 220-9}, 


(9) 1 (oak - 92 92 1 91 92 (k—2) 
gt ITF RLF P+ M4... + BRM} 
leicht erledigen. 

Indem wir zuniichst die zweite Formel in (9) auf die, den zwei 
moglichen Fiillen: c, = 2m, c, = 2m — 1 zugehdrigen Darstellungen 
von D,: 


D,=2"—1, D, = 2{2@-9—1} 41 


anwenden, resultirt unmittelbar der Satz, dass eine ungerade Zahl 
erster Ordnung bei geradem N, ein Vielfaches von 3 ist, dagegen bei 
ungeradem N, die Gestalt: 61 + 1 besitzt. 

Fast ebenso einfach gestaltet sich auf Grundlage beider Formeln 
(9) die Feststellung analoger Regeln fiir D,, obgleich die hier in 
Betracht kommenden Nenner: N,, N, im Ganzen drei Variable: ¢,, c,, ¢, 
enthalten, von welchen jede sowohl eine ungerade als éine gerade 
Zahl vorstellen kann. Wie niimlich aus dem nachstehenden Schema : 








Fall | C | C, | Cs | N, | N; 

(a) 2m 2n 2p | ungerade | gerade 
(b) ” ” 2p —1 = ungerade 
(ce) 2n — 1 2p ” gerade 
(@) ” » |2p—1 ‘- ungerade 
(ec) |2m—1| 2n 2p - e 
(f) 9 » |2p—1 - | gerade 
(g) * 2n—1| 2p gerade | ungerade 
(h) ” ” 2p—1 ” | ” 














ersichtlich wird, liefern die acht fiir c,, c,, c, denkbaren Fille nur 
drei correspondirende Combinationen méglicher Zahlenformen fiir N,, 
N,, welchen umgekehrt folgende Fille und Darstellungen von D, 
entsprechen : 

Mathematische Annalen, XXXI. 37 
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Erste Combination: N, gerade, N, ungerade. 
(a), (¢) .. . Dy = 2et6(24—1) 4 (2%—1), 
(f)... Dy = 2%(Qet4 1) — (Qete+ 1). 


Zweite Combination: N, ungerade, N, gerade. 
(9), (hi)... Dy == 2% {(Qerts—1) — 22-1 —1)} — 1. 


Dritte Combination: N,, N, ungerade. 
(b), (a)... Dy = Qrta(2%— 1) 4 2(2e-1—-1) + 1, 
(e)... Dy = 2%(24te4 1) — 2(2Qeto-14-1) 4+ 1. 


Auf diese Art besteht fiir eine ungerade Zahl zweiter Ordnung, je 
nachdem die Formen der betreffenden Werthe von N,, N, unter das 
erste, zweite oder dritte Formensystem zu bringen sind, die Congruenz: 


D, = 0 (mod. 3) 
resp. D, + 1= 0 (mod. 6) 
beziehungsweise : D, —- 1 == 0 (mod. 6), 


womit die uns gestellte specielle Aufgabe gelést, und zugleich folgen- 
der unvollstiindiger Inductionsschluss nahegelegt ist: 

Jede ungerade Zahl r'” Ordnung: D,, bei welcher die Verwandlung 
des aus ihren Exponenten: ¢,, C,,~.-+C2r-1 gebildeten Kettenbruches in 
einen gemeinen Bruch fiir dessen Nenner: N2,- eine gerade Zahl liefert, 
ist durch 3 ohne Rest theilbar; dagegen besitet D, die Form 61 — 1 
oder 61+ 1, je nachdem Nez,» bei ungeradem N2,-1 gerade oder un- 
gerade ist. 

Der vorstehende Inductionsschluss umfasst, da die Nenner: N2,—1, 
N2,-2 zufolge der generellen Relation zwischen N,, Np_1, N,—s keinen 
gemeinsamen Factor besitzen kénnen, simmtliche denkbare Formen- 
systeme von N2,;, N2z,2 und darf unbedingt als allgemein richtig 
betrachtet werden, sobald ein Uebergang von Zahlen r” zu solchen 
(r+ 1)" Ordnung unter Voraussetzung seiner Giiltigkeit fiir D, jene 
fir D,1; zur nothwendigen Folge hat. 

Der gewiinschte Nachweis fordert in Hinblick darauf, dass die 
charakteristischen Nenner: N2,, N24: jeder ungeraden Zahl (r+ 1)" 
Ordnung als Functionen von vier unabhingigen Variabeln: 


Cor, Car+13 N22, Nora 


aufzufassen sind, und jede der vier Formengruppen von ¢2,, ¢:,4; mit 
jedem der drei méglichen Formensysteme von N2,-2, Nz,—1 combinirt 
werden kann, eine Unterscheidung von zwolf Fillen: 








mr > ie 


a. @ fh 


(J 
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Fall | Nore | Nara Cor Corti N:, Nort 
(I) |2m—1| 2n 2p 2q ungerade | gerade 
(IZ) ” » » 2q—1 “ ungerade 
(IIT) -. - (2p — 1 2q - gerade 
(IV) » a a 2q—1 . ungerade 
(V) 2m |2n—1 | 2p 2q gerade = 
(VI) ” ” | ” 2q —i ” ” 
(VII) » » |2p—1] 2q | ungerade . 
(VIII) a a. bo 2q—1 gerade 
(IX) |2m—1 a i 2q - ungerade 
(X) ” ” ” 2q—1 ” gerade 
(XJ) a » |2p—1| 2q gerade | ungerade 
(XII) ” ” | ” 2q—1 ” ” 

















Substituiren wir hierauf gemiiss den zwischen D, und Ne,-1, No,» 
angenommenen Beziehungen in der allgemeinen Recursionsformel (5) 
fiir D, in den Fallen: 


(I) —(IV), (V)—(VID), (IX) — (XID): 
31, 61—1, 61+ 1, 
so ergeben sich fiir D,,, im Ganzen acht Transformationsgleichungen, 


welche mit den drei fiir N.,, N2,4: resultirenden Formensystemen durch 
das Schema: 


(A) No-4: gerade, Nz, ungerade. 
(1), (IIL)... Dpga = (31) 2% F241 4. (Q%r+H1— 1), 
(VIIL)...Dr41=(6 1) Q°ert TS ae (Qerteerts —1)4+2(22-+ — 
(X).. Drs = (6 l) Q°rt “arty (2% Fearta 1) 4+2(2%r+1-*_}), 


(B) Ne,41 ungerade, N2, gerade. 
(V), (VI)... Dpr=2""+' { (61) 2% — (2% —1)} —1, 
(XI), (XIL) ... Dppr= 2+ { (61) 2° 4 (2% 41)} —1, 


(C) Nenii, Ne, ungerade. 
(II), (IV)... Dryas = (BI 2% F241 4 22% 1) 4 1, 
(VIL)... Drgr = (61) 22 F2r+t — 4(Q% Feerga—? 4 1) 
+ 2(2%H' +1) + 1, 


37* 
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(IX) eee Dy+s = (61) 2% Fert + 4 (Qe tert —? _ 1) 
+ 2(2%rtt-h4+-1) 41 


verkniipft erscheinen. Dasselbe begriindet vermége der Gleichungen 
(9) seinerseits die Congruenzen: 


(A)... Days = 0 (mod. 3), 
(B) ... Dri + 1 = 0 (mod. 6), 
(C)... Dryr — 1=0 (mod. 6), 


deren Specialisirungen fiir r— 1 direct mit den auf D, beziiglichen 
Congruenzen zusammenfallen, vermittelt also zugleich die allgemeinste 
mathematische Darstellung der drei Gesetze, welche den Inhalt des in 
Frage stehenden Inductionsschlusses bilden. Seine Umkehrung liefert 
den nachstehenden arithmetischen Satz: 

(I) Bildet man — unter N irgend eine die Einheit tiberschreitende 
ungerade Zahl verstanden — mit allen zwischen 0 und N vorhandenen 
relativen Primzahlen zu N: 


1 1 
1, N—1;---e, N—9;--->(W—1), =< W+) 
als Zihlern die Quotienten: 
1 N-1, e N-e, N-1 N+1 
N’ ie ieee. ime at lk ae 


und verwandelt die leteteren in Ketienbriiche von der Form: 





SF -. I 
so machen die Theilnenner jedes solchen Kettenbruches bei ungeradem p 
das erste, bei geradem p das zweite der beiden dyadischen Producte: 
. = 1*071%... OP 1%, 

D” = 1°0*1%. +. 0%7"1 
zu einer durch 3 untheilbaren Zahl, welche die Form: 61—1 oder 
61+ 1 besitet, je nachdem der Nenner: N des dem Erzeugungsbruche 
sundchst kommenden Néherungsbruches gerade oder ungerade ist. 

An diesen Satz schliesst sich unmittelbar die Frage, wie viele 
Zahlen von der Form 6] — 1 resp. 6/-+ 1 einer und derselben un- 
geraden Zah] N durch den Algorithmus (I) zugeordnet werden. 

Bei ihrer Beantwortung unterscheiden wir vorliiufig ebenfalls 


zwischen ungeraden und geraden Specialisirungen von p und bezeichnen 
die Summe: 


(10) 


Ce t+ + Git o 











Ueber einige arithmetische Siitze, 555 
der Kiirze wegen in beiden Fallen mit s. Identificiren wir dann die 
aufeinanderfolgenden Summanden von s allgemein mit den ‘Theil- 
nennern des aus + hervorgehenden Kettenbruches, so sind jene des 
aus 5,2. entspringenden Kettenbruches bekanntlich: 

1, ¢; — 1, €y,++ + Cpt, Cp 
wonach die den angefiihrten Quotienten fiir p = 2q — 1 resp. p = 2q 


zugeordneten Zahlen D/, D;’; Djr, Dir kraft der Definitionsgleichung 
von D, die Werthe: 


Dy = 1°07 1%. « « O% 9-2 129-1 ae Qt — Deas 4 Derr» 
— 2°2q—2 +291 +4. 9%e—1 — I, 
Dy’ = 10% *170% « . « 122-20 R217] ee D8 — Yet 4 Docs 
— Peon... + 9°2q—2F°2q—1 __ 9°2q—1 + 2!—1; 
Dyy = 190%. « - 129-192 97* 1 ae YP — Qos 4 Qerama — ... 
+ 929-129 __ 9%2q +2! —1, 
Dj = 101%... O%I—-1 12 we Qe — Yet 4 Qe-es 
— Fe 4, , BT 2% | 
erhalten, Es ist also fiir beide Fille: 
(11) D; -+ Dy = Diu -+ Di = 3(2°-), 
welche Relation, je nachdem sich die zu a gehérige Zahl unter die 


N—e 
N 





Form: 6i — 1 oder 61+ 1 bringen lisst, dem Quotienten 
entweder die Zahl: 

6(2°—* — 1) +1 
oder: 

6(2 —])—1 
zuordnet und daher im Vereine mit der bekannten Formel fiir die 
Anzahl der zu N relativen Primzahlen folgende Erledigung der gestellten 
Frage begriindet: 

(Il) Enthalt die wungerade Zahl N allgemein die Primfactoren: 
p, = 21, +1, p, = 21,4+1,...p, = 2, 41 

ly, By. ++ On-mal, so werden derselben durch den Algorithmus (1) im 
Ganzen: 

211 1, 2. Un(20, + 1)e-'(24, 4-1)". .. 2-1)! = MU 
Zahlen von der Gestalt 61— 1 wnd ebensoviele von der Form 61 + 1 
zugeordnet. 

Anderseits lisst sich N auch als ergeugende Zahl ihrer zugeord- 
neten Zahlen betrachten und in diesem Sinne die Frage discutiren, 
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zwischen welchen Grenzen die erzeugenden Zahlen aller Zahlen von 
der Gestalt 6/--1 liegen, welche — unter m eine der Bedingung: 
3<m< co geniigende ganze Zahl verstanden — grésser als 2”-! 
aber kleiner als 2” sind. 

Wir gehen hiebei von der Bemerkung aus, dass die charakte- 
ristischen Kettenbriiche siimmtlicher in dem angefiihrten Intervalle 
enthaltenen Zahlen dieselbe Theilnennersumme m besitzen. Sobald sich 
demnach die untere und obere Grenze fiir die Nenner jener gemeinen 
Briiche ermitteln lassen, welche aus der Verwandlung aller Ketten- 
briiche mit den Theilnennern c¢,, c,, ...¢, in gemeine Briiche bei 
constanter Theilnennersumme : 


M = Cy ly fee fC t rt Ori fess ton 
fiir eine verdinderliche Gliederzahl und verdnderliche Theilnenner hervor- 
gehen, ist auch die Grundlage fiir die Erledigung der vorgelegten 
Frage gegeben. 
Die zuniichst geforderte Grenzbestimmung stiitzt sich ihrerseits 


auf gewisse Gleichungen, zu deren tibersichtlicher Formulirung sich 
speciell die Nenner: 


(Ny), (N2)p- ++ (Nur) {Mi}, (Mohs. (Na rad; 
[™,], [2 als wes [Nn-r—2] 
der aufeinanderfolgenden Niherungsbriiche dreier, dem schematischen 
Kettenbruche J entnommene Kettenbriiche K’, K”, K” mit den Theil- 
nennern : 

Cra 1, Crpay Cro3y- ++ Cn} Crtes Crtsy+ ++ Cn} Cros, Crea, ee Cr 
am besten eignen. Leitet man namlich aus dem gegebenen n-gliedrigen 
Kettenbruche zwei neue Kettenbriiche ab, von welchen der erste die 
(n—1) Theilnenner: 

Cy, Coy ++ + Cr—ty Cr + Crteiy Cr+2y Cro3y++- Cny 
der zweite die (n-++-1) Theilnenner: 


Cyy Oppo oo Crnty Cp — 1, 1, Cots, Crpsy..- Cn 
besitzt, so lassen sich fiir beide Kettenbriiche die Nenner ihrer 
successiven Niherungsbriiche: 
Ny’, Ng; -.. Mrmr, Nr, Neos, Neve, .. + Nea} 
N,”, Bey. «~ Mout» Be’, Nesey Mose, «> - Nova 
in einfacher Weise durch die Nenner N,, N,,...N, und jene der 


Niherungsbriiche von K’, K”, K” ausdriicken, womit zugleich die 


fiir unsere niichsten Betrachtungen unentbehrlichen Fundamentalformeln 
gewonnen werden. 


Da iibrigens zur Ableitung der letzteren — abgesehen von einigen 
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naheliegenden Umformungen — nur eine wiederholte Anwendung der 
drei unmittelbar einleuchtenden Relationen: 


(Np) — Cr+-p(Np—1) + (NX, —2); {N,} = Crt+p+i {Np} + {Np-2}, 
[Np] = Cr+p+2 [Np] + [Np-2] 


erforderlich ist, beschrinken wir uns hier auf die Angabe der dies- 
beziiglichen Resultate, welche nach Einfithrung der Abkiirzungen: 


N, aoe N,-1 HS AV yp —2 + (¢,— 1) N-1 = 4, 
N, —_ 2N,-1 == N,—2 ote (¢-—2) N,-1 = A” 
die nachstehende schematische Darstellungsweise gestatten : 


N,; = N, | g=1,2,3,...r—1. 
Cri > I: | Cri = L: 
Ny = Nei — A(N)), Ny = Negi, Nrot = Neos -- 4, 
Nr+i = Ne42 — AN), Nr42 = N43 — AN), 


Nrye = Nepegas — A’ (Ney), | 


Nye = Nepeps — A'TM-1), 


Ny’ = N, | g=—1,2,3,...r—1. 
N,” = N, — Ny-1, Niji = Ne, Nija— Nos + 3%, 
Nes = Nog + O(N}. Neha = Noga + A’ {Mea}, 
und daher fiir die Nenner Nx_i, Nay: der, dem (»— 1)-gliedrigen resp. 


(n-+-1)-gliedrigen Kettenbruche iiquivalenten gemeinen Briiche all- 
gemein die Werthe: 


(12) Ny-1 == N, as A’ (N, r) fiir Cr+ > 1, 
(13) Ny-1 = N, — A [N,-1-2] fiir Cri = i, 
(14) Neus = Ny + A” {Nuri} 


liefern. Eine Charakteristik der Gréssenverhiiltnisse von N,_,; und 
Nyii za N, erfordert demnach nur die Feststellung der Bedingungen 
fiir das Verschwinden der drei Producte: 
A'(Na-r), A [Ne-rsl, O° {Nurs}, 

indem zufolge der Unzulissigkeit negativer Theilnenner keine einzige 
der Gréssen N,(N), {N} und [N] negativ werden kann. Aus dem- 
selben Grunde zerfallen hierbei die Forderungen A’ = 0, A” = 0 in 
je zwei Gleichungen: 

Ni = 9, (¢-—1)Np-1 = 0; 

N,-2 =90, (¢-—2)Nu1 = 0, 
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welche, da N,—: ausschliesslich durch Coincidenz mit N_; gleich Null 
wird, offenbar mit den folgenden: 

r=1, (,—1)N,=—c, —1=—0; r=1,¢,—2=0 
identisch sind. Unter Hinzuziehung der dem Nenner N_, correspon- 
direnden fictiven Nenner: 


(N_1) = [Nu] = {N_,} =—0 
gestatten ferner die Bedingungen: 


(Me) =, (Nens]—=0, {Neat =O 
die Schreibweise: 


(Na-r) = (N12), (Nas) = [Na], {Me-rap = {Nu}> 


lassen sich also gleichfalls nur durch je eine Substitution fiir r be- 
friedigen. Die erste derselben r =m + 1 steht ausser jeder Beziehung 
zum Kettenbruche K’, weil dessen Theilnenner mit c, abbrechen; die 
zweite Substitution r=” — 1 gilt entsprechend der Gleichung (13) 
lediglich fiir ¢,4, = ¢, = 1, und nur die dritte r = m bleibt auf jede, 
die Einheit tiberschreitende Specialisirung von c, anwendbar. 

Auf solche Art driicken die allgemeinen Relationen (12), (13), (14) 
im Vereine mit ihren hier gegebenen niheren Bestimmungen folgende 
Siitze aus: 

a) Addirt man in einem n-gliedrigen Kettenbruche mit den Theil- 
nennern ¢,, C,,...C, zwei beliebige wnmittelbar aufeinanderfolgende 
Theilnenner ¢,, ¢,,:, so ist der Nenner N,_, des, dem neuen (» — 1)- 
gliedrigen Kettenbruche gleichwerthigen gemeinen Bruches nur dann 
gleich N,, falls fiir c, = 1 die ersten beiden Glieder beziehungsweise 
fiir c, = 1 die letzten zwei Theilnenner summirt werden, wdhrend 
Nyu—1 in allen iibrigen Fallen kleiner als N,, bleibt. 

b) Zerlegt man in demselben Kettenbruche irgend einen Theil- 
nenner ¢, in zwei neue Theilnenner c, — 1, 1, so ist der Nenner Nyy; 
des, dem neuen (n-+1)-gliedrigen Kettenbruche entsprechenden ge- 
meinen Bruches nur dann gleich N,, falls fiir c, = 2 das erste Glied 
oder allgemein fiir c, > 1 der letzte Theilnenner in der angegebenen 
Weise zerlegt wird, wdhrend Ny. in allen iibrigen Fiillen grisser als 
N,, bleibt. 

Der in a) geschilderte Process lisst sich natiirlich auf den zuniichst 
erhaltenen (n—1)-gliedrigen Kettenbruch neuerdings anwenden und 
erscheint erst beendigt, wenn séimmtliche Theilnenner des urspriing- 
lichen Kettenbruches zu einer einzigen Summe vereinigt sind, deren 
Werth augenscheinlich mit m tibereinstimmt. Desgleichen findet die 
fortgesetzte Wiederholung des Processes b) ihren Abschluss, sobald 
ein Kettenbruch mit lauter, der Hinheit gleichen Theilnennern her- 
gestellt ist, deren Anzahl dann offenbar mit m zusammenfillt. Indem 
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wir also jetzt noch beriicksichtigen, dass der m'* Naherungsbruch des 
schematischen Kettenbruches J fiir c, = c, = +++ = ¢,= +++ Cm = 1 — 
unter a, B die beiden irrationalen Zahlen: 


1+V5 1—Vs 
(15) on ith, path 
verstanden — gemiiss einer bekannten Formel allgemein den Nenner: 
a te. 
(16) e = 7 


besitzt, resultirt folgender, eine allgemeine Erledigung des vorgelegten 
Problems erméglichende Satz: 

c) Verwandelt man stimmiliche Kettenbriiche von gleicher Theil- 
nennersumme m in gemeine Briiche, so liegen die Nenner der letateren 
ausnahmslos ewischen den Grenzen m— 1 und ey, + 1. 

Die weitere Verwerthungsweise dieses Satzes erscheint durch die 
Ueberlegung bestimmt, dass speciell den charakteristischen Ketten- 
briichen aller m-stelligen dyadischen Zahlen von der Gestalt 67 -+- 1 
gemiiss unseren friiheren Ergebnissen lauter gemeine Briiche mit un- 
geraden Nennern entsprechen. Es sind mithin auch der Kleinste und 
grésste Nenner fiir alle derartigen Briche ungerade, so dass fiir gerade 
Werthe von m beziehungsweise von é,, noch eine engere Grenzbestim- 
mung jener Nenner néthig wird. 

Um jedoch unsere diesbeziiglichen Untersuchungen richtig formuliren 
zu kénnen, bediirfen wir vorerst der Kenntniss eines wesentlichen 
Merkmales jener Werthreihe: é 

1,1, 2; 3, 5, 8; 13, 31, S4;... 
welche kraft (16) die aufeinanderfolgenden Specialisirungen von 
Cm? yy Cy, Cg, +++ Carstellt. Dasselbe findet seinen mathematischen 
Ausdruck in den Gleichungen: 


(17) Cn = 2p — i. C3n+1 = 2q—1, Csat2 = 2r 


und gilt augenscheinlich von » =O bis m = oo, indem aus (17) fiir 
die nichsten drei Reihenglieder die analogen Gleichungen: 


Csnps = 2(+r)—1, Csnpa = 2(9+2r)—1, 
Cats = 2(2q+3r—1) 
hervorgehen. — Dies vorausgeschickt, ergiebt sich die in Frage stehende 
Grenzbestimmung auf Grundlage der Siitze a) und b) aus der Liésung 
der beiden Aufgaben: 

«) Es sind unter allen gweigliedrigen Kettenbriichen von gleicher 
Theilnennersumme m diejenigen zu ermitteln, deren erzeugende Briiche 
den kleinsten ungeraden Nenner besitzen. 

8) Es sind unter simmtlichen (m—1)-gliedrigen Kettenbriichen 
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von gleicher Theilnennersumme m diejenigen anzugeben, deren erzeugen- 
den Briichen speciell fir m—3n-+-2 der grisste wngerade Nenner 
zukommt, 

Die Erledigung der ersten Aufgabe kann unmittelbar aus der 
Thatsache entnommen werden, dass die, den Kettenbriichen 


aga wala 1 


1 
>» ’ oe —_ 
2+ —- m oP <= 








aiquivalenten gemeinen Briiche einen und denselben Nenner: 
a(m—xz) +1 = + m? + 1 — (> m—x) 
besitzen, welcher fiir 7 = 1, 2, 3, --- ~ m die Werthreihe: 
m, 2m — 3, 3m —8,-++ 2 m?+41 


durchlauft. Da nimlich ihr zweites Glied bei geradem m zugleich die 
kleinste, dieser Werthreihe angehérige wngerade Zahl vorstellt, sind 
die gesuchten Kettenbriiche*) offenbar: 
1 1 

+ 1 und moo 
Ktwas weitliufiger gestaltet sich die Discussion der zweiten Aufgabe, 
bei welcher wir am zweckmiissigsten von der, den Substitutionen 

h=M; C= CS SH Se SK OS 1 

correspondirenden Specialform der Relation (13): 

New = Nu — N,-s[Na-r-1] 
ausgehen. Dieselbe liefert, da N,, N,—2, [Nm—r—s] hier mit én, ¢—9, 
€m—r—g Zusammenfallen, fiir N,,_; urspriinglich die Definitionsgleichung: 
(18) Nan-1 = Cm — Cr—2€m—r—35 
ist also mit Hilfe der kraft (16) fiir ¢n, ¢--2, €m—r—g bestehenden Aus- 
driicke in: 


Nut =F a™* (a? /5— 1) — + pm-2 (88/5 + 1) 
+ § (@By—*(an-*" + ptr) 


transformirbar, so dass sich N,_, nach Kinfiithrung der aus (15) ent- 
springenden Beziehungen: 

*) Zufolge b) besitzen speciell fiir m= 4 noch zwei dreigliedrige und ein 
viergliedriger Kettenbruch mit den Theilnennern 1, 1,2; 2,1, 1; 1, 1, 1,1, ferner 
allgemein fiir m > 4 vier dreigliedrige und zwei viergliedrige Kettenbriiche mit 
den Theilnennern: 


1,1,m—2; m—2, 1,1; 1,m—3,1; 1,1, m—8, 2; 1,1,m—3, 1; 1,m—3, 1,1 
ebenfalls Erzeugungsbriiche mit dem gemeinsamen Nenner 2m — 3. 
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eB=—1, &®/5—1—2(2+/5)—203, B/5+41— — 283 


auch explicit als Function von r: 


(19) Naa = : {2(qmtt + Bmtt) (1) (am 2h pr-2r)\ 


definiren lisst, wodurch die Frage nach dem Werthe des gréssten un- 
geraden Nenners nunmebr einer directen Beantwortung fahig wird. 
Gemiiss (18) bleiben bei einer Vertauschung von m mit m—r die 
urspriinglichen Functionswerthe erhalten, d. h. es besitzen die, den 
verschiedenen (m—1)-gliedrigen Kettenbriichen zugehérigen Erzeugungs- 
briiche mit den Nennern N,,_; paarweise gleiche Nenner. Unter den 
letzteren ist dann gemiiss (19), da N,,1 bei geradem r eine Differenz, 
bei ungeradem r eine Summe zweier wesentlich positiver Gréssen vor- 
stellt, offenbar jener Nenner der grésste, welcher fir r—1 und 
r=m—1 eintritt. Weil jedoch die, den beiden diesbeziiglichen 
Kettenbriichen mit den Theilnennern 2, 1, 1,...1; 1, 1,...1,2 
iiquivalenten gemeinen Briiche zufolge a) wieder den auszuschliessenden 
geraden Nenner e,, besitzen, liefert erst das niichste Paar ungerader 
Substitutionen r = 3, r — m — 3 jene zwei (m— 1)-gliedrigen Ketten- 

briiche*) : 

1 

Tit: ee a 

ati * — 1 


sf —l 
+ i+; 
fiir welche der gemeinsame Nenner ihrer erzeugenden Briiche: 
Cm — Cm—5 = C3n+2 — C3n—3 
als Differenz einer geraden und ungeraden Zahl zugleich den grdssten 
ungeraden Nenner vorstellt. 

Unsere letzten Ergebnisse begriinden nunmehr im Vereine mit c) 
als allgemeine Erledigung der an (II) gekniipften Frage den nach- 
stehenden Satz: 

(III) Sdimmitliche von 2”-1 bis 2” vorkommende Zahlen von der Ge- 
stalt 61 -+- 1 sind ungeraden, zwischen den Grenzen: 


*) Gemiiss a) existiren fiir jede hier in Betracht kommende Specialisirung 
von m noch vier (m—2)-gliedrige und zwei (m—8)-gliedrige Kettenbriiche von 
der gewiinschten Beschaffenheit, deren Theilnennern speciell fiir m = 5 die Werth- 
reihen: 

2,2, 1; 1,1, 3; 3, 1, 1; 1, 2, 2; 2, 3; 3,2, 
hingegen fiir m > 5 die Werthreihen: 
GAL... 6h HEE. «Bios ORK EOE 


SRL... HRD. HES 
entsprechen, 
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{a —1  |m ungerade 
hes 


2(m — 2) |m gerade 


— em + 1 m=i3n, 3n+ 1 
€m — Em—5 + 1 m=—=3n-+ 2 


enthaltenen Zahlen coordinirbar und lassen sich daher mit Hilfe des 
Algorithmus (1) auch wmgekehrt aus den, von g, bis g, auftretenden 
ungeraden Zahlen in den Formen der beiden dyadischen Producte D', D” 
ableiten, womit zugleich alle zwischen 2™—-! und 2” liegenden Primzahlen 
gewonnen werden. 

Entsprechend der Thatsache, dass die einer gegebenen ungeraden 
Zahl N vermége (I) charakteristischen Kettenbriiche sehr verschiedene 
Theilnennersummen besitzen kénnen, fallen hiebei die von den Grenzen 
Jo und g, umschlossenen Gruppen ungerader Zahlen fiir die aufeinander- 
folgenden Specialisirungen von m theilweise zusammen, wonach zur 
Gewinnung simmtlicher zwischen 2? und 2” vorhandenen Zahlen von 
den Formen 6/— 1 und 61+ 1 im Allgemeinen stets weniger un- 
gerade Zahlen bendthigt werden, als solche zwischen 2 und g, vor- 
kommen. *) 

Bezeichnen wir also die Anzahl der letzteren mit A,,, so besitzen 
die Quotienten aus der jeweiligen Anzahl der erzeugenden Zahlen und 
den Anzahlen 0’(2”), 0” (2”) der erzeugten Zahlen von den angefiihrten 
Formen die oberen Grenzen: 


A, ” A, 
=e")? ™ = @r(am)? 
welche zufolge der unmittelbar evidenten Gleichheit ihrer Nenner 
jedesmal einen gemeinsamen Werth x,, erhalten. Seine allgemeine 
Definition als Function von m erfordert im Ganzen vier Formeln, da 
einerseits A, zwei den beiden Werthformen von g, entsprechende 
Darstellungen: 





, 


Hm 


*) Da nimlich die Exponentensummen der dyadischen Producte D’, D” fiir 
die zwischen 2? und 2” enthaltenen Zahlen von der Gestalt 61 + 1 auf die Werthe 
3,4, ...m—1, m beschriinkt bleiben, fehlen in der Reihe der erzeugenden 
Zahlen von Fall zu Fall jene, fiir welche alle Theilnennersummen [m] ihrer 
coordinirten Kettenbriiche grdsser als m sind. Auf solche Art entstehen die ersten 
derartigen Liicken fiir m = 9, 10, 11, indem [m] fiir die coordinirten Kcttenbriiche 
von 51, 53 resp. 77, 83, 85, 87 nicht unter 10 resp. 11, ferner fiir jene von 113, 
125, 127 nicht unter 12 sinkt. Man bedarf daher zuniichst in den drei angegebenen 
Specialfillen nur 25, 40 und 62 ungerade Zahlen, um alle, von 1 bis 2°, 2, 2! 
vorkommenden Zahlen von der Form 67+ 1 erzeugen zu kinnen. Ungleich 
liickenhafter wird die Reihe der erzeugenden Zahlen fiir gréssere Werthe von m, 
ohne dass es jedoch vorliiufig méglich scheint, die jeweilige Anzahl ihrer tibrig 
bleibenden Glieder allgemein in Function von m auszudriicken. 
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2 i ~8) m= 3n, 3n+4+1 
(20) An} 
: (€m— €m -5—1) m= 3n + 2 
besitzt, anderseits der Divisor von A,, gemiiss einfachen, an die Re- 


lationen (9) ankniipfenden Schliissen, je nachdem m ungerade oder 
gerade ist, mit 


+ (2"—1—1) oder + (2"-*—1) 


identisch wird. Auf Grundlage dieser Gliederung resultirt fiir die in 
Frage stehenden Darstellungen von x, nach Einfiihrung der beiden 
Hiilfsfunctionen: 


s—9E aR Os 
y- 


o”(m) = st3¥s (f)"- tae ( 





2 mm 


das viergliedrige Gleichungssystem: 





m ungerade | m gerade 
3n, 3a’ (m) 3n, 3.’ (m) 
n= 3 4 1 hy = : ai n= . 4 1 *** Hm ws — P 
n —2 3n a 
hil __ 3@" (m) il 9 __ 3a” (m) 
m= 3n-+2 ie a — 3n +2 i 


dessen Discussion unter Beriicksichtigung der beiden Transformations- 
gleichungen: 


(“y= 7 mio (V5— aA (fy"= is 1)me—™ 0 (VS-+) 


folgenden arithmetischen Satz liefert: 

(IV) Dividirt man die Anzahl jener Zahlen, aus welchen alle zwischen 
2? und 2” vorhandenen Zahlen von den Formen 6/— 1 und 61+ 1 
ableitbar sind, durch die Anzahlen 0’(2”), 0”(2”) der letzteren, so 
erhilt die gemeinsame obere Grenze x, beider Quotienten speciell fiir 
m=3 und m=4 den Werth 1, nimmt jedoch bei weiterer Ver- 
grisserung von m mit wachsender Geschwindigkeit ab und verschwindet 
fiir m= co in dem Sinne, dass zugleich mit x, das Product m? x», 
fiir jeden positiven endlichen Werth von p gleich Null wird. 

Mit Hilfe des Satzes c) und seiner ergiinzenden Zusiitze kéunen 
schliesslich auch noch die wntere und obere Grenze Z®, Z fiir 
stimmtliche, irgend einer wngeraden Zahl N durch den Algorithmus (1) 
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coordinirbare Primzahlen*) und zusammengesetete Zahlen von der Gestalt 
61-+ 1 theoretisch festgestellt werden. 

Zu diesem Zwecke ist in erster Linie eine allgemeine Auflésung 
der aus (c) ihren Ursprung nehmenden Gleichungen: 


en = N, €m — Cm—5 = N 
nach m erforderlich, wobei man vier, mit den Constanten 


= 4 - 7849720, 





1 
- log (1 -++ V5) — log 2 


0’ = log (5 + 5) — log 5 = 0 - 1605326, 
0” = log (20—6)//5) — log 5 = 0 - 1194929 
versehene Formeln gewinnt, welche sammt ihren Einschrinkungen 


durch das Schema: 
m=3n, 3n+1. 


m ungerade | m, = y {log(N-+)/N? + 0- 8) ~ o’}, 
m gerade | m, = y{log(N+/N? — 0-8) —0’}. 
m=3n-+ 2. 

m ungerade | m, = y {log(N + YN? + 8- 8) — 0”}, 
m gerade | m, = y{log(N+YN? —8-8)— d”} 


darstellbar sind. Die hieraus sich ergebenden Werthe von m,, m,, ms, 
m, vermitteln dann ihrerseits die Auffindung von vier, durch die 
Bedingungen: 





m, die grésste ungerade Zahl von der Form ra ’ <m™,, 


3n + 1) — 
NM » ” gerade ” » » ” P < Mm, 
3n 
ns ” ”? ungerade ” ” ” ” 3n + 2 < Ms ’ 
Ny x » gerade ”» » » ” bn +2< my, 


*) Stellt man die von 2? bis 2‘ vorkommenden Primzahlen als dyadische 
Producte dar und verwandelt die aus den Exponenten der letzteren gebildeten 
Kettenbriiche in gemeine Briiche, deren Nenner dann ihrerseits den Kintheilungs- 
grund fiir die Systemisirung jener Primzahlen liefern, so begriindet die hiebei 
erhaltene Tabelle den Wahrscheinlichkeitsschluss, dass jede der Reihe 5, 7, 9, 11,... 
entnommene Zahl wenigstens drei ihr allein coordinirte Primzahlen besitzt. Unter 
diesen Primzahlen kommt speciell den beiden kleinsten von den Formen 61 — 1 
und 67-+ 1 ausserdem eine topologische Bedeutung zu, hinsichtlich welcher vor- 
laiufig auf die im 96. Bande der Sitzungsberichte der Wiener Akademie (p. 191—286) 
verdffentlichte Abhandlung des Verfassers: ,,Ueber den Zusammenhang gewisser 
topologischer Thatsachen mit neuen Sétzen der hiheren Arithmetik wnd dessen 
theoretische Bedeutung — verwiesen werden mag. Der Leser findet daselbst 
(p. 252—272) auch die charakteristischen Exponenten der dyadischen Productdar- 
stellungen fiir simmtliche Primzahlen von 5 bis 16381 tabellarisch zusammengestellt. 











Ueber einige arithmetische Sitze. 565 


volistindig gekennzeichneten Hilfszahlen n,, n,, m,;, m,, deren grisste 
von Fall zu Fall jenem Werthe von m gleich ist, fiir welchen e,, resp. 
€m — €m—5 Mit dem Nenner des, den charakteristischen Kettenbruch von 
Z) erzeugenden gemeinen Bruches identisch wird. — Entsprechend 
der vierfachen Gliederung des Formelsystems von m besitzt also auch 
Z) im Ganzen vier, in dem Schema: 


m=3n, 3n-+1. 
m ungerade | m gerade 


ZO) a= + (2m41— 1), | ZO) = = (m4 1), 


m=3n-+ 2. 
. ; os 
ZO) == + (Qm+1— 1) — 2, | ZO = * (QmtH4-1) 42. 


zusammengefasste Darstellungen, welche fiir siimmtliche vorkommende 
Specialisirungen von N eine eindeutige Bestimmung von Z ermig- 
lichen, jedoch nur ausnahmsweise gugleich die kleinste, N coordinirte 
Zahl liefern. 

Wiahrend auf solche Art die Berechnung des jeweiligen Werthes 
von Z® acht Hilfsgréssen erheischt, kann jener von Z" fiir alle vor- 
kommenden Specialisirungen von N direct ermittelt werden. Da niim- 
lich die Theilnennersummen s der den Briichen: 


a es, dk, Se. ee, 
FT 2s FF 2? 
gleichwerthigen Kettenbriiche insgesammt der Bedingung s < N geniigen, 
ist Z) stets mit dem grésseren der beiden dyadischen Producte 14, 

10*—*1 identisch, d. h. 

Zs 24 — 1, 
welche Formel zugleich die grésste, N coordinirte Zahl bestimmt. Die- 
selbe besitzt gemiiss unserer Discussion von D, regelmissig die 
Gestalt 67 + 1. 


Wien, im November 1887. 











Die Discriminante der Form 7. Grades f= a}. 


Von 


Paut Gorpan in Erlangen. 


Einleitung. 


Ist a, Doppelfactor einer biniren Form / = a”, so bestehen die 

beiden identischen Gleichungen: 
’ (f, a)" = 0, 
d. i. 
(aaa, =0, und (aa)"—'a, =0. 
Nach Bézout und Cayley lassen sich aus diesen beiden Gleichungen 
vom Grade (n— 1) in a, (n—1) Gleichungen vom Grade (n—2) in « 
herstellen, welche aus 
lax" a, - by" b, — az a, + BY" bs] = (aa)" (ab) be" = 0 
y=2 

dadurch hervorgehen, dass man sie durch «@ dividirt. Eliminirt man 
aus ihnen die (n— 1) Gréssen 


n—2 n—1 n—2 2 - gril 
a ’ a Qs, a 2° as 


so erhilt man die Discriminante von fa", d. i. die nothwendige 
und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer Doppelwurzel von f. 

Allein auf diesem Wege erhalt man die Discriminante in Deter- 
minantenform, und nicht, wie es nicht nur iibersichtlicher sondern 
fiir die meisten Untersuchungen wiinschenswerther wire, in Function 
der Fundamentalinvarianten von /. 

Um zu letzterem Resultate zu gelangen bediene ich mich hier wie 
bei den Formen 4", 5" und 6'" Grades*) folgender Methode. Ich 
gehe von den sechs Bezout’schen Gleichungen aus und combinire sie 
durch Ueberschiebungen so, dass ich Relationen 4'" Grades mittelst 
Division von a, erhalte. In derselben Weise fahre ich fort. Durch 
geeignete Combination der Gleichungen 4'" Grades erhalte ich Rela- 
tionen 3'* Grades und schliesslich quadratisch ein a. 


*) Vergleiche hier und spiiter meine Vorlesungen iiber Invarianten Bd. II, 
herausgegeben von Gg. Kerschensteiner. 
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Die letzteren ergeben sich hiebei in derselben Form, wie jene, 
welche bei Aufstellung der Discriminante biquadratischer Gleichungen 
auftreten. (Vgl. a. a. O. Bd. II, pag. 91). Diesen Umstand beniitze 
ich, um in derselben Weise wie dort die Elimination von a aus- 
zufihren. Es ergiebt sich dann die Relation: 


972 8569 = a 148: 
(I) U=0=—- 5 + 4) + A? + Ay, — Pot > Pos} 
3627 20505 7425 
ie ak ee el ml 22 + 2430723 + 162745. 


Hierin ist, wenn man 


(11) fyi =k, (f, f)' =4, kk, f)P=r, (k, k)t = 1, 
(f, ®t =e, &,?)t=u, (1, iP =v, 3¢,rP—r 
setzt, 
{= (@, (@, ))*, A= (é, i)*, 
(111) Yor = (, &)?, Yoo =(%, ¥)?, Yo3 = (4, 7)?, 
Vi1 = (4, U)*, Pp = (U,V), op = (0, 0)’, 
Vig = (UT), 23 = (0, t)?,  Y93 = (1, £)?. 
Die rechte Seite der obigen Relation (I) ist vom Grade 12 in den 
Coefficienten von f und verschwindet nicht fiir die specielle Form: 
f = 2,' + 72,?2,? — Tx,?2,5 + 2,7. 
Denn fiir dieselbe verschwindet i und damit jede Invariante der Tabelle 
(III), ausgenommen 7;;.") Hieraus folgt, dass U = 0 keine allgemeine 
Identitit sein kann, sondern, dass bis auf einen numerischen Factor 
U gleich der Discriminante A, von f sein muss. 

Die Untersuchung zerfillt in zwei Theile. Im ersten werden 
Relationen angegeben, durch welche iiberhaupt Covarianten und In- 
varianten von f, deren Grad in den Coefficienten die Zahl 12 nicht 
iibersteigt, mit einander verbunden sind. Besonders fiihren wir dort 
Formen, die das Symbol ¢ gar nicht oder nur spiirlich enthalten, auf 
solche zuriick, die dasselbe mindestens einmal dfter als vorher besitzen. 

Im zweiten Theile werden dann die speciellen Relationen auf- 
gestellt, die von der Doppelwurzel « von f erfiillt werden. 


ats a , 1 
*) Es ist nimlich: i=0, kms { 20y°—6 a5 y+ 202,347g-+ 6 2, 5+ 2.2," } 
5 
onan { @°-+- 24? ay — 2, @*+-2;" } 
i 
rae {2a} beet a) , 


"a 


Mathematische Annalen. XXXI. 38 








568 P, Gorpan. 


Erster Theil. 
§ 1. 
Ueberschiebungen quadratischer Formen. 


Ich habe bereits in der Einleitung erwihnt, dass es zuniichst eine 
unserer Hauptaufgaben sein wird in die symbolischen Producte fiir die 
Covarianten des Systemes méglichst zahlreich das Symbol ¢ einzufiihren. 
Dies erheischt eine Reihe von Ueberschiebungen iiber diese quadratische 
Form und es erscheint daher augezeigt Ueberschiebungen von quadra- 
tischen zuniichst allgemein zu studiren. 

Es seien i=i,? und gg,” irgend zwei binire Formen; (¢, i)? =A 
die Invariante von i; dann ist nach bekannten Ueberschiebungsgesetzen : 
Q (*$*)G-9.0 =@+4-9 +(9)-6- GF. 


Ersetzt man hierin g durch (g, i¢)?¢ so wird 


(72h TP) GG, ante, D* — (° G70) i Gg, seyret 


= (v—2e+1)A - (g, eye 
und wenn man diese Gleichung (24— 2@—2)mal iiber ¢*-¢—" schiebt: 


a (i- (g, i¢)?@, #-¢)24-2¢ — (” 2°) (a: (g, ie+H)2e+2, 2 ¢—1) 24-292 


=(»— 20+ I) Ag), 
Ersetzt man hierin @ der Reihe nach durch 0, 1, 2, ...4—1 und 
addirt die so entstehenden Gleichungen, so kommt: 


@  — (°$*)e-9,a" —( YF?) 5G, a 
= A(v—A42)4- (9, PH, 
Ist speciell g = #—', so kommt aus Formel (1) 
(*S) (#, i)? = (2u—1) A+ wt Cer “i (ie, a)? 


Triigt man hier fiir w der Reihe nach die Werthe J, 2,3...» ein und 
addirt die entstehenden Gleichungen, so erhalten wir: 


(3) @*, iP => Av. 


Hieraus folgt sofort: 


; -y—1 ' 
(4) (”, #) Wo a A? . v-?, ete. 
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Um aber die allgemeinere Ueberschiebung (#, #“)?@ zu berechnen, gehen 
wir aus von den Reihenentwicklungen: 


‘ta wy, 


Pi? = (Pye + (P47) (yz)? 
oder wegen (3) 


i—1 


(t),2 == j-l. t,? ee ry A -q!. (yx)? 
(5) und entsprechend 
, ‘ —3 . 
(a! )ye == ae 2. G2 — 7 A-i#-®. (yx). 


Durch Ueberschiebung beider Formeln (5) kommt: 
: 2. oe)? ee AFB! dg. Bt 
(6) O, 9? « ai yaeae 4 
Das ist die allgemeine Formel fir g@ 1. Um weitere Formeln zu 
erhalten, empfiehlt es sich die Relationen (5) nach 2 in Bezug auf y 
zu polarisiren, und dann die Ueberschiebungen vorzunehmen. 


Von den ungeraden Ueberschiebungen iiber i haben wir nur einige 
einfachere Formeln néthig. Es sind das die Relationen: 








7) ), i) =—4-g+22*i-G, 0, 
(8) (i), = 7,49, 
(9) = gy i), ®#) = — "= A-g, ff + AF E-G,). 


Die erste derselben erhiilt man aus 


v— 


1. ‘ 1 
=— (9,1? =—Z Ag, 





( i) (9 gr tie —_— (9, +), é) —_ 
die zweite aus 
v—2 


(44) (94) (Gt) -* = (@ 4), tf? — —— (9, 0% t) = 0 


v 
und endlich die letzte aus (7) wenn man darin g durch (g, i)? ersetzt, 
da ja 


(9, 1), ® =((9, 4), i, ))—"S=(G, 9% 9, 4) 


ist. 


38* 
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§ 2. 
Formen zweiten Grades in den Coefficienten mit zwei Reihen Variabler. 


Die Formen zweiten Grades in den Coefficienten von f sind: 


61 (LAP*=k, (Ff) =%. 

Durch sie und ihre Polaren lassen sich diejenigen symbolischen Pro- 
ducte ausdriicken, welche nur zwei Symbole a, b von f enthalten. 
Im Folgenden wollen wir uns auf die Berechnung solcher Producte 
beschrinken, welche entweder (ab)* oder doch wenigstens (ad)* zum 
Factor haben. Das geeignetste Mittel hierzu ist die Reihenentwicklung. 
(Vergl. a. a. O. Seite 86 u. 88, Formel VIII u. IX). 

Gemiiss den Gesetzen derselben hat man zuniichst: 


(ab)'a,3b,2by = kz2hy! + = i,? (yz)? 


Verbinden wir diese Formel mit 
(ab)*a,yb, - (ab)* (yx)? = i,? (yx)? = 2(ab)' ayby(a,y?b.* — azbz dy by), 
so erhalten wir: 
(1) (ab)! debe dy*by? = Ka?hy! — & iy? (yx)?. 


Zu einer zweiten Relation giebt uns die Entwicklung des symbo- 
lischen Productes (ab)‘a,b,a,b,a,b, Veranlassung. 

Die erste Elementarcovariante derselben ist k, und demnach aus 
Griinden der Symmetrie das erste Glied der Reihe: k,?k,?k.2. Die 
zweite’ Elementarcovariante derselben ist 4, und demnach die zweite 
Gruppe der Glieder in der Entwicklung von der Form i,?(yz)? oder 
iyi,(zy) (vz). Die Glieder der zweiten Art lassen sich aber nach dem 
Productsatz (vergl. a. a. O. Seite 14) durch Glieder der ersten Art 
ersetzen, und demnach wird die Entwicklung die Form haben: 


(ab) dz bz @ybyasbs—= kz? hy? k,? + ¢ te” (y2)? + Cyt,?(@x)? + ¢5 1,7 (xy)*, 


wobei wiederum aus Griinden der Symmetrie c, —c, —c, sein muss, 
Um diese Constante zu berechnen setzen wir y = 2, dann kommt: 


(ab)! a,b, Gy? by? = kz*k,* +- 2ci,? (yx)? 
also durch Vergleichung mit (1) 


neh: ate 
10 


und demnach: 
(2) (ab)'azbzaybya.b, = 


= eg? hy? k? — 3 {ie (ye)? ++ iy2(ex)? + i2(y)?}. 


Verbindet man diese Formel mit 
(ab)*a,b,-(ab)* (y 2)? = t,? (ye)? = 2(ab)* a,b, (a,?b.2-— a,b, a,b.) 
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so kommt als dritte Beziehung 
(3) (ab)*az bz, a,b =k kk, — wo {i,? (wz)? + iP (yx)?} + : tz"(ys)?. 
Aus (1) und (3) erhalt man aber unmittelbar: 


‘ (ab)! (ai) (bi) astb.? = (k, i? —, 
( 
(ab)! (ai)*(bi,)*as be = (k, P+ + Amu + Ai. 


Zur Berechnung symbolischer Producte, die nur den Factor (ab) 
besitzen, gehen wir aus von der Reihenentwicklung: 


(5) (ab) ay'b,! = 2h,Pk.* (yt) + = iviy(ysr)’ 


Wir differenziren diese Formel nach 2, und ersetzen die Incremente 
durch die neue Variable 2; dann entsteht 


(ab) ay'be2b, = > Ky Shs? (y2) + > (yar) ky ha?h, 
+ = iyi. (ya) + = inty(ya)(y2). 
Mit Hilfe des Identitiitssatzes (Vergl. a. a. O. Seite 13 u. 14) geht 
sie tiber in: 


(6) (ab) ay*be2d, = 2 (ye) hy hee? + — (2a) ky! hg? 
-{- 


Differenziren wir jetzt diese Formel auch nach y, ersetzen die In- 
cremente durch z und formen alsdann die sich hierbei einstellenden 
3 letzten Glieder 2%,%,(yx) (ex) - (yx), ete. nach dem Productsatze um, 
so kommt: 


(7) (ab) a,3a,b,° b, = $ ke2ky?k (yx) — 0 (yx) {t2? (yz)? + i,?(we)?} 
+ 35 i2(y2)’. 
Ersetzt man nun ¢ durch das Symbol i, so wird: 
sii , © ous 7 
(8) (ab)>a,*b,9(ai) (bi) —=(y2) {5(k, it) — {piety +55 4-(ya)4t, 
eine Relation, welche mittelst der Reihenentwicklung 


ig?ty? = (i?) + + A(yx)? 


4 


~ iy is (ya)® — = i,2 (yx)? (222). 


iibergeht in: 
(9) (ab) a,b, (ai) (bi) = (yz) {Fk D} — Fev + | Away: 
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§ 3. 
Die Formen dritten Grades in den Coefficienten. 
Jedes symbolische Product, das den Factor (ak)* besitzt, lisst sich 
auf solche reduciren, welche die Symbole i und r enthalten. Um dies 


zu beweisen brauchen wir nur zu zeigen (vgl. a. a. O. Seite 168 u. 
169), dass die Behauptung gilt fiir 


‘én, &AS &A, & MY, 
wenn nicht eine dieser Formen a priori verschwindet- Nun ist (k, f)* 
gerade die Form r, und (k, f)® verschwindet identisch; denn man hat: 


(1) (k, £)° = (ab) (ae)*(be) ce = 
1 
= z= (ab)8 (ac) (be)* {c2(ab) + az(be) + bz (ca)} = 0. 

Die Reducibilitét der beiden ersten Formen aber ergiebt sich 
folgendermassen. Wir entwickeln zunichst nach bekannten Methoden 
(v. a. a. O. Seite 88) die Producte (ab)‘a,3b,° und (ac) ay'c,' in 
Reihen. Ersetzen wir alsdann in der ersten Entwicklung y durch ¢, 
in der zweiten durch b, so ergiebt sich unmittelbar durch Vergleichung: 


9 , 4 ' 

(ab)*(ac)*b,8ce' = (k, f)> — 2 (f,) = 2k, FY — A (ha, 

also 
1 F 

(2) P= — + (hd. 

Ebenso findet man aus den Entwicklungen von (ab)'a,°b,?b, und 
(ac) a,‘ eye,’ 
(3) (k, f'=— < (hi 

Ks sind also in der That die oben erwahnten vier Ueberschiebungen 
und damit alle symbolischen Producte mit dem Factor (ak)° auf Formen 


mit den Symbolen r oder 4 reducibel. Wir wollen diess hier nur an 
den beiden Producten 


(ak) a,tk,*, (ak) a,'k,? k, 


zeigen. Entwickeln wir dieselben nach bekannten Gesetzen in Reihen, 
so kommt: 


-_ ah = (f, B+ > (LOLs) + 2 (fF OS (yx) 
+ (f, By’ (yx), 


(4) 
(any ay'hy? ky = (f, BS + + (FAs) + + (fF BEY). 


Unter Beniitzung der Relationen (1), (2), (3), so wie der Reihen: 
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(ai) ay! a,? iz = (f, dy + + (f, OA(y2), 
‘ . p 5 , 
(ai) a) zig =(f, dy +> (f DR(y2), 
(at? a,’ a? = (f, tye 
(ai)? a,' Ax — (f, i), 
gehen die Relationen (4) in die folgenden iiber: 


(5) (akja,tk = ww (at) ay‘ az? ig — — (at)* a, a,” (yx) 


ry? Tz (yx)’, 


SIP ala ojro 


(ai)? ay ae (yx) 


(6) (ak) ay'hy? hy = — (ai) ay de ig — 


2 
— = ty Te (yx)? 


Hierbei ergiebt sich aus (5), wenn man auf das mittlere Glied 
rechts den Identitiitssatz (ai) (yx) = ayiz — dzt, anwendet, die 
Relation: 


— 6ry2rz (yx)? = 5 (ak) aytk,? + 2 (ai)ay!az2iz— 2 (ai) a,Saziiy. 


§ 4. 
Formen vierten Grades in den Coefficienten. 


Unter den Formen vierten Grades in den Coefficienten lassen sich 
insbesondere 


(k, ky, (k,k)*=, (hk, k)° 
auf solche zuriickfiihren, welche die Symbole r oder i enthalten. In- 
dem wir diese Reduction ausfiihren, ergiebt sich auch, dass die Ueber- 
schiebung (f, r)* die gleichfalls vierten Grades in den Coefficienten ist, 


auf £ (k, ¢) reducirt werden kann. 

Wir gehen aus von den Reihenentwicklungen fiir die symbolischen 
Producte 
(a) (ab) ay azbz', (ab)'a,*b,°, (ab)‘a,>b,b,*, 
(B) (ak)a,>azk.°, (ak) ayk,, (ak) a,tk,k,’, 
welche wir theils schon friiher gegeben haben, theils aber leicht 
nach bekannten Methoden entwickeln kénnen. Ersetzen wir alsdann 


in den Producten (a@) y durch k, in den Producten (8) y durch b, so 
erhalten wir hierdurch zweierlei Entwicklungen fiir je eines der P roducte: 


(ab) (ak) azbz'k,', (ab)*(ak)*b.2k,, (ab)*(ak)>(bk)b,2 he’. 
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Durch Vergleichung derselben ergeben sich unmittelbar die Re- 
lationen: 


(1) (k, ky? = = (f,r) — t (ai) (ab)?a,9b,5 — 5, ik, 
(2) £nr—=5 6,4), 

(3) (£7 = 35 ®— fl. 

Hierzu kommt: 

(4) (k, kb)’ = A. 


Um die Richtigkeit der letzten Formel zu erkennen, brauchen 
wir nur in der Gleichung (2) § 3 
(ak) ay4 kg? = + (ai) a,%iz 


die Variable x durch das Symbol 6 zu ersetzen. 

Aus der Formel (1) lassen sich nun durch Ueberschiebung mit ¢ 
noch eine Reihe weiterer Formeln ableiten, deren wir spiiter bediirfen. 
Wir bilden zunichst deren 2'° Polare 


(k, B= = (f, He — = (ai)?(ab)* (ae bey — 45 (G- Dy. 


Zur Berechnung der einzelnen Terme dieses Ausdruckes bedienen wir 
uns der Reihenentwicklungen fiir 

(kk,)? he hy? kat, (ar) de® 12, (ai)? (ab)? ay? ae b2° 
und erhalten unter Beniitzung der Formeln (2) und (3), sowie der 
beiden Beziehungen 


(ab) ay? az? ba? = k,*(y2), 
(ab)! ay? az be? = ky + = i(yx)? 
in einfacher Weise als erste Formel: 


(kk)? Keg? hy? kat, = = (ar) ae r,2 — = (ab)*(ai)?a,? azb.°-+->~ (k, iy(y2) 


© on: ad ‘ 
+ (1+, i") (yx)? (b- a)y. 
Diese Formel schieben wir nun 2 Mal iiber i,? und erhalten, wegen 
Formel (7) und (1) in § 1, die Gleichung: 
©) GP RiP kePhis—F (6?) — FLOP + SG, Pz Ab + il 


Wir bilden nun von dieser Gleichung abermals die zweite Polare; 
ihre einzelnen Terme erhalten wir wiederum, wenn wir geeignete 
Glieder von den Polaren dieser Terme in Reihen entwickeln. Man 
hat namlich: 
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(a9)? a, as' ey = (f, @)p — 4 (f, @)y* (yz), 
(kk,)? (hi)? hy? y= (KK)? (ki)? {(ha?his)p-t 5 (k ky) (Kix ker )y (y 2) 
+F (kk, hie (ya), 


oder weil: 
(kk, hy? kek = ly(yx), 


(kk, hy? kt = le +o Aly)’, 

so ist 
(Kk, )? (ht)? ky? ys = (hk,)? (Rt)? (Kia? - Bad) ++ + (1, a)y (yx) 
+ $(0+-35 41) ya) 
Hieraus folgt zuniichst, indem wir nun y durch i ersetzen: 
(6) (Ae) =e) +F(h e ’), 
(7) (k,)? (ki)® (he? nk, ) = (&, w?— £1, a), ) —24(4¢ 40), 
Anderntheils ist nach Formel (1) und (7) § 1 

(8) (i-(k, i, P= LA(k, P+ Zin, 
(9) (i-1, i)? = TAL + J iv, 


Die zweite Ueberschiebung der Formel (5) tiber ¢ liefert also 
endlich, wenn wir noch 


(10) ((@, i)? =p 
setzen, und berticksichtigen, dass nach § 1, (7) 
(2, ),) =— 414 34-6, pe— S414 Siw 


ist, die Relation: 
(ll) Gé-(r, tS = f +(k, # + 5 uy + + ((f @)’, i) + a8 
— i(Gy + F +50) 
§ 5. 
Die Formen 5" und 6 Grades in den Coefficienten. 


Von den Formen 5‘ Grades wollen wir nur die beiden Covarianten 


(ak)* (ki)? a.*, (f, 04 


berechnen. Um die erste derselben durch andere Formen auszudriicken 





576 P. Gorpan, 


hat man nur das symbolische Product (ak) a,’ k,? in eine Reihe zu ent- 
wickeln und y darin durch ¢ zu ersetzen; diess liefert unmittelbar: 


(1) (ak)! (ki a,9 = — > 9+ = (r, i). 

Dagegen ergiebt sich der Werth von (f,/)*, wenn man die Entwick- 
lungen fiir die Producte (ar)? a,> r, und (ki) k,5i, vornimmt, die so 
erhaltenen Relationen subtrahiert und nun y durch das Symbol D resp. 
a ersetzt. Hierbei hat man nur an Stelle der auftretenden Formen 


(f, ry, (f,r)® ihre Werthe gemiiss § 4, (2), (3) einzufiihren und er- 
halt dann in Verbindung mit Formel (1) leicht: 


2 12 , 
(2) (F'=2e+2¢,). 
Von den Formen 6' Grades in den Coefficienten interessiren uns 


im Folgenden: 
(k, 0%, (kD, (@,f)*: 


Aus der Theorie der Form 6'* Grades (v. a, a. O. Seite 277) 
weiss man 


(3) (k, D® = 0. 


Zur Berechnung der beiden andern dienen die Reihen fiir (ak)‘a,>k,’, 
(ab) a,'b,‘; ersetzt man in der ersten y durch 7, in der zweiten aber 





durch 7, so kommt unter Beniitzung von (/, 7)? = a _ et (§ 4, (3)) 
upmittelbar: 

2 ' 1 1 4 
(4) (&, {=> 4i+ zy e—_pet a5 Tt; 


(o,f)? = 2(k, ?). 
Aus der letzten Relation geht, weil ((, «?)°, ¢) = ((&, ¢), #”)®, durch 
Ueberschiebung mit i nach § 1, (9) die Formel 
(6) (0, fs) =p i-u— AG, i? 
hervor. Trigt man diesen Werth von ((e; f)*, #) in (6) und (11) des 
§ 4 ein, so nehmen dieselben die einfachere Gestalt an: 


(6) (fe) =p += A- k, i)? — in, 


(7) Gi-@pp—F+(h, 5 4i+ fu) 


- {At 
—i- +i + u-+ bv) 4+ 3 Al. 


Die Formeln (6) und (7) lassen sich mittelst des Identitiitssatzes 
in einige andere transformiren. Es ist niimlich nach den Ueber- 
schiebungsgesetzen : 











aa ik a. 
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(f 4+ (7, #)*)> = (ar) (at,)? (rt)? ast 
= (ar) (ai, a,” - {r2(at) — t,(ar)}*, 
oder: 
(8) (4%: (x, t)*)> = (0, 7) — 24,742 12 (ai,)? (ai)(ar)?+4-(f, 7), #). 
Ebenso findet man: 
(9) ah rs, i= (e, 7) — 2az*r, (ar) (ai,)* (at) (re) + (f i-(r, iy’. 
Anderntheils ist: 
i - (ab)! (ai,)* (b4,)? ay be 
= 2(ab)? (ai,)? (bi,)* abe {(ai)? bx? — (ai) (bt) az be}, 
also nach § 2, (4) 
(10) ¢- (4*+u)—2 (a0)? (at)? az? 0x — 2 (ab)* (at) (bt) (at,)?(bi,)* a, bz”. 
Hierin ist (mach § 4, (3) u. § 1, (1)) 
(fF, r)3, i)? = = Ai— * v, 
wihrend die Glieder 
(ar)? (ai,)? (at) ae? 2 iz und (a@)* (at)? az? ox 

sich aus den Reihen fiir (ar)? a,3a,?7, und (a@)*a,? a3 0. ergeben, 
wenn man in ihnen y durch i ersetzt. Man erhiilt: 
(ar)? (ai)? (ai) ae? rein = Z fz iu — FY + SG— Fh ey 
; ee (Ai , uw  5v\, 5Al 

= — = -(k, +8 << )+5) 

(ae)? (ai)? a. ex = ((f, @), i)? — = (ef) 8) 

=p+A-(k, i? — Siu 
Daher ist: 

Ai 


(1) er) =F 4+(k, 44+ SY — f+ St bol + 3 al, 
(12) (ar) (ai,)? (@i) (ri) are = 2 4 (b, 44 5*Y 
—He + E+ Stat 
(13) (ab)? (ai,)? (bi,)?(ai) (bi) a,20,? = p+ A (ki)? —i- 4 +20}. 
Die Formel (11) gestattet uns die Invariante 
(7, 4), (@, > = &% 


durch andere Invarianten darzustellen. Zu dem Zwecke bringen wir 
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diese Ueberschiebung zuniichst in eine andere Gestalt. Entwickelt 
man nimlich die Producte (ri) r,?i, und (gr) 9,?7.? in Reihen und 
ersetzt man y durch @ und 2 durch i,, resp. y durch ¢ und 2 durch i,, 
so kommt: 


(ri) (9)? (é%,) (@%,) = (r, a), (@, «))® — = (ri)? (@i,)? (er) 
A 
eine (@, r)’, 

(er) (94)? (ri,)? = (0, *), *)' + £(e, 
Hieraus folgt: 

=F (Ce, + Fe, — Fe, 
oder 
(14) e = > ((@,7), ®%)'+ 35 A- (0,7) 


Schieben wir also Formel (11) 4 Mal iiber ¢? und beriicksichtigen, 
dass 


A? 
(0, 7 = = — frm (vgl § 6, (1), 
(ge, P= > A+ (9,18 
so erhalten wir: 
5 
(15) a ae } vy a m= a Ay, + o Vie 
§ 6. 
Formen 8" Grades in den Coefficienten. 


Von den Formen 8'* Ordnung berechnen wir: 


(e,7r)*, (1,2, (0, Di mc. 
Hierzu beniitzen wir die Formeln: 


(Ary— + —41, vgl. § 4, (3), 
(f,' = 32 + J (8), » § 5, (2), 
(k, lt _ 0, » § 5, (3), 


: 4 
kk, )'=~ Ai+f—24+yr. » § 5, (4). 


Mit Hilfe der ersten dieser Formeln hat man sofort: 


(1) (0, 7) = (ar) (ai)? (ai,)? = ((f, 9, #)! 
1 


5 
"= - = z Voe- 
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Ferner ist: 

(ar)’ (al)' = ((f, v)°, It = (4, D4, 1) 
und demnach mit Hiilfe der ersten und zweiten Formel 

2 5 4 2 12 ‘ 3 

+ —+1,)) - 30 4 = (v, i), 1), 

also 
4 3 8 
(2) Cam — Fag A’ + oe Mea + aig Yer 


Um endlich (1, 7)? zu berechnen, beriicksichtigen wir, dass wegen 
(k, 18 =O die Entwicklung gilt: 


(1) Ky le = = (k, Db (yar) 
und dass ferner: 
(kk,)? Ky? Inte = > ly (yx) + =e Aly)’. 


Ersetzen wir in beiden Reihen y durch 7 und substituiren den Werth 
von (k, 1)‘, so kommt: 


1 . u v 2 \2 1 
(3) “y=(%,~ 41+ $-S +o -GAl 
Schiebt man diese Formel noch 4 mal iiber 7? und beniitzt die Reihe 
(Uy)? be = (2, Dp + £ (yay, 


so erhailt man hieraus noch die zwei weiteren Relationen: 


9 


c 1 1 1 2 1 
(4) ¥2= 3 A+ 375 Ayo, + Bb 71 — Fo 71 + 25 713 Go Ay, 
a 2 1 7 4 1 
6) ”13= 225 iene 30 Ay, — re Ao. — i Ayo; — a Vu 


5 25 
+ M2 + > Pe 


§ 7. 
Das Quadrat von *. 


Die Form r ist eine schiefe Form. Die Quadrate schiefer Formen 
lassen sich aber durch gerade Formen darstellen. Um diess fiir die 
Form r zu bewerkstelligen, schieben wir die Relation: 


— 67,7 7r2 (yx)? =5(ak)> a,tk,> + + @i) ay‘ aziz, — 2(ai)a,ra,i,, 


welche durch Reihenentwicklung aus (ak)*a,‘k,> gewonnen wird, 
viermal in Bezug auf die Variable y ter sich selbst. Es wird 
dann 
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6r? = 25(ab)*(ak)> (bk, > ky ky’, + 25(ab)! (ak)? (bi) bk Si, 
+4 (ab)*(ai)(bi,)a.2b,?izit2 — 20 (ab)5 (ak) (ai) (bi) b,* k,3 
— 6(ab)* (ai) (a@i,) (b4,) az? bz i, 


+ 4(ai) (i) a,? b.* {(ab)* (i) — Fad}? (ad) (iy, 
oder: 


(1) Gr?= 254, — 254, + 2 G,—204,—6G, +4G,—3G,. 


Zur Berechnung der einzelnen Glieder G; bedienen wir uns wieder 
geeigneter Reihenentwicklungen; solche sind die folgenden (vgl. unter 


a. § 2): 

{(ab)* ay? be? = ky + > iy - (ya), 

(ab) a, be? b, hy + 3h ty fiely2)’—Fi, (yx) (e2)}, 
(ab)*(ai) (bi)a,?b,? = (k, if? —2 i, 

(A) 4(ab3)(ai)(bi)a,3b,? = (yx) Eki) — J iipp ia. (ya)?t, 
(ab) a,3 azbet = = > ky (yx) + 2 i (ya), 

(ab)! a,? az b,° = kp + i(yx)’, 


(kk) hh’. = = > lye (yx) + Aya)’. 





Aus diesen Entwicklungen ergeben sich direct die vier ersten 
Glieder von (1). Man erhilt: 


( 3 1 9 ‘ Ss 
G,= 5k, 0? +45 4k + qo {@%,)? (ki)? ka? kit — = ill, 
G=ti-l+y Ak —=i- (k, i, 


(2) 4 
=i {%, 9 — 5 r—lA-k, 








. 3. P 
Gy — & (kh,)? (i)? he? hits — 3 t+ (hy i)? + Gy Ack. 


Die weitern Glieder von (1) lassen sich mittelst des Identitiits- 
satzes berechnen. Es ist: 


2G, = i - (ab)! (ai) (i) a,? b.? =i - fk, i)? — : rt, 
G,=—>A-k, 
G, = (ab)? (ai)? az be { (ai) be — i, (ab)}?, 
= (f,@)?—2(ab)*(ai,)*(@i) ay ba*iz+-t- (ab)! (ai)?azb,', 
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Hierin haben gemiss den beiden vorletzten Relationen in (A) der 
zweite und dritte Term rechts die Werthe: 


2 {2 i+, iP + *, resp. i-{(k, 9? +3 3 ah. 
Demnach wird: 
G, = (f, e? —2i-&, P-L PLA-k 
Triigt man die so erhaltenen Werthe der G; in (1) ein, so kommt: 


- - (kk,)? (ki)? ky? ky’, — — > (f, 0)? +4 5 ik, D2 — p Ak, 
(3) 2 





—- ~ il+ sik, i)? + +i i. 


Durch zweimalige Ueberschiebung dieser Relation iiber i ergiebt sich 
hieraus die weitere: 


3 (7, 2 =— > p+(k, 2 feet 
(4) 
— HA lei {oy st + * wo St 


Man hat hierbei insbesondere folgende schon friiher entwickelte Formeln 
zu beniitzen: 


(Ick)? (Ie)? (Ieg? hy 4)? = (ky, oi Ai+—+ v)+2 Al, (84, (Tete.) 


(fhe)? =p—iu+>A-(k, i, ($5, (6)) 
(i +1, ay Sale ti 
(i-(&, i, P= LA-(k, d+ % iu} ($1, (1) w. (3) 
(i, i)? == Ai. 


In Verbindung mit den aus den Reihen fiir r,*-ri2713, u. (Kl)*k,41,? 
sich direct ergebenden Relationen: 
r-(r, iP = ("08+ 5 it, 


(k, v)* = (kD i) + Se foe Ait Gu Bu += tl, 


findet man alsdann die Relation (4) fiir die Form r - (r, i)’. 
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Zweiter Theil. 
§ 1. 


Relationen fiir eine Doppelwurzel von /. 


Jeder Doppelfactor a, von f ist gleichfalls Doppelfactor der Aus- 
driicke (f, a)"; insbesondere ist: 
(1) (aa) a,” = Aa’, 
wobei 4 zwar von den e@ aber nicht von den x abhingt. Aus dieser 
Formel lisst sich unmittelbar die andere ableiten: 
Aa(f, «) — (aa) (ab) a,b, = 0, 
die mittelst der Reihenentwicklungen 


(ab) a,5 ae be = S- (f, f)} (yz) + > hy (yx)? + = ilyay’, 
(ab)*ay'az be? = (f, fe + > hey (yt) + > iy), 


5 qi. 
(ab) ay° ae ba = 5 (ab)? ay! az b2*(yx) — > hy (yx) — + ilya), 


9 


(ab) (aa) a,b,2= + a+ (ab)?(aa)*a,b,5 — 2. «3. (k, a)? — as -a 


in diese iibergeht: 
(2) A(f, a) + = (ab)? (aa)! az bs — > a2 (Kk, a2)? — + ai = 0. 


Diese Formel giebt 7 Relationen zwischen den Gréssen @ und A, in 
den ersteren vom 4'" Grade. Unser Bestreben wird zunichst dahin 
gehen, Combinationen dieser 7 Relationen zu bilden, welche 4 nicht 
enthalten. Um diesen Zweck zu erreichen, wollen wir einfachere 
Relationen zwischen 4 und « dadurch ableiten, dass wir (2) erst 6 mal 
und dann auch 5 mal iiber f schieben. 

1) Durch sechsmalige Ueberschiebung entsteht die Formel: 


4 (ab)*(ae)be + > (ab)?(ac)(be)5(aa') cy 


— + (ak)! (aa) (kea)*k, — + (ai)? (aa) a, = 0. 


Mittelst Reihenentwicklungen fiir 
(ab)®a,bz, (bc)*b eyez, (ak)ta/,rk/a, 
geht sie iiber in: 
(3) A(i, @) = (at)*(aa)*a, + a(ra)’. 
Durch abermalige Ueberschiebung dieser Relation iiber i erhalt man: 


(4) < A- a= (ai,) (ai) (aa)*iz — (ra) - (i, «). 
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Dagegen erhalt man durch finfmalige Ueberschiebung von (2) 
iiber f die Relation: 


0=6A(aa) (ab) azb.?-+> (ab)? (aa)*cq? {6 a2 (be)*+-5(ab)(be)*cx} 
+ 5(ka)?{3(ka)*(aa)as+ (ak) (ke) (aa)az} a,” 
++ a,” {2(aa)*(ai)2-+(ae)* (ai)ig}- 
Dieselbe geht mit Hiilfe der Identititen: 
(bc)§b,? cx? = ty (yx), 
(be)'b,8c2—=ky-+ —* iy(yx)?, 
(ak)* a,” ayky? = — ; (ai) ay> az? + - ry (ya), 
(ak) ay%aykyi—= (ai) a,°a,iy-+ + (ai)? a,2a,"yx) — > rp(ya)? 
= io (at) ay'az?t2 + 3 (at)? ay? az? (yx) — = ry (yx), 
(ak a,tk,? = Pa (ai) ay! az*iz— = (ai)? a,%a,? (yx) — Srv (ya), 
(ab)*(be)* (aa)*c,5=(ak)® (aa)*ke*-+ (ai) (ae)'a, ig 
| ==(at)(aa)a,*iz --2 a(at)(ae)a,?— . a (ra) r, 
in diese tiber: 
3A ati — 15(aa)! (at) aziz 
+ ((ai) (aa)'a,7i,— 2 a (ai)? (aa) a,? — = a? (ra)*rz) 
9 — I+ 15a(— (aij? (aa)a,2 — < a(ra)*rs) 
+10(% (a4) (aa)'a,*iz + = (ai)? (a @)9a,?— + a*(ra)*re) 


hen (aa)5(at)*a,?+ - (aa)'(at)az?iz, 





oder: 
(5) Aagi= F (aa)'(ai)izag?-+ > «(aa)(ai)?a,*-+ 3a?(ra)*r,. 


Um diese Formel weiter zu vereinfachen, will ich sie 1 und 2 mal 
tiber 7 schieben. 


Mathematieche Annalen, XXXI. 39 
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g 2. 


Ueberschiebung von Aia iiber i. 


1) Durch Polarenbildung und einmalige Ueberschiebung von i 
tiber (5), § 1 entstehen die Formeln: (vgi. auch § 1, (3)) 


~ (ai)(aa)! (Sa,%iy+2(ai)az(y2)) 

A(2 Oz te ty ty) = ) 4 : (ai)? (aa)? (Baz dy, — (aa) az(yx)) 

+ 3 (ra)? (3rya,? —2(ra)az(yx)), 
((at)*(a@)*a,-+ a(ra)')i 

++ (ai) (ae)*in2(3a2*(i%,) + 2 (a4) ay is,e) 

+ (ai,)*(aa)%ig(3.az(ai)a — (aa) aziz) 


|-+ 3(ra)*(3(ri)a%i,—2i(ra)a), 








oder: 

=—5i(ra) a — 4 (aa)'a.* +5 (ai,)? (ai) (aa) aeige + 902 (ra)?(ridis, 
oder: 
(1) A(aa)ta,* = (10(a2,)? (at) (aa)*aziz—10i(r a)?+-18 (ra)? (ri) iz) a. 


Durch diese Formel ist die im § 1 ausgesprochene Absicht erreicht, 
sie liefert 4 Relationen 4° Grades fiir die a. 

2) Bildet man nun die zweite Polare von Formel (5), § 1 und 
iiberschiebt sie zweimal iiber i, hinsichtlich y, so kommt: 


= (aa)"(ai)(a,2iz +242 ay iy) 
A(wiy? + 2cyiyiz) = ) + — (aa)3(ai) (3a,?a,—2(aa)a, (yz) 
+ 3 (ra) (3ayryc,—(ra) ay(yx)), 

7 (4@)'(ai) (ai, Pip +2a42(ai,) (i4,)) 
A(Aa—2ii,)(i,@)i2)—= ) + > (wa)¥(ai,)? (3. «(ai)*—2 (ae) (ai)iz) 
+ 3(ra)?(—3a(ri)(ie)+(ra) (ia)iz). 
Hierzu addire ich die Formel: (§ 1, (4)) 








(2) 2 4 Aa = 3(ai,)*(ai)(ae)'i, — 3(ra)*(i, a) 


und erhalte, wenn ich mit @ dividire: 


(3) 44 = (5e—9(r, i), a). 
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Aus den Formeln (2) und (3) ergiebt sich diese: 
* ada = (109—18(r, i), «3)« —5 ((ai,)*(ai) (aa)ti, —(ra)°(i, @)) 
= (« (10(ai,)? (aa)? (at) a, + 18(ra)* (rt) w,—10(ra)> iz), ie) 
und demnach, wenn man die Polare von (1) dieses Paragraphen bildet: 
(4) A(aa)'az* dy = 
=a(i,(10(a i,)?(ai)(aa)az + 10(ra)*(ri)a—10(r@)%iz) + 34 A(yx)). 


§ 3. 
Die Form m,°n,’. 


Kinige der von uns aufgestellten Formeln schreiben sich einfacher, 
wenn man neue Symbole einfiihrt. Ich wihle als solche die der Form: 


(1) m>n,* = 5(at)aa,? + Ir? re(yx). 
Zunichst ersetze ich die x durch die Symbole ¢ und erhalte: 
(2) m,3(nt)? = 5e,° — 9(ri)r,7t, 
und nach § 2, (3): 
(3) (met)®(mi)? = = AA. 
Bildet man ferner die Polare von (1), so wird: 
(4) m, nen, = 5(at) aa,a, + Ir,?r.(yx) — < ry (ex). 
Hieraus liisst sich die Formel ableiten: 
(5) m,n, (ni)i, = 5(ai,)?a,3(ai) ast, + 97,7 (ri) (yx)i, — + 74,4, 
und wenn man y durch «@ ersetzt: 
(6) (mea)* (ni)nzt,—=5(ai,)? (at) (aa) azt, + Ia(ra)?(ri)i,— 2 (ra)>i,¢,. 
Die von uns entwickelten Formeln: 
+ Aa=(ai,)*(ai)(aa)'ie — (ra)*(i,«), § 1, (4) 
A (aa)! az°= a (10(ai,)*(ai) (ae)§ aziz +-18a(re)*(ri)iz—10(ra)%t), §2, (1) 
A(a @)'az*ay=a (i, (10(a%,)? (at) (aa) a,+ 18a (ra)*(rt) 
—10(ra)iz) +34 A(yz)) 


nehmen in der neuen Bezeichnung nach (3) und (6) dieses Paragraphen 
die Form an: 


(7) + (m a)3 (mi)? e+ (ma)3(ni)(ia) ne — + (ra) (i, a) = 0, 
39* 
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(8) A(aa)ta2—a(2(ma)*(ni)nziz —; (ra), 
(9) A(aa)*a,2ay—=a (iy(2 (me)(ni)ne—is(r@)%) + (ma)? (ni)? (yz). 


Hierin ist insbesondere in (8) eine biquadratische Relation fiir « 
gegeben. 


§ 4. 
Cubische Relationen fiir die Doppelwurzel «. 


Aus der Formel (8) § 3 erhalten wir cubische Relationen, wenn 
wir sie einmal iiber f schieben. 


Aus (9) § 6 folgt diese: 
A(aa)*a,*(ab)b.6 + 
+-« ((fi)(2(ma)(ni)nz — iz(ra)*) — + (ma)? (ni)? f) = 0. 
Zur Umformung benutzen wir die Identitiiten : 


(ab)ay‘a.2b.* = 2(f, fp (yx) + = ky(ya), 


(ab)'a,8a,*b.° = (f, A) +5 hy(ya)?, 
(ab) a,*a,?b,° = 2(ab)* a,> a,?b,> (yx) — ky(yx)', 
(ab) (aa)* az7bz° = 2a(ab)*(aa) a,*b,' — a®(k, a), 
dividiren mit @ und ersetzen w durch y; es wird dann: 
(1) 0 = — © (ma) (ni)?aj? — (ra) (ai) ay°iy + 2(me)>(ai) (ni) ay8 ny 
+ A {2(ab) (aa)? ay by? — (ka) ky ay}; 


Diese Formel liefert 8 cubische Relationen zwischen den a. Setzt man: 


(2) — > (ma)*(ni)ay? — (ra)3(ai)a,%i, + 2(ma)9(ai) (nia, iy =F,, 
(3) 2(ab)?(ba)%a,°b,? — (kak, o,? =F, 
so wird aus Formel (1): 

(4) F, + AF, =0. 


Wir werden diese Formel spiiter iiber mehrere Formen schieben; 
um diess leichter ausfiihren zu kénnen, wollen wir die 1'" und 2!" 
Polaren einiger ihrer Glieder bilden. Es ist: 


7 ((at) ay°ty). = (at) (a,*t,+6.a,>a,%,), 
T((ma)? (nt) (at) ay>my), = (ma) (at) (ni) (6a,>a,ny+a,'n.) , 
(7) 7 ((ab)? (ba)§a,*b,?). = (ab)? (ba)* (S5a,'a.b, +2a,5b,d.) , 
T((ka) ky? a,?), = (ka) (Sky'k,ay? 4+ 2k, a, «,) 


= (ka) (They? ay + Sky! (ka)(2y) ay), 











Discriminante der Form a?. 587 


21 ((ab)? (ba)? ay° by”) 2 = (ab)*(ba)3(a,5b,?+- 10a, 'a,byb.4-10a,%a,2b,?) 
= (ab)*(ba)S(a,’ b.? + 10 (ay! b. ayb.4-(ab)(zy)) 
+ 10a, (ay b. + (ab) (2 »)) 
(8) 7 ((ab)*(ba)? ay by)2 = (ab)? (ba)? (7 a,y>b.? + 10a,'b, (ab) (zy) 
+2 ay(ab)(ey)’), 
7 (Ka) liy5 ¢y?),» = (Keer) (7 ky> a, +- 10(ka)ky*a, (ey) 
+g (he)? hy? (ey)2). 
Die 8 Relationen der a, welche in der Formel: 
F,+AF,=0 
enthalten sind, sind nicht von einander unabhingig; es giebt 4 Com- 


binationen von ihnen, welche fiir alle Werthe von « identisch erfiillt 
sind. Dies folgt aus den beiden Relationen 


(9) GES 9 fy =0, 

(F,+AF,, f)' =0, 
deren Richtigkeit wir in den beiden folgenden Paragraphen beweisen 
wollen. 


§ 5. 

Die 6% und 7° Ueberschiebung von 7, + AF, tiber f. 

1) Berechnung von (F',, f)' und (F,, fy’. Die Ueberschiebungen 
(F,,f)' und (F,, f)’ haben die Werthe: 

(F,, f)' = —} (ma)*(ni)? (ab)? — (ra) (ai) (ab) (id) 

+ 2(m a) (ni)(at) (ab)* (nb) 
= — (re) (iyi) (éi,) + 2(mea)(ni(i,i)(ni), 

(F,, fy’ = A(ra)’, (1) 

(F,, f)' = 2(ab)? (ba) (ae)> (be)? — (ka) (ka) (aa)? = — (ra) 
mithin ist die erste der Formeln (9) § 4 

. (f,+4Ff,, fy = 
bewiesen. 

2) Berechnung von (I',, f)® und (F,, f)®. Die Ueberschiebung 
(F,, f)® hat den Werth: 

{ — 6 (ma)> (ni)? (ab) ayby—(ra)* (at) by ((ab)° ty+-6(ab)>(tb)ay) 
= 
T= | 4.9(ma)*(ni)(ai)by((ab)'n, +6 (ad)°(nb)a,) 


{6 i? (me) (ni)? — (ree) (iy6) ts, yiy + 2 (mee) (mi) (i 6) try my 
~— (46 (ma)§(ni)?(ab)%ayby, 
1(F, ,f)’=A(ma)' ny’. (2) 








588 | P. Gorpan. 


Hieraus folgt die Formel 
(3) 1(F, a)’ Piya, = A(ma)n yn, + a A(ra)' (yz). 
Die Ueberschiebung (F',, f)® hat den Werth: 
1(F,, f)® = 2(ad)*(be)%ey(2 (ac) (be) by +5(ac)*(be}?a,) 
— (ka) ay(7(ka)(aa) ay, — 5(ka)* (aa)? (ka) ay) . 
Um ibn zu reduciren bedienen wir uns der Formeln: 
(ac)* dy Cyaz*C,? = ky — +‘ (yx)’, 
(ka)*h,a,8 = — + (ai)*aa,° + £ ry(y2), 
(ak) az a,7?k,? = — : (ai)? aa,> — . ry (yx), 
(ac)*(ab)*(be)*ayc, (ba) = ((bk)* I? — F (bi)? b,*) (ba)® 


=— = (at)? (aa)>a,? — - (ra)?ry ay. 
Es wird dann: 


__ [2G@a)*(ai)*a,+10 (— = (ai)? (aa)3a,? — 3 (ra)? ryery) 
— +T(ra)rya,—5 (— = (ai) (aa)sa,? + + (ra)? ry tty) 
= — 5(ai)?(aa)a,? — 9a,(ra)*r, 
also nach § 6 Formel (1): 
1(F,, f)' = — (ma) n/? 
wodurch auch die 2'e der Formeln (9) § 4 bewiesen ist. 


§ 6. 
Weitere Ueberschiebungen von F, + AF,. 
Es giebt Combinationen der in (4) § 4 enthaltenen cubischen 


Relationen der a, welche auf quadratische reducibel sind. 


Ersetzt man nimlich in F, und F, die @ durch z, so erhilt man 
die Ausdriicke: 


(1) G,=— m3 (ni)ta,? — r(ai)ay%iy + 2m,9(ni)(ai)a,n,, 
(2) G,—2(ab)?b,5b,?a,5 — kk. (yx). 

Die Formel: 

(3) (fF, + AF,, G, + AG,)' =0 

hat den Factor a, liefert also quadratische Relationen. 
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Um sie umzuformen bemerke ich, dass nach (9) § 4 
(F, + AF,, Gy =0, 
(Ff, G, + AG, =0, 
ist; ich ziehe diese Formeln von Formel (3) ab und erhalte: 
(4) — (F,, G)' + 4(f,, G)' = 0. 
Es sind jetzt diese beiden Ueberschiebungen zu berechnen. 


§ 7. 
Berechnung von (fF, G,)’. 
Die Ueberschiebung (F';, G,)’ hat den Werth: 
(F,,G,) = 3 m,°-(ni)?-(F, a)’ — r-(ai)(F,a)*(F,%) 
+ 2m,° (ni) (at) (F,a)*(F, 2). 
Ich transformire ihn mittelst der Formeln (1), (2), (3) § 5 niimlich: 
(Ff, a)’ = A(ra), 
1(F, a)'a, Fy = A(man,?, 
1(F,a)'a,Fiy= A ((m a) nyn, + < (ra) (2 y)) 
und erhalte: 
1(F,,G,)' =A {—6(ra@)$m,5(ni)*—r (ma)? (ni)? 
| +-2m,9(mi) ((m,«)*(im) (mm) + | (r@)*(ni))} 
= A {(mi)? ((ra)>m,° — 7,°(me)?) + 2(mex)*m? «(0 )(mé)(,2) } 


und wenn ich die Elementarcovarianten : 


(1) (mr) (ni)? m,?r.2 — (mm) (mn,) (m2) (m2) me?m? 2 = |g, 
(2) (mr)>(mi)? — (mm,)>(mn,) (mt) (n, 0) = J 
setze, dann kommt: 
(3) 1(F,, G)' = — Aa(3(q, a*? + $ Je’). 

§ 8. 


Berechnung von (I, G,)’. 
Die Ueberschiebung der Formen: 
F, = 2(ab}'(ba) ayy? — ky*(ka) a2, 
G, = 2 (ab)*b,* ay by? — kzky>(yx)? 
besteht aus 4 Gliedern, die ich durch A;, bezeichnen will: 
(1) Uf, G,)’ = 4A,, — 24, — 2 Ay, + Ay. 
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Durch Vertauschung von « mit x und Aenderung des Vorzeichens 
geht A,, in A,, tiber. Die A;, haben (vgl. § 4, (8)) die Werthe: 


Ay, = (ab)*(cd)? (ba)d,3 (7(ae)5(bd)? 

—10(ae)* (bd) (ab) (ed) +72 (ac)*(ab)(cd)'), 
(2)) App —= (ab)? (ba) *he (7 (ak) be? 
—10(ak)*(ab) beke +" (ak)? (ab)*k,?), 








Ag = (ket) krjx(7 (Kel) e2g? — 10(kk,)! (bet) k2tts + (kh,)* (a) *h2 2). 


Wir wollen dieselben mittelst dieser Hiilfsformeln auf einfachere Aus- 
drticke reduciren: 


(ab)>a,2b. = iy(yz), 
(ab)'a,2b.2 = ky + o iy(y2)?, 
(ab)*a,2a,b. = ky, + 2 i(yx)® — = i(ye) (yz), 
(ab)' ayba2b. = hy + > iyi, (yx)? — = iy? (ya) (222), 
(ab)? abe! = 2kyp(yx) + + i,(y2), 
(ab)*(ai)(bi) a,°0.? = (2) (5 ((h,6)* — F),. +4 a’). 


(ax)'a,>k,* = — ; (ai)? a,>a,? — rp(yx), 
(ax) a,'k,> = a (at) ay‘az*iz — 3 (at)? aya,” (yx) -— . ry(yx)’, 
(ax) a, ark? = — +> (ai) ay! az°iz — + (ai)? ay? ay? (yar) — > ry(y x) 


(ary a/fr,a. = \ (k, i) + +(2 I— a) (yz), 
(i) ka%ky?iy = (Kt) — + (hy t)R(y 2), 
(ar)?a,2r, 4,9 = + (ki) ke*hyiy + 4(4 (i)? + S1~- *) (ya), 
(ar)*aja.?r2 = + (ki) ke2hyiz— 4 (4(k, i? +21—“) (yn), 
(ki)h,2h.tis = (k, ily + > (k, )p(ys). 
(kik, )%ky?k2e = lp + = ws 


(Kk, ) ky? Inte = lye (yx) + 7 Ay)’. 
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In dieser Weise gelangen wir zu den Werthen der A;,: 

7 (bd)*(bi) (di) — 10(bd) (Ok)? (dky*-+-9 (a)*(6i) (di) 
+ 3 (2(bd) ky (dk) + = (ba)>(0i) (di) 

= (a«)*d,° (* (ab) (ak) (4b)? + = (ab)'(ai) (bi) 


A,,=(be)? | 


+(— we! 7 (ai) (aa) (bi) (ab) + * (ai)*(aa)? (ab)? (ba)) 
+5 (ab)’ (ak)*(at) (bt) — < (ra) (br)? (ba)? 


=—b,3)? 


oder: 
Ay, =),*(+ (ab)*(aa)’ (at) (bt) + (at) (ae)? (ab)* ((aer) (bt) + (ab)(ta)) 
— 2 (ra) (br)? (ba)*) 


‘ «(3 ((k, i) Fw) ++ y Ac’) 
=) + (ka)? (ki)ke (ie) + 5% * (6a) i, i) ine 
+3 (ja)Pice — (ha)? (bi) (ia) he? — oe (&, i)? + $1— Fat)’, 
oder endlich: 
Ane {(F iP —Fl+ He a) + 4 ot, Ga) 
— T(br)?b,® rz + Na stint + 12(br)*b,?rz 
fag OeT fi 1 (ab)*(ai)a,2ig — * (ai)? (ab)? a,?bz —4(br)*b.’ re 
=(b whim ba?rs + — (ai)(ab)°a,?(az(bi) + i. (ab)) 
+ + (ab)*(ai)a,*iz) 
5 (hi) ba) a,?i, — 2 (Fh, P+ $1 +, a) 
- —24(3 (&, — Fe) 44 a?) 
++ a? (ia) (¢%,)i12 — = > (ia)tie 
=(2 (6, i), oP +$ @ oY, et —a($ P+ P+ GR) +e 
oder endlich: 


Ay= > (hi), 0°) — 2 (i+ 5147 2, ef +403, (8b) 
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‘ P ‘ “~\s 2 A 
Be) Ay=—F (i), — F (bik + Sl +55 Be) +e. 


bam fe —10e((heth +e) +2e(2 Gerr+ he), 
0 dn = e508 + Ae) 
Triigt man die Werthe der 4;, aus (3) in (1) ein, so wird: 
1(F,, Gy)? = a (8(&, i)? — 101 + 2, a?) +4 a 


‘10 
und, wenn man: 


(4) 8(k, i)? — 101+ S®—=h 

setzt: 

(5) 1(Fy, Gy)’ = a ((h, a)? + 4 a), 
§ 9. 


Bedingungen fiir die Doppelwurzel. 


Wir hatten in den letzten Untersuchungen erhalten: 


1(F,, @)' = — AaB, 0 +5 Jot, § 7, (3) 
1(Fy,G,)'—= af, a)? + 44. § 8, (5) 
Tragen wir diese Werthe in die Formel (4), § 6 ein, so kommt: 
(1) (Bq+4h, at + a. {24} — 0. 
Vergleichen wir diese Relation mit der Relation 
(2) (az, a)? + a. @=0, 


welche unter der Bedingung besteht, dass die biquadratische Form 
f=a,' eine Doppelwurzel « besitzt (vergl. a. a. O. Bd. II, Seite 191, (2)), 
so gewinnen wir folgende Methode zur Elimination von @ aus Glei- 
chung (1). In der Theorie der biquadratischen Form wurden aus der 
Relation (2) die Beziehungen abgeleitet: 


a 


== oe; j=—io (vgl. 8. 192 a. a. O.) 
oder 
i—6e?=0. 
Analog erhalten wir demnach hier die Bedingung 
J A? )2 
(3) (3qg+Ah, 3q¢+Ah)!—6}5>+-3{ =0 


welche wie dort ausdriickt, dass f= a,’ eine Doppelwurzel besitzt. 
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Wir stellen uns die Aufgabe die linke Seite zu vereinfachen und 


durch die im § 1 des 1, Theiles gegebenen Fundamentalinvarianten 
auszudriicken. 


§ 10. 
Berechnung von J. 


Fiihrt man die Bezeichnungen ein: 


(1) (mr)>n_? = s, 
(2) (mm,)> (0 2,) Me M12 = t, 
(3) (3, 1? = 4%, 
(4) (t, i? =< 
so ist nach § 7, (2) 
(5) J =, — 6. 
Wir wollen mit Hiilfe der Formel (1), § 3 
(6) mn? = 5(at)* aa? + Ir, 1, (yx) 


diese Gréssen durch einfachere Symbole darstellen. 
Zuniichst ist: 
a 7 6,” 
8 = 5(ai)* (ara,? + Orn) re ne = 5(,—-+ l, i) + 3, 
25 


(7) s— 4 j— Bo 4 de. 


Schiebt man ferner: Formel (6) dreimal in Bezug auf y iiber die 
Identitat 

my ne? == 5 (at)? a,>ag? + Or? re(yé), 
so wird: 


25(ai)*(bi, )*(ab)®a,*be? — 45 (ar)*(at)*(a,*agr~e—aag*az 12) 
+27 rers,¢((77 1) (@§) — 2(r7;) erie) 
= 25 (ait)? (bi,)? (ab) a,7be? —45(ar)* (ait)? aza¢(x) 
+9r,7¢(7&). 
Vergleicht man auf beiden Seiten die 1'* Elementarcovariante, so wird: 
(vgl. 1. Th. § 2, Formel (4)): 


t = 25(ai)?(bi,)?(ab).apb, — 45 (= — 5, i) +9 


(mm, )*> 2.7 nee= 


= %(u+ 4 i)— 3414+ 0+ 92, 


8 t= 2Ai+2u+ 2 y 4 oe. 
2 


Schiebt man endlich die Formeln (7), (8) zwei Mal iiber ¢ und tiber 
einander, so wird: 
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1 25 
= 5 A — Fs M2 + 3705; 


¢ 225 
C, = 2A? + 2574 + Yor + IMs) 


5 . 

(9) J=— . A? — 2579, — 125792 — 69, 

2 25 25 

3 A’ + 3 AY + y A%02 + 9A; 
(10) (st)? = on - 

25 . 
=F P12 + T5413 — — P22 + 225743 + 27755. 
§ 11. 
Berechnung von (q, q)*. 
Setzt man: 


(1) (mt)? (m,Fr.'—m,> ry) + 2my> mi? .(mn,) (ni) (mt) = A, B,S 
so ist nach § 7: 
A,B = 3g." qy(yx) + & (ya). 
Schiebt man diese Formel in Bezug auf y dreimal iiber die 
Identitat : 
J 
A, BS = 34,793? (y&) + > (yé)*, 
so wird: 
(AA,)° Be Bits = 3g. quie {(G91)? (@E) — 2.4691, 2(991)} 
+ 3Fq.%qe (et) + 2 (8)? 
9q2"a1°e ((9a,)" 2 )+3J J” (nt)3 
= Dqe"an'e ( (991) (@E)— 5 (G41) M,¢) + 3S ge (28) + FZ (#E) 


und wenn man die Elementarinvarianten auf beiden Seiten vergleicht: 
(4.4,)°(BB,) = 6(, ¢)' + J?. 


Bildet man andrerseits diesen Ausdruck aus (1), so erhilt man drei 
Glieder, die ich mit 


2Aj;;, mn 8Aj, 4A, 
bezeichnen will. Es ist also: 
(2) 6(q, g' = — J? + 2A, — 8A + 44y. 
Hierbei wird: 


(3c) A,, = (ni)* (m, i)? (mr, (mr)? = ¢,?, 
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(3b) Ay. —=(m my)? (may 1)? (My) (m4) (m4) (My ¢,)? 
= (mm, )* (ms) (mi) (st) (m, ¢,)? 
= (mm, )° (m8) (84) (1, ¢,) ((m,) (48) + (m4) (my ¢)) 
= — £(amm,)° (ms) (ms) (201,) +40 m,)>(8 4)? (204,) (m4) (0, 
= —4(st43 Cy Cy 
(Be) Ay. = (mm) (mm, m,)* (0.2) (My My) (0%) (905 4) (10 4, ) (5 4,) 
= (ma,)* (mms )* (0 22, )(109Mg) (1042) (yt, ) ((m 5) (44,) + (4,) (m5 2)) 
= (mm m,)° (am, ms)? | “ (mm,) (10, 5) (1, %) (mq) 
+5 (miy)(mgH, )(200,)(0,m)(124)(ngi)| — > 0% 
Trigt man fiir die A;, ihre Werthe aus (3) in (2) ein, so wird: 
(4) (q,@'=—I?+ > Als, t. 
§ 12. 
Berechnung von q. 


Die Form q hat nach §7 den Werth: 
(1) q = (mr) (ni)? mz? 7,2 — (mm,)(mm,) (mt) (n, t) mz? mrs 
besteht also aus zwei symbolischen Producten, welche wir nach einan- 


der berechnen wollen. 
Aus der Formel (2) §3 
m,* (ni)? = 59.5 — 9(ri)r,?i, 
folgt: 


(2) (mr) (mi)?m,tr.? = 5 (0, 1) — 9(ri) (rr) rete — | (Pi) PoP) Me 
= 5(or) — Sit + Br: (yr, i). 

Schiebt man ferner die beiden Formeln (2) und (5) § 3: 

Mz* ny? = 5(at)*? az ay? — Iryr7(yx), 

me (ni) nyiy = 5 (ai,)? (ai) ag ay iy — 9(ri)reiy(y) — 2 72%, 
in Bezug auf y 2 mal iiber einander, so wird: 
mz* mys (m, t)(mm,) (m4) 
5 (ain)? ae {5(bi,)* (bi) b:° (ab) (at) + 9(r 6) re? (at) ag — : re (ai) 

=} —9r2?5(ai,)*(ai)ag’((ri)az— = 1=(ai)) 


+8172*(r,4)rite {((ri) (8) — Fre it)—F r+ (ri)ie| 
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und wenn man die beiderseitigen 1'* Elementarcovarianten mit einan- 
der vergleicht 


(m my) (nm, ) (m4) (1, ¢) m2? my), = 
25 (ab)? (ai) (bi) (at,)?(bi,)? az?b,? + 60(ar) (ai,)? (at) (ri) az’ Pr, 
bes — 45(0,7) + 54(r2) (7,021 5+ 27 11, (12) (8(77;) 2 tz — (Y%) T211,2) 
@) 25(ab)*(at) (bi)(at,)*(bi,)*a2*b,?-+-60(ar)( ai; )*(at)(ri)az*r2—45( 0,7) 
9 eer | 


Tragt man die Werthe aus (2) und (3) in (1) ein, so erhalten wir fiir 
q den Werth: 


‘ {~ 25 (ab)? (at) (bi) (at,)* (bt)? az? b,? — 60(ar)(ai,)? (ai)(ri) ar, 
Or + 50(0,r) — 24r(r, 1)? — Gir. 


Um dieselben weiter zu transformiren, benutze ich die Formeln (11), 
(12), (13) § 5, 1. Thi. und (4) §7, 1. Thl. naimlich: 


(ab)*(ai)(bi) (ai, (Di, 2a,2b.? =p + A(k, i)? — i(4 i +2u), 
(ar) (ai,)*(ai)(ri)as'r, => p+ ~ (k, Ai + 5u)* 
~ (Gp i+4 uty >v) +4 Al, 
(9, 7) eal i+ u) 
—i(4i+ tuts) +541, 
—to+k, —-+ _ 46 — ou + = v) 
(7,%)? A 
+iGo4teu +5°-39)- G4. 
Hierdurch wird: 


— 18p +(k, —2 Ai ry dl 
(5) I= 


+ i(Fi + 58u — 850 + 6x) +9 = 
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§ 13. 
Reduction von Formel (3) § 9. 
Im § 13, (3) haben wir die Forme): 
(q+ Ah, 3q+ Ah)'—6(2 44) —0 
als Bedingung aufgestellt, dass f eine Doppelwurzel hat. Diese Formel 
lisst sich nun mittelst der inzwischen gefundenen Identititen bedeutend 


vereinfachen. 
Tragt man nimlich fiir (qq)' seinen Werth: 


J? 2 A(st)? 
t+ = A(st) 
aus § 11, (4) ein, so lisst sie sich durch A dividiren. Es wird dann: 
3 3 
(1) (6q + Ah, h)' + 6(st)?? — , AJ—7— A=. 
Nun ist nach § 8, (4) und § 12, (5) 
(2) h = 8(k, i? — 1014 ®, 
j 18p + (k, — © Ai+ 5u — 1500) 
{= 


+i(4 Ai + 58u — 850 + 62)" Al 





also: 
— 108p + (k, — 150Ai + 30u — 9000)? 
6q+-Ah=— 
a + i(2% Ai + 348u — 510v + 367) + 190A), 


und demnach wird aus Formel (1): 


~108(p,h)*+- ((k, h)! —150.Ai-+ 30u—9000)? 
(3) O= + ((h,i)?, 787 Ai + 348u—510v-+4+36r) + 190A (h, 2)! 


+ 6(st? —3 AJ — — Ad. 


. Diese Formel enthilt ausser bereits berechneten Formen nur noch 
die Ueberschiebungen iiber h. Es sollen diese nunmehr berechnet werden. 
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§ 14. 
Ueberschiebungen iiber h. 
Wir wollen die Covariante: 


h = 8(k, i)? 1014 S? 


der Reihe nach iiber ¢, f, p = (f, (@, *))*®, & und 7 schieben. 
Es wird: 


(1) (h, i)? =P Ai + 8u — 100, 
ferner in Folge der Formeln (1) und te § 5, 1. Theil, namlich 
(ak)* (ki)? a3 = — e+ >(r,%), 
(f, I)! = —¢ + a ), 
(2) (f, by =i e+ ¢,¥), 
(3) (p; h)t = =e, + = «. 


Fiir (k, h)* erhalten wir den Werth: 
(ke, h)* = 8(&k,)* (ki)'hate — 10%, Dt + > ym), 
welcher mittelst der Reihenentwicklung 
(kh,)hy2hte = lye + 2 Aya) 
und der Formel: 
kD — ae Aitgeu— setae, (vel $5, (4) 
in diesen iibergeht: 


(4) (k, h)4 = ap Ai +4 u + 10v — — 5 t: 
Die Ueberschiebung (h, endlich i den sie 
(5) h, = - 1), i)? — 100 + 1 94, 


16 
iss A? + yoy ~_ = Yor + oe Mos 
da nach § 6, (2) erster Theil 


3 8 
oat 24 3 
“= as A? + 35 Yor + FoR Yo « 
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§ 15. 
Die Discriminante A. 


Tragt man fiir die Ueberschiebungen von h aus § 14 und fir 
(s, ¢)? und J aus § 10 ihre Werthe in (3) § 14 ein, so wird: 


1 24 3 5 - 
{— 108 (Ze,+ a ¢,) +54 G AP + 2579, + 12579 + 6 705) 
+( Ait u+100— Fr, —150 Ai +30u—9000) 
26 ,. 107 
+(4EAi+8u—10v, Ai +348u—51004-36r) 
O=— 
At+ 1 16 3 

+190(=5- ee +a M1 — 5202+ BS Yos) A — A’ 

g(2 434.25 25 
+ (5 +3 Arat- y A472 +94 M3 — oe 12+ 153) 


l = 


————— ae + 225 795 + 27 753 





oder, wenn man zusammenzieht: 
_ 3329 2883 20 
(¢, + 24¢,) + 150 A® + — Ay, — 2678 Ay, 
= |* su A yos + 28507,, — L111dy,, — “ie Y22 
+ 6907,, + 24307,, + 162755. 
Nun ist nach § 5, (15) und § 6, (5) erster Theil 


1 1 5 5 
= 3 — ig A Gg Are + gM 


4 1 5 25 
13 = ap 4? — A(5 m+ 7 Y2 + a5 Ys) — gut gii2 F FP 225 


mithin wird: 








972, 8569 2768 aw ad 
‘a qo +4(> + te Yat — Yos) 


0 150 5 
Gyo | 4. — 20505 = 25 2430) 
ee + Yo3 + 16255. 


Diese Bedingung ist fiir die Existenz einer Doppelwurzel von f 
zunachst nothwendig. Sie ist aber auch hinreichend; denn erstens ist 
Mathematische Annalen, XXXI. 40 
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sie vom Grade 12 in den Coefficienten und zweitens ist sie keine 
Identitaét, da sie nicht fiir die in der Einleitung erwahnte Form gilt. 
Fiir diese verschwindet namlich ¢ also c, und alle y;, ausser y,,, das 
nicht verschwindet. 

Aus diesen Griinden ist die rechte Seite von (1) die Discriminante 
von f. 


Erlangen, im Januar 1888. 











Ueber zwei Arten von unendlich kleinen und von unendlich 
grossen Gréssen. 


Von 


O. Srouz in Innsbruck. 


Herr G. Cantor hat gezeigt*), dass wenn man von einer Grosse £ 
annimmt, sie sei kleiner als jede absolute reelle Zahl und es seien 
sowohl die Vielfachen derselben §-”, wo m jede natiirliche Zahl, als 
auch die Producte €-v, wo v jede transfinite Ordnungszahl sein darf, 
erklirt, dann auch jedes der letzteren Producte kleiner als jede noch so 
kleine absolute reelle Zahl sein muss. Demnach geht es nicht an, un- 
endlich kleine Elemente der linearen Zahlgréssen anzunehmen, 

Mit diesem Satze steht die Theorie der hisher aufgestellten zwei 
Arten von unendlich kleinen Gréssen**) keineswegs in Widerspruch. 
Die erste Art sind die Momente eines Functionensystems. Man denke 
sich ein System von Functionen f(x), g(x) einer reellen Verinder- 
lichen 2, welche bei einem und demselben Grenziibergange von x z. B. 
lim « = -+ co verschwinden und deren jede sodann fiir alle Werthe 
von 2, die einen bestimmten iiberschreiten, positiv bleibt (kurz aus- 
gedriickt: jede solche Function f(#) hat bei lim 2 = + oo den Grenz- 
werth +0), so zusammengestellt, dass dazu auch jede rationale 
Function einiger der Functionen f(x) gehért, welche bei lim 2 == + oo 
den Grenzwerth + 0 besitzt. Zugleich werde angenommen, dass jede 
rationale Function einer endlichen Anzahl von Functionen f(x) bei 
lim z = + oo einen endlichen oder unendlichen Grenzwerth hat. 
Ordnet man nun einer jeden Function f(x) ein Ding zu, so lassen 


*) Vgl. Zeitschrift f. Philosopbie v. Fichte 91, Bd., p. 121. 
**) Thre Theorien sind entwickelt in des Verfassers Vorlesungen iiber allg, 
Arithmetik. I. Th., p, 205— 214, 


40* 
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sich diese Dinge unter einander vergleichen*) und daher, wie ich 
mich ausdriicke, als Gréssen im allgemeinsten Sinne des Wortes be- 
zeichnen. Man kann ferner eine Addition und eine Multiplication dieser 
Gréssen so definiren, dass, einige Additionsungleichungen und Siitze der 
Subtraction abgerechnet, die naimlichen Regeln wie fiir die absoluten 
Zahlen gelten. Ich nenne die der Function f(x) zugeordnete Grosse 
das Moment derselben und bezeichne sie mit u(f). Indem die Division 
der Momente nicht immer méglich ist, so kann man formale Quotienten 
u(f): u(g) als neue Gréssen einfiihren, welche die bis jetzt nicht lés- 
baren Gleichungen 
r+ u(g) = u(f) 
erfiillen sollen. Ueber sie lassen sich die folgenden Festsetzungen 
treffen*) : 
1) Es sei 
w(f): u(y) = uf) : u(9,) 


dann und nur dann, wenn 
lim « (f,:.9f;) =1 


ist, woraus u. A. sich ergiebt, dass wenn 
lim - (f:g) = + c 


ist, die neue Grésse u(f): u(g) grosser ist als jede Grosse u(f,): u(g;), 
lim - (f,:9;) als endlich vorausgesetzt. 


2) Ein Moment ist kleiner als jede der neuen Grdéssen. 


3) Jede der letzteren wird durch Addition eines Momentes ebenso- 
wenig geindert, als die zuletzt erwihnte (unendliche) Grosse u(f): u(g) 
durch Addition einer endlichen Grésse u(f,) : u(g,). 

Aus der ersten Annahme folgt, dass die allen Paaren von Func- 
tionen f(x), g(x), deren Quotient bei lim z= - oo einen und den- 
selben endlichen positiven Grenzwerth 4 besitzt, entsprechenden Gréssen 
einander gleich sind und somit eine jede von ihnen ohne Unterschied 
in der Rechnung durch das Zeichen 4 dargestellt werden kann. Wir 
diirfen demnach die neuen Gréssen in dem soeben erwiihnten Falle 
mit den absoluten reellen Zahlen zusammenfallen lassen. Nunmehr 
besteht die Gleichung 


u(f): u(g) = lim - (f: g) =A; 


es erscheint also der Grenewerth 4 als Quotient zweier unendlich kleinen 
Grdossen. 


*) u(f) heisst gleich, grésser oder kleiner als u(g), jenachdem lim- { f(x):g(a) } 
gleich, grésser oder kleiner als 1 ist. 


**) Man gelangt zu diesen Annahmen auf villig methodischem Wege. 
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Das aus den Momenten der Functionen f(x) und den spiiter hinzu- 
gefiigten Gréssen gebildete System enthilt demnach neben den abso- 
luten reellen Zahlen unendlich kleine Gréssen (d. i. solche, die kleiner 
sind als eine jede absolute Zahl), nimlich die Momente u(f) selbst, 
und unendlich grosse Gréssen (d, i. solche, die grésser sind als jede 
absolute Zahl), niimlich diejenigen Quotienten u(f) : u(g), worin 
lim -(f:g)=-+ co ist. Allerdings sind die Momente nur formal 
unendlich klein d. h. fiir die Rechnung oder, wenn man will, auf dem 
Papier, indem die absoluten Zahlen ja anders definirt sind, als die 
obigen formalen Quotienten. 

Das n-fache von u(f) ist u(mf). Da mnf(~) bei unendlichem 
Wachsen der natiirlichen Zah] » im Allgemeinen keinen endlichen 
Grenzwerth hat, so lisst sich nicht eimmal das Product u(f)-@ de- 
finiren, worin @ die erste Zahl der zweiten Zahlenclasse bedeutet. 
Fiir die Momente der Functionen giebt es also keine Producte u(f) - v, 
so dass man natiirlich auch sie nicht als Elemente der absoluten reellen 
Zahlen, bezw. der diese darstellenden Strecken betrachten kann. 

Ich bin weit davon entfernt, dem soeben geschilderten Gréssen- 
systeme einen andern als formalen Werth beizulegen. Schon der den 
Functionen f(x) auferlegten Beschrinkungen wegen bleibt es hin- 
sichtlich seiner praktischen Verwendbarkeit hinter anderen, auf aihn- 
liche Weise geschaffenen Gréssensystemen z. B. den Euclid’schen Ver- 
hiltnissen zuriick. Die Momente eines Functionensystemes scheinen 
mir gleichwohl die méglichste Anniherung an das Ideal, welches 
den Anhiingern actual unendlich kleiner Gréssen vorschwebt, dar- 
zustellen. 

Unendlich kleine Gréssen kommen noch vor in dem Systeme der 
»NVullen“ von passend ausgewihlten Functionen f(x), welches zuerst 
von Hrn. P. du Bois-Reymond untersucht worden ist. Daneben 
finden sich auch unendlich grosse Gréssen. Bezeichnet man die Null 
der Function 1: a*(u > 0) und die ihr gleicher mit u*), so ist die 
Noll einer Function f(x) unendlich klein oder gross, je nachdem 

lim 2” f(a) ‘ 

2=+oa 
fir jeden positiven Werth von v unendlich ist oder verschwindet**). 
Unter den Vielfachen u(f)- wird nunmehr die Grésse u(f”) ver- 
standen, woraus ersichtlich ist, dass auch in diesem Falle schon das 
Product u(f)-@ nicht erklirt werden kann. 


*) Die Null u(f) heisst gleich, grésser oder kleiner als die Null u(g), je 
nachdem lim - { f(a): g(a)} eine positive endliche Zahl, 0 oder + o ist, 

**) Die Addition und Subtraction der Nullen von Functionen gehorchen den- 
selben Regeln, wie die der natiirlichen Zahlen. Eine Multiplication dieser Grdssen 
unter einander ist bisher nicht aufgestellt worden. 
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Fiir keines der beiden im Vorstehenden betrachteten Grdssen- 
systeme gilt derjenige Satz, den ich kurz als das Axiom des Archi- 
medes bezeichne, unbedingt. Dass derselbe fiir jedes System von 
stetigen Gréssen, also auch fiir die geradlinigen Strecken von selbs$ 
erfiillt ist, habe ich unter Zugrundelegung der Dedekind’schen Defi- 
nition der Stetigkeit dargethan.*) 


Innsbruck, 2. Jinner 1888. 


*) Vgl. diese Annalen Bd, 22, p. 510 und a. a. O. p. 82. 

















Beneke'sche philosophische Preisaufgabe. 


Fir das Jahr 1891 stellt die philosophische Facultét der Universitat 
Géttingen folgende Aufgabe: 


Die fundamentale Bedeutung des Entropie-Gesetzes fiir die Theorie 
aller derjenigen physikalischen und chemischen Erscheinungen, welche 
mit einer Production oder Absorption von Wirme verbunden sind, ist 
in den letzten Jahrzehnten mehr und mehr hervorgetreten; es ist ins- 
besondere auch bei den Bearbeitungen des Energiegesetzes, welche 
durch die Beneke’sche Preisaufgabe von 1884 veranlasst worden sind, 
zur Geltung gekommen, dass das Energiegesetz des Entropiegesetzes 
als wesentlicher Ergiinzung bedarf. Gleichzeitig sind die Arbeiten, 
welche die Begriindung des Entropiegesetzes durch die allgemeinen 
Principien der Mechanik zum Ziele haben, in neuester Zeit wesentlich 
fortgeschritten. Eine zusammenfassende Darstellung der stimmtlichen 
mit dem Entropiegesetz zusammenhingenden Fragen erscheint daher zur 
Zeit besonders wiinschenswerth. 

Eine solche Darstellung wiirde einmal die Entwicklung der empi- 
rischen Beweise des Entropiegesetzes zu geben haben, im Anschlusse 
an eine eingehende Reproduction und Wiirdigung der Carnot’schen 
Arbeiten ; sie wiirde ferner die Untersuchungen, die sich auf den Zu- 
sammenhang des Entropiegesetzes mit den allgemeinen Principien der 
Mechanik beziehen, nicht nur historisch, sondern auch kritisch be- 
sprechen miissen; sie sollte endlich einen umfassenden Bericht iiber 
die simmtlichen Anwendungen enthalten, welche das Entropiegesetz 
bisher auf die Theorie physikalischer und chemischer Processe gefun- 
den hat.“ 

Bewerbungsschriften sind in deutscher, lateinischer, franzésischer 
oder englischer Sprache mit einem versiegelten Brief, der den Namen, 
Stand und Wohnort des Verfassers enthilt und durch den gleichen 
Spruch wie die Bewerbungsschrift bezeichnet ist, 

bis zum 31. August 1890 
an die philosophische Facultit zu Gottingen einzusenden. 


606 . Beneke’sche philosophische Preisaufgabe. 


Die Zuerkennung der Preise erfolgt am 11. Marz 1891, dem Ge- 
burtstage des Stifters, in O6ffentlicher Sitzung der philosophischen 
Facultit. 

Der erste Preis betrigt 1700 Mark, der zweite 680 Mark. 

Die gekrénten Arbeiten bleiben unbeschrinktes Eigenthum der 
Verfasser. 

_ Das Titelblatt einer Bewerbungsschrift muss auch die Bezeichnung 
der Adresse enthalten, an welche die Schrift, falls sie nicht preiswiirdig 
befunden wird, zuriickzusenden ist. 

Die Preisaufgaben, fiir welche die Bewerbungsschriften bis zum 
31. August 1888 und bis zum 31. August 1889 einzusenden sind, 
finden sich bezw. im Jahrgang 1886 Nr. 8 und 1887 Nr. 5 der, Nach- 
richten der Kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. 


Gottingen, 1. April 1888. 








